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1.1. Prelucrarea de imagini - principii generale. 
 Prelucrarea de imagini este un domeniu care îşi păstrează dinamismul în ciuda trecerii 
anilor. Dezvoltările tehnologice au facilitat accesul unui număr tot mai mare de oameni la această 
ramură fascinantă a imagisticii computerizate. 
 Conţinutul imagisticii computerizate a fost sintetizat (Fig.1) în lucrarea lui Pavlidis [79], 
lucrare fundamentală pentru începuturile prelucrării de imagini. 
 

Imagine

Descriere

Prelucrare de imagini

Recunoaştere de formeGrafică computerizată

 
Fig. 1. Conţinutul imagisticii computerizate. 

 
 În aceeaşi lucrare, Pavlidis propune clasificarea imaginilor în patru clase, astfel: 
  •  Clasa (1) de imagini include imaginile în scară de gri (sau color). 
  •  Clasa (2) de imagini cuprinde imaginile binare (sau cu câteva culori). 
  •  Clasa (3) de imagini include imagini formate din linii şi curbe continue. 
  •  Clasa (4) de imagini cuprinde imagini formate din puncte izolate sau poligoane. 
 Se remarcă scăderea complexităţii imaginii odată cu numărul clasei, simultan cu reducerea 
semnificativă a volumului de date necesar pentru stocarea lor (Howe[51]). 

ELEMENTE DE INTELIGENTA ARTIFICIALA
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 Astfel imaginile de clasă (1) sunt cele mai complexe, un exemplu tipic de astfel de imagini 
fiind cele de televiziune, obţinute deci cu o cameră TV. Imaginile binare conţin doar două nuanţe, 
de obicei alb şi negru (sau doar câteva culori în cazul imaginilor color). Clasa (3) cuprinde 
imagini şi mai simple, adică conţinând doar linii şi curbe având grosimea de un pixel. Imaginile 
din ultima clasă sunt cele mai simple, ele fiind formate din puncte izolate sau, în cazul graficii 
computerizate, din poligoane care descriu corpul tridimensional a cărui reprezentare realistă se 
doreşte în final. 
 Câteva exemple de imagini din diferite clase sunt date în continuare (Fig. 2): 
 

   
 Clasa (1)   Clasa (2)   Clasa(3) 

 

  
 Clasa (3)   Clasa (4) 
Fig. 2. Exemple de imagini din diferite clase. 

 
 O taxonomie a domeniului prelucrării de imagini în corelaţie cu grafica computerizată este 
propusă în continuare (Fig. 3): 
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Fig. 3. O taxonomie a imagisticii computerizate. 
 
 Nu au fost reprezentaţi în diagrama anterioară algoritmii de codare/decodare a imaginilor, 
care formează un subdomeniu destul de consistent al prelucrării de imagini. 
 Îmbunătăţirea imaginilor şi filtrările formează un domeniu care se ocupă de eliminarea 
zgomotelor, îmbunătăţirea contrastului, accentuarea muchiilor şi detecţia de muchii. 
 Restaurarea imaginilor îşi propune eliminarea distorsiunilor care afectează imaginea, 
distorsiuni datorate unor fenomene fizice cunoscute, modelate matematic sau estimate. 
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 Segmentarea imaginilor realizează separarea regiunilor uniforme, de interes, din imagine. 
Uniformitatea este o noţiune generală ea nereducându-se la constanţa nivelelor de gri (aceeaşi 
textură, aceleaşi proprietăţi, etc.). Binarizarea furnizează la ieşire o imagine de clasă (2), ea 
putând fi asimilată unei operaţii particulare de segmentare (de exemplu segmentarea cu prag). 
  Algoritmii de extragere de contur furnizează la ieşire un contur închis, deci o imagine de 
clasă (3). Algoritmii de subţiere de contur realizează tot transformarea imaginilor de clasă (2) în 
imagini de clasă (3), dar furnizează la ieşire un graf. 
 Imaginile de clasă (3) pot fi simplificate în continuare cu algoritmi de segmentare a 
curbelor, care furnizează localizarea aşa-numitele puncte critice şi, în plus, parametrii curbelor 
care aproximează/interpolează liniile şi curbele din imagine între două puncte critice succesive. 
Se poate remarca că, practic, se obţine în această fază o descriere extrem de simplificată a 
imaginii iniţiale. 
 În cazul graficii computerizate, după cum s-a menţionat anterior, se pleacă de la o 
descriere a imaginii, urmărindu-se în cazul cel mai general, sinteza unei imagini realiste. 
Descrierea iniţială cea mai des folosită conţine o colecţie de poligoane împreună cu conexiunile 
dintre ele, ceea ce formează aşa-numita descriere "cadru-de sârmă" (wire-frame). 
 Obţinerea imaginii realiste (clasa (1)) se traduce printr-o secvenţă de algoritmi care 
"apropie" imaginea sintetizată de cea reală. 
 Algoritmii de aproximare/interpolare pleacă de la descrierea "cadru-de-sârmă" şi 
urmăresc obţinerea unei curbe netede pentru suprafeţele corpurilor tridimensionale ce se 
reprezintă. 
 Algoritmii de umplere de contur realizează operaţia complementară extragerii de contur, 
în timp ce expandarea este operaţia complementară subţierii. 
 Cunoscând sau deducând regulile de variaţie a nivelului de gri (culorii) de-a lungul 
suprafeţelor care mărginesc corpul, prin operaţia de refacere se poate obţine o reprezentare 
bidimensională realistă a corpurilor studiate. Se ţine cont de caracteristicile şi poziţia surselor de 
lumină şi caracteristicile locale ale corpurilor care se reprezintă (reflexivitate, transparenţă, etc.). 
 Alte clase de algoritmi sunt specifice tomografiei computerizate, care realizează 
investigarea nedistructivă a corpurilor. 
 Corpul studiat este penetrat de un fascicol de unde (raze "X", radiaţii electromagnetice, 
ultrasunete, etc) iar în prelungirea lor (mai puţin în cazul ultrasunetelor, care măsoară unda 
reflectată) un set de receptori măsoară energia rezultată a radiaţiei, energie dependentă direct de 
proprietăţile locale de absorbţie ale corpului investigat. Ceea ce se obţine la nivelul receptorilor 
este proiecţia 1D (deci un vector) a unei secţiuni plane a corpului investigat, într-o anumită 
direcţie. 
 Reconstrucţia 2D reface secţiunea plană a corpului studiat dintr-un set de proiecţii 1D, în 
direcţii diferite, ale secţiunii. 
 Având la dispoziţie mai multe asemenea secţiuni (paralele sau radiale) ale corpului studiat, 
se poate realiza reconstrucţia 3D a corpului studiat. Operaţia inversă se numeşte proiecţie 2D. 
 Trebuie de remarcat însă că această sinteză nu trebuie văzută rigid, existând în literatură o 
multitudine de algoritmi care nu pot fi încadraţi în ea şi, în plus diferiţi autori încadrează diferit un 
acelaşi algoritm în categorii diferite. Ca exemplu, operaţia de codare a datelor poate fi văzută ca o 
extragere de trăsături regenerative, ceea ce se obţine fiind în esenţă o descriere a imaginii, 
scopurile urmărite fiind însă diferite. 
 
1.2. Teoria recunoaşterii formelor - generalităţi. 
 Recunoaşterea formelor (Meisel[72]), (Sklansky[102]), (Vancea[108]) se ocupă de 
clasificarea unui set de obiecte, procese sau evenimente. Clasificarea este un proces fundamental 
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care caracterizează nu numai ştiinţele ci şi viaţa socială. Metodele matematice dezvoltate în 
cadrul recunoaşterii formelor îşi găsesc aplicaţie în cele mai diverse domenii. 
 Recunoaşterea formelor are ca scop determinarea clasei din care fac parte elementele unei 
mulţimi. Stabilirea numărului de clase este o problemă legată direct de caracteristicile aplicaţiei. 
Pot exista aplicaţii cu număr de clase cunoscut aprioric, dar şi aplicaţii în care numărul de clase 
trebuie stabilit algoritmic. 
 Clasificatorul este sistemul care implementează operaţia de recunoaştere a formelor, deci 
el realizează o procedură stabilită anterior de clasificare. 
 Există două abordări ale procesului de recunoaştere: recunoaşterea controlată şi 
recunoaşterea necontrolată. 
 Recunoaşterea controlată (supervizată) implică existenţa unui set de forme a căror 
apartenenţă la clase este cunoscută. Acest set de forme include setul de formare (învăţare, 
antrenare) care este folosit pentru construcţia propriu-zisă a clasificatorului şi setul de predicţie 
(testare) al cărui scop este testarea (evaluarea) clasificatorului respectiv. Construirea 
clasificatorului este asociată în acest caz algoritmului de învăţare corespunzător clasificatorului, 
algoritm care construieşte în mod iterativ coeficienţii acestui clasificator. 
 Recunoaşterea necontrolată (nesupervizată) nu necesită cunoaşterea apriorică a 
apartenenţei formelor din setul de formare la clase (Hartigan[46]). Această abordare dezvoltă 
algoritmi care realizează construcţia claselor pe măsură ce formele analizate sunt luate în 
considerare. Ei sunt numiţi algoritmi de grupare (clustering). 
 Schema bloc a unui sistem de recunoaştere a formelor este dată în continuare (Fig. 4): 
 

Translator
Selector

trăsături)
(extragere

trăsături Clasificator

DecizieIntrare

 
Fig. 4. Schema bloc a unui sistem de recunoaştere a formelor. 

 
1.2.1. Principii generale. 
 În urma extragerii trăsăturilor se obţine un set de "n" trăsături notat: 
  T

n21 ),...,x,x(x=X          (1) 
care poate fi văzut ca un vector în spaţiul trăsăturilor (formelor), spaţiu notat cu nR⊂ΩΩΩΩ . 
 Clasificarea este o partiţionare a spaţiului formelor în "K" regiuni (clase), notate ...K1jj }{ω =  
şi care îndeplinesc condiţiile: 
  ΩΩΩΩ=∪∪∪ k21 ωωω ...         (2) 
  F... =∩∩∩ k21 ωωω         (3) 
 unde F este mulţimea punctelor care alcătuiesc frontierele între aceste clase. 
 Funcţia discriminant ataşată unei clase este o funcţie RΩXD →):(j , dată de: 
  ...K1j, ii), ()(ω ijj =≠∀>⇔∈ XDXDX       (4) 
 Limitele de decizie între clasele iω  şi jω  vor fi definite prin ecuaţia: 
  0)()( ji =− XDXD          (5) 
 Metodele matematice utilizate pentru rezolvarea problemelor de recunoaştere a formelor 
se grupează în două mari categorii: 
  - metode decizional-teoretice şi statistice; 
  - metode sintactice (lingvistice). 
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 Între cele două clase de metode există o conexiune directă care asigură întrepătrunderea 
lor, după cum rezultă şi din următoarea schemă bloc care descrie modurile posibile de abordare 
ale unei probleme generale de clasificare: 
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Metode
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Clasificare
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Fig. 5. Moduri posibile de abordare ale unei probleme de clasificare. 
 
 Dintre proprietăţile care permit evaluarea unui clasificator, mai importante sunt 
următoarele: 
 Recunoaşterea este exprimată prin rata de recunoaştere, care este procentul de forme din 
setul de formare recunoscut corect de clasificator. 
 Convergenţa exprimă viteza de răspuns a unui clasificator. În cele mai multe cazuri se 
urmăreşte realizarea unui compromis între rata de recunoaştere şi viteza de răspuns care 
caracterizează un anume clasificator. 
 Siguranţa este descrisă prin gradul de încredere al unui clasificator, care caracterizează 
capacitatea clasificatorului de a clasifica corect formele distorsionate aplicate la intrare. 
 Predicţia exprimă capacitatea clasificatorilor de a recunoaşte corect forme care nu aparţin 
setului de formare. O măsură a acestei proprietăţi este abilitatea predictivă care exprimă 
procentul de forme din setul de predicţie (deci cu apartenenţă la clase necunoscută în prealabil) 
recunoscute corect. 
 
1.2.2. Strategii de recunoaştere pentru N clase. 
 Complexitatea problemei poate fi micşorată împărţind-o în mai multe sarcini mai mici, şi 
anume alcătuind câteva grupe de clase şi apoi construind câte un clasificator pentru fiecare grupă 
de forme (Bulea[14][21][23]), (Pudil[88]). Trăsăturile extrase se aplică simultan la intrările 
tuturor clasificatorilor şi în mod normal unul singur va furniza decizia de recunoaştere. Rolul 
logicii de decizie este de a furniza o decizie corectă în cazurile cu o oarecare doză de 
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incertitudine, utilizând informaţiile furnizate de toate clasificatoarele. Schemele bloc pentru două 
variante ale unui asemenea sistem sunt prezentate în continuare. 
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Fig. 6. Sistem de recunoaştere pentru N clase, varianta 1. 
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Fig. 7. Sistem de recunoaştere pentru N clase, varianta 2. 
 
 Deşi prima variantă este mai simplă, se poate utiliza, pentru optimizarea timpului de 
răspuns, un preclasificator care să specifice cărei grupări îi aparţine fiecare formă de intrare şi în 
consecinţă, care clasificator elementar trebuie folosit pentru recunoaşterea efectivă. 
 De multe ori, orice sistem de recunoaştere include şi un subsistem de tratare a erorilor de 
recunoaştere (forme nerecunoscute), un exemplu tipic in acest sens fiind cazul caracterelor atinse 
sau fragmentate din sistemele OCR (Optical Character Recognition). 
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 În ambele cazuri, pentru formele nerecunoscute se mai face o încercare în ipoteza că ele 
reprezintă forme încă "neînvăţate"; se încearcă reantrenarea clasificatorului, apoi rezultatul este 
iarăşi aplicat la intrarea clasificatorului pentru o nouă încercare. 
 
1.3. Metode conexioniste în prelucrarea de imagini şi recunoaşterea de forme. 
 Metodele conexioniste se bazează pe utilizarea unei reţele de "procesoare" conectate 
intensiv unele cu altele. Fiecare "procesor" poate executa un număr redus de operaţii, de obicei 
aceleaşi pentru toate procesoarele din reţea. Gradul lor de programabilitate este redus. 
Implementarea acestor reţele de procesoare impune ca o necesitate practică limitarea conexiunilor 
aferente fiecărui procesor, astfel încât el să fie conectat doar la un număr de procesoare vecine. 
 Pot fi încadrate în categoriile descrise anterior structurile sistolice, procesoarele 
matriceale, reţelele neurale artificiale, etc. (Conte[31]). 
 Structurile sistolice fac parte din categoria mai largă a maşinilor paralele complexe care 
sunt alcătuite dintr-un mare număr de unităţi procesoare, de obicei identice, fiecare fiind capabilă 
să execute o operaţie fixă de bază. Proprietăţile arhitecturale ale structurilor sistolice le fac 
potrivite pentru o implementare VLSI. Conectarea celulelor de calcul se face conform unei 
topologii regulare, în care fluxul de informaţii este permis numai spre unităţile adiacente într-un 
mod "pipe-line". Necesităţile de comunicare cu exteriorul sunt limitate, conexiunile sunt foarte 
scurte, ceea ce permite o viteză mare de operare. 
 Procesoarele matriceale sunt structuri paralele care realizează aceleaşi operaţii, simultan, 
asupra unor date diferite. Ele constituie exemplul tipic de structuri SIMD (Single Instruction 
Stream - Multiple Data Stream). Au un grad mai mare de programabilitate decât structurile 
sistolice, dar utilizarea lor este limitată la aplicaţii care cer un paralelism înalt, cum ar fi lucrul cu 
matrici de date de dimensiuni mari (cazul imaginilor). 
 Reţelele neurale (neuronale) artificiale (Haykin[47]), (Kohonen[62][63]), (Lipmann[66]), 
(Rumelhart[98]) încearcă să se apropie de modelul creierului uman. Spre deosebire de maşinile 
Von--Neuman care se caracterizează prin existenţa unei unităţi procesoare care execută 
instrucţiuni stocate în memorie, într-o secvenţă aflată sub controlul numărătorului de program, 
alte arhitecturi propuse încearcă să exploateze cât mai eficient paralelismul care este de obicei 
inerent. "Procesoarele" care formează reţelele neuronale, sunt denumite neuroni artificiali. 
 Dacă majoritatea calculatoarelor existente în momentul de faţă dispun de o singură unitate 
procesoare, extrem de puternică şi de rapidă, la cealaltă extremă din punctul de vedere al structurii 
interne se plasează aceste reţele neurale artificiale, caracterizate printr-o simplificare extremă a 
unităţilor componente, alături de o extindere cât mai largă a conexiunilor între aceste unităţi 
procesoare. 
 Orice reţea neurală este caracterizată de trei elemente: modelul neuronului, arhitectura 
reţelei şi algoritmul de antrenare folosit. 
 În ceea ce priveşte modelele de neuroni, cel mai mult folosite în momentul de faţă sunt 
cele fără memorie, deci care implementează o relaţie de forma: 

  ∑
=

−=
N

1i
jiijj )θxw(y f          (6) 

 unde jy  este ieşirea neuronului "j", ix  este intrarea "i" a neuronului, ijw  este ponderea 
conexiunii de la intrarea "i" la neuronul "j", iar jθ  este pragul ataşat neuronului "j". 
 Funcţia f este o funcţie neliniară care poate fi de tipul limitare hardware, prag logic, 
sigmoidă simetrică sau nu, sau chiar funcţia identică. 
 Modele mai sofisticate de neuroni introduc variabila timp, un astfel de model fiind descris 
de următoarele relaţii: 
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 unde ju  caracterizează starea curentă a neuronului. 
 Între arhitecturile de reţele neurale, reţelele "feed-forward" (conexiunile sunt 
unidirecţionale, nu există bucle de reacţie) au fost cel mai mult studiate. Într-o asemenea reţea, 
neuronii sunt dispuşi în straturi succesive, ieşirile neuronilor de pe straturile inferioare aplicându-
se la intrările neuronilor de pe stratul imediat următor. 
 Binecunoscutul perceptron multistrat are o asemenea structură, gama largă a aplicaţiilor în 
care o fost folosit fiind o dovadă a capabilităţilor unui asemenea sistem 
 Teoria recunoaşterii formelor este deja o disciplina matură, care şi-a dovedit utilitatea într-
o multitudine de domenii. Pe de o parte, paralelismul extins oferit de reţelele neurale deschide noi 
perspective teoriei recunoaşterii formelor, iar pe de alta, fundamentul matematic solid al teoriei 
recunoaşterii formelor direcţionează şi dinamizează în permanenţă cercetările asupra retelelor 
neurale. Se poate remarca deci în acest context interdependenta strînsa între cele două domenii de 
studiu. 
 Principala calitate a reţelelor neurale este aceea de clasificare. Clasificatorii neuronali mai 
des folosiţi, sunt prezentaţi în următoarea taxonomie, funcţie de tipul intrărilor (binare sau 
continue), funcţie de modul de antrenare (supervizată sau nesupervizată) şi de arhitectura reţelei:  
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Fig. 8. O taxonomie a reţelelor neurale. 

 
 Blocurile din partea de jos a schemei anterioare indică algoritmii clasici cei mai apropiaţi 
de clasificatorul neural corespunzător. 
 Domeniul reţelelor neurale artificiale cunoaşte în prezent un dinamism remarcabil 
(Freeman[39]), (Haykin[47]) extinzându-se rapid nu numai rezultatele teoretice, ci şi aplicaţiile 
care folosesc aceste metode. 
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2.1. Eliminarea zgomotelor. 
 2.1.1. Filtre spaţiale de eliminare a zgomotelor. 
 Tehnicile spaţiale de eliminare a zgomotelor se remarcă prin simplitate, ceea de duce la 
posibilitatea unor implementări hardware în timp real. Ele se bazează pe folosires aşa-numitelor 
măşti de convoluţie care, în esenţă, realizează înlocuirea valorii fiecărui pixel cu o combinaţie 
liniară a valorilor pixelilor dintr-o vecinătate a pixelului curent. 
 a) Filtre de mediere. 
 Pentru fiecare vecinătate de pixeli (de obicei 3x3, dar şi 5x5 sau 7x7), pixelul central se 
înlocuieşte cu o combinaţie liniară a pixelilor din vecinătate: 

  ∑ ∑
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unde masca M(m,n)  poate fi: 
















=
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=

010
121
010

6
1

3M  
















=
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1
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=

111
111
111

9
1

5M  















=
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111

10
1

6M  















=
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242
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16
1

7M   (2) 
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 Asemenea tip de filtre se pot rafina astfel încât să nu fie afectaţi de operaţia de mediere 
pixelii situaţi pe muchii. Un operator pentru detecţie de muchii (mască) poate indica prezenţa şi 
direcţia unei muchii în imagine. În absenţa muchiei, se aplică filtrul de eliminare a zgomotelor 
pentru toţi pixelii din vecinătate, în caz contrar doar pentru pixelii situaţi de o parte şi de alta a 
muchiei, cunoscând direcţia ei. De asemenea se pot utiliza măşti de mediere pentru toţi pixelii, 
însă având coeficienţii corelaţi cu datele furnizate de detectorul de muchii. 
 
 b) Medierea cu prag realizează compararea fiecărui pixel cu media vecinilor lui, medie 
ce poate fi calculată printr-o convoluţie cu masca 4M . Modificarea pixelului curent se face doar 
dacă este îndeplinită o condiţie de prag. 

  ∑∑
==

=>−
8

1i
i

8

1i
i (x,y)v1/8(x,y)  θ   ](x,y)v1/8(x,y)  [ ff THENIF    (3) 

  c) Filtre mediane. 
 O categorie aparte de filtre spaţiale o constituie filtrele mediane la care pixelul central al 
unei vecinătăţi de forma: 

     
Fig. 1. Măşti pentru filtrarea mediană. 

 
este înlocuit cu medianul mulţimii pixelilor din vecinătate. Efectul aplicării lor este că pixelii cu 
valoarea mult diferită de a vecinilor dispar. 
 

  
Exemplu de filtrare mediană. 

 
 Mai trebuie de menţionat proprietatea filtrelor mediane de a nu altera semnificativ 
colţurile şi muchiile obiectelor din imagine. Filtrarea mediană necesită ordonarea pixelilor din 
vecinătate, ceea ce înseamnă un număr destul de mare de operaţii. În literatură (Pavlidis[79]), 
(Pratt[84]), (Rosenfeld[95]) sunt citate mai multe tehnici de aproximare a valorii mediane căutate 
(filtrul pseudomedian, mini-max, maxi-min, etc.), precum şi o serie de tehnici de minimizare a 
timpului de calcul. 
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 2.1.2. Filtre în domeniul frecvenţă pentru eliminarea zgomotelor sunt mai rar folosite, 
mai ales datorită complexităţii calculelor. Aplicaţia tipică apare în cazul suprapunerii peste 
imagine a unor interferenţe periodice cu caracteristici cunoscute. Spectrul unei asemenea imagini 
conţine maxime semnificative corespunzătoare acestor interferenţe, care pot fi eliminate cu un 
filtru opreşte-bandă bidimensional, proiectat corespunzător. 
 
 2.1.3. Filtrul Wiener generalizat are schema bloc din figura următoare: 
 

TT -1
Z=X+W

A

Y

 
Fig. 2. Filtrul Wiener generalizat. 

 
Unde: 
 ),...,z,z(z 1N10 −=Z , ),...,x,x(x 1N10 −=X , 

),...,w,w(w 1N10 −=W , ),...,y,y(y 1N10 −=Y  
 A, T - matrici NxN ; 
 El este un filtru optimal care realizează minimizarea erorii medii pătratice de estimare a 
semnalului util X, peste care se suprapune zgomotul Z. 
  )}(){(ε t XYXYE −−=         (4) 
 În ipotezele: 

1) 0}{}{ tt == WXEXWE , adică semnalul util şi zgomotul sunt necorelate, 
2) t1 TT =− , adică transformarea T este unitară, 

rezultă: 
  t1

WWXXXX0 )( TKKTKA −+=         (5) 
  ])([ε WW

1
WWXXXXXX KKKKKtrace −+−=       (6) 

unde 
  }{}))({ tt

XX XXEXXX(XEK =−−=       (7) 
 şi 
  }{}))({( tt

WW WWEWWWWEK =−−=       (8) 

 sunt matricile de autocorelaţie pentru semnalul util şi respectiv zgomot, iar }{XEX = , 
}{WEW = sunt mediile lor. 

 Deci cunoscând caracteristicile statistice ale semnalului util şi respectiv zgomotului se 
poate construi un filtru optimal, având matricea dată de 0A . 
 Remarcând faptul că mărimea erorii nu depinde de transformarea ortogonală aleasă, putem 
alege matricea T din condiţia minimizării numărului de calcule. 
 
 2.1.4. Metode regionale. 
 Mai întâi, prin convoluţie cu un set de operatori specifici de extracţie de linii şi muchii, 
imaginea originală este transformată pentru a obţine o "imagine de control" (Knutsson[61]). 
Aceasta este o imagine complexă, fiecare punct al ei având o magnitudine (x,y)B  şi o direcţie 

(x,y)Θ . Deci (x,y)F  fiind imaginea iniţială, imaginea de control se obţine astfel: 
  4,3,2,1i(x,y), cu (x,y)(x,y) ii =∗= EFS       (9) 
  (x,y)(x,y)(x,y) ii DFC ∗= ,        (10) 
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 unde "∗ " înseamnă convoluţie, iar (x,y)iE  şi respectiv (x,y)iD  sunt filtre spaţiale pentru 
detecţia de muchii şi respectiv linii, având direcţia "i". 
 Amplitudinea imaginii de control în direcţia "i" este dată de: 
  4,3,2,1, i(x,y)(x,y)(x,y)(x,y) 2

i
2
ii =+= VCSB ,     (11) 

unde: 

  1β0, (x,y)(x,y)(x,y)
β4

1i

2
i

2
i <<







 += ∑
=

CSV       (12) 

 Amplitudinea globală este dată de: 
  2

42
2

31 (x,y)](x,y)[(x,y)](x,y)[(x,y) BBBBB −+−=     (13) 
 iar direcţia în punctul de coordonate )y,x(  este ),Θ( yx , care se deduce din 
  (x,y)(x,y)]/(x,y)[(x,y)]2[ 42 BBBΘsin −=       (14) 
  (x,y)(x,y)]/(x,y)[(x,y)]2[ 31 BBBΘcos −=       (15) 
 Filtrele pentru detecţia muchiilor şi a liniilor se construiesc în domeniul frecvenţă astfel: 
  )()()( iii θρθρ ee,E =          (16) 
  )()()( iii θρθρ dd,D =          (17) 

  ])
ρ
ρ(

)(
24[)()( 2

c
2ii ln

Bln
lnexpde −== ρρ       (18) 

  )]([)()( ii
2

i θθθθθ −−= cossigncose       (19) 
  )()( i

2
i θθθ −= cosd          (20) 

 

 
Fig.3.Filtrul pentru detecţia muchiilor ),(Ei θρ , Fig.4.Filtrul pentru detecţia liniilor ),(Di θρ . 
 Odată construită imaginea de control (deci estimate direcţia şi mărimea muchiei în fiecare 
punct), urmează construirea unui filtru anizotropic pentru operaţia efectivă de îmbunătăţire. Acest 
filtru este suma a două componente: un filtru izotropic trece-jos de netezire şi unul de extragere 
muchii, orientat în direcţia dată de imaginea de control obţinută din imagine. Proporţia celor două 
componente este dată de amplitudinea punctuală a imaginii de control. 
 Filtrul de netezire trebuie să fie izotropic, deci: 

  






≥

<==
9.0 ρ,0

9.0 ρ),
8.1

()(),(
2∆

pentru                

pentru πρ
ρθρ cosHH       (21) 
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Fig. 5. Filtrul izotropic de netezire ),(H θρ . 

 
 Filtrul de extragere de muchii se construieşte astfel: 
  )()(),( θρθρ mmM =          (22) 
 unde: 

  











<≤−+−

−<≤
<−

=

πρππρπ
πρ

ρρ
ρ

9.0 )],9.0(
8.1

[

9.09.0,1
9.0),(1

)(
2 pentru 

 pentru                                     
 pentru                         

cos

H
m     (23) 

  )()( 2 θθ cosm =          (24) 
 Imaginea îmbunătăţită, (x,y)G  poate fi exprimată astfel: 
  (x,y))](x,y,(x,y)(x,y)[α(x,y)(x,y)α(x,y) es ΘMFBHFG ∗+∗=    (25) 
 Este posibilă prelucrarea iterativă a imaginilor zgomotoase, aplicând succesiv formula 
anterioară. 

 
Fig. 6. Filtrul de netezire echivalent după patru iteraţii. 

 Deşi costisitoare din punctul de vedere al calculelor, această metodă se dovedeşte a fi 
deosebit de puternică. 
 
2.2. Îmbunătăţirea contrastului. 
 2.2.1. Îmbunătăţirea contrastului prin operaţii asupra histogramei. 
 Cele mai simple metode de îmbunătăţire a contrastului unei imagini au la bază operaţii 
asupra histogramei. 
 Din studiul histogramei unei imagini cu contrast scăzut de poate remarca utilizarea 
neeficientă a gamei dinamice posibile pentru nivelele de gri. Dacă într-o imagine, cel mai 
întunecat nivel de gri al unui pixel este K, iar W este nivelul de gri al celui mai luminos pixel, 
atunci transformarea punctuală liniară numită scalare: 

  K](x,y)[
KW
KW(x,y) −

−
−= f

~~
f~        (26) 
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va forţa noua gamă dinamică a pixelilor din imagine la intervalul ]W,K[ ~~ . (În cazul general 
nivelele de gri K şi W se aleg funcţie de rezultatul dorit). 
 Alegând 0K~ =  şi 1LW~ −= , unde L este numărul maxim posibil de nivele de gri din 
imagine, se obţine o imagine cu contrast îmbunătăţit. 
 Transformarea se poate generaliza prin construirea unei funcţii de scalare, care să 
transforme, după o lege oarecare, luminozitatea pixelilor din imagine. 

0 L-1INTRARE

x

y
L-1
~

B

B

W

W

~

~

I
E
ŞI

R
E

 
Fig. 7. Exemplu de funcţie de scalare. 

 În literatură sunt citate o multitudine de asemenea funcţii de scalare: pătratică, cubică, 
radical, rădăcina de ordinul trei, liniare pe porţiuni, gaussiană, inversă, logaritmică, exponenţială, 
etc. 
 Egalizarea de histogramă îşi propune să furnizeze la ieşire o imagine având o utilizare 
relativ uniformă a nivelelor de gri, adică o histogramă "aproximativ uniformă": 

  
S

MNe(z) =H ,          (27) 

 unde M, N sunt dimensiunile imaginii. 
H(z)

He(y)

0

0

y

z

km n

pr q

Ho

L-1

S-1  
Fig. 8. Principiul egalizării de histogramă. 
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 Se remarcă practic două situaţii distincte: 
 1) Nivelele de gri "slab reprezentate" din histograma iniţială (există puţini pixeli având 
aceste nivele de gri), din intervalul [m,n] capătă prin egalizare nivelul de gri unic "r" în 
histograma egalizată; 
 2) Nivelul de gri "k", care este "bine reprezentat" în histograma iniţială, va fi distribuit, 
prin egalizare, în intervalul [p,q]. 
 Pentru cazul 2) se poate adopta o strategie din mai multe posibile pentru a realiza 
distribuirea nivelului de gri "k" într-un interval: 
 a) Pixelii din imaginea iniţială având nivelul de gri "k" capătă după egalizare nivelul de gri 
(p+q)/2; histograma nu rezultă perfect plată, dar efortul de calcul este minim; 
 b) Pixelilor din imaginea iniţială li se atribuie un nivel de gri aleator în intervalul [p,q]; 
efortul de calcul rămâne destul de mic, histograma rezultă aproximativ plată, dar apare un zgomot 
care se suprapune peste imagine; 
 c) Nivelul de gri atribuit pixelilor din imaginea iniţială se corelează cu nivelul de gri al 
vecinilor lui, astfel: 









>
≤≤

<
=

M(x,y)  q,
qM  pM,

M(x,y)p,
(x,y)

f

f
f~

pentru   
pentru  

 pentru   
       (28) 

unde:  ∑ ∑
−= −=

++=
1

1m

1

1n
n)m,y(x

9
1M f         (29) 

  
Histograma imaginii iniţiale    După aplicarea algoritmului 1 de egalizare 

  
După aplicarea algoritmului 2 de egalizare   După aplicarea algoritmului 3 de egalizare 
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Imaginea iniţială    După aplicarea algoritmului 2 de egalizare 

 
 În lucrarea (Pizer[82]) se propune o tehnică adaptivă de egalizare a histogramei, care se 
bazează pe divizarea imaginii în careuri, pentru fiecare careu calculându-se histograma şi regula 
de atribuire a noilor nivele de gri. Pentru fiecare pixel se obţine regula de atribuire printr-o 
combinaţie liniară a nivelelor de gri furnizate de regulile de atribuire corespunzătoare celor patru 
careuri mai apropiate: 

  ])M
Cy
B1(M

Cy
B)[

Cx
A1(])M

Cy
B1(M

Cy
B[

Cx
AM 11011000 −+−+−+=   (30) 

 unde M M M M00 10 01 11, , ,  sunt regulile de atribuire date de cele mai apropiate patru careuri, 
iar restul elementelor rezultă din figura următoare: 

M

Cx

Cy

A

B

f(x,y)

M

M

M

00

01

10

11

 
Fig. 9. Principiul egalizării adaptive de histogramă. 

 
 2.2.2. Filtrarea homomorfică. 
 Se acceptă drept model simplificat al imaginii: 
  (x,y)(x,y) (x,y) rif =          (31) 

unde (x,y)i  este componenta numită "iluminare", dată de sursele de lumină aferente 
imaginii, iar (x,y)r  este "reflectanţa", dată de proprietăţile de reflexie locală ale corpurilor din 
imagine. Se remarcă proprietăţile 0(x,y) >i , 1(x,y)0 << r , precum şi faptul că iluminarea (x,y)i  
variază lent de la o zona la alta a imaginii, pe când reflectanţa, variind brusc de la o zona la alta a 
imaginii, este cea care furnizează frecvenţele mari din spectru. 
 Micşorând ponderea iluminării în raport cu reflectanţa se obţine o îmbunătăţire 
semnificativă a contrastului, simultan cu eliminarea efectelor iluminării neuniforme a imagini. 
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Separarea celor două componente se face logaritmând imaginea iniţială, urmând ca, după o 
filtrare clasică, să se execute exponenţierea imaginii filtrate. Deci paşii care se urmează sunt 
(Gonzales[42]): 
 
  1. (x,y)];[(x,y)][(x,y)][ rlogilogflog +=      (32) 
  adică );,(r),(i),(f yxyxyx ′+′=′  
  2. (x,y)}{(x,y)}{(x,y)}{ rFiFfF ′+′=′ ;      (33) 
  adică (u,v);(u,v)(u,v) RIF +=  
  3. (u,v);(u,v)(u,v)(u,v)(u,v)(u,v)(u,v) RHIHFHF +==′     (34) 
  adică (u,v);(u,v)(u,v) RIF ′+′=′  
  4. (u,v)};{(u,v)}{(u,v)}{ RFIFFF -1-1-1 ′+′=′      (35) 
  adică (x,y);(x,y)(x,y) rif ′′+′′=′′  
  5. (x,y)];[(x,y)][(x,y)][ rexpiexpfexp ′′′′=′′      (36) 
  adică (x,y)(x,y)(x,y) r~i~f~ =  
 
 Foarte importantă este alura filtrului bidimensional H, care va atenua frecvenţele joase din 
spectru şi le va amplifica pe cele înalte: 

 
Fig. 10. Filtru trece-sus pentru filtrarea homomorfică. 

 
 2.2.3. Diferenţiere statistică. 
 Această metodă (Wallis[110]) îşi propune mărirea contrastului pentru acele zone din 
imagine caracterizate prin varianţă mică. Practic, pentru fiecare pixel al imaginii se calculează 
media şi respectiv dispersia pixelilor din vecinătatea pătratică (de obicei 9x9) ataşată pixelului 
curent. 

  ∑∑
−= −=

++
+

=
w

wi

w

wj
2 j)i,y(x

)1w2(
1(x,y) fm ;      (37) 

  ∑∑
−= −=

++−++
+

=
w

wi

2
w

wj
2

2 j)]i,y(xj)i,y(x[
)1w2(

1(x,y) mfδ     (38) 

 cu latura vecinătăţii 1w2 + ; 
 Asimilând nivelul de gri al pixelului curent cu o variabilă aleatoare, expresia 

  
(x,y)

(x,y)(x,y)(x,y)
δ

mff~ −=         (39) 

descrie o variabilă aleatoare de medie nulă şi dispersie unitară. 
 Expresia următoare, propusă de Wallis în [110] permite setarea mediei şi a dispersiei la 
valorile dorite dM , dδ , funcţie de parametrii "A" şi "r": 
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  (x,y)]r)1([rM(x,y)](x,y)[
(x,y)A
A(x,y) d

d

d mmf
δ

f~ −++−
+

=
δ

δ    (40) 

 Folosind valori bine alese pentru parametrii formulei precedente, este posibilă evidenţierea 
unor detalii fine dintr-o imagine cu contrast scăzut. 
 
2.3. Accentuarea muchiilor. 
 Principiul general al operaţiei de accentuare de muchii se deduce din schema următoare, 
care prezintă cazul unidimensional. Operatorul ∆ este un operator oarecare de diferenţiere iar 

2∆=∇ . 

∆∆∆∆| F(t)|

t

t

t

t

F(t)

F(t)∇∇∇∇

F(t)-  F(t)∇∇∇∇

 
Fig. 11. Principiul accentuării de muchii. 

 
 În cazul imaginilor continue, toată informaţia privind variaţiile locale de luminozitate este 
concentrată în vectorul gradient: 

  j
y
(x,y)i

x
(x,y)(x,y)∆ 22

rr

∂
∂

∂
∂ fff +=        (41) 

 cu aproximaţiile următoare pentru cazul discret: 
  (x,y),y)1(x(x,y)∆x fff −+=        (42) 
  (x,y))1(x,y(x,y)∆y fff −+=        (43) 
 Drept operator de diferenţiere de ordinul doi, pentru cazul continuu, se foloseşte 
Laplacianul: 

  22 y
(x,y)

x
(x,y)(x,y)

∂
∂

∂
∂ fff +=∇ ,       (44) 

 cu aproximările următoare pentru cazul discret: 
,y)1(x(x,y)2,y)1(x,y)1(x∆(x,y)∆(x,y) xxx −+−+=−−=∇ ffffff  

)1(x,y(x,y)2)1(x,y,y)1(x∆(x,y)∆(x,y) yyy −+−+=−−=∇ ffffff     (45) 
(x,y)4)1(x,y)1(x,y,y)1(x,y)1(x(x,y)(x,y)(x,y) yy ffffffff −−+++−++=∇+∇=∇  

 ceea ce se traduce printr-o convoluţie cu masca 0L  (sau 1L , sau 2L ): 
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 Accentuarea muchiilor se face deci cu: 
)1(x,y)1(x,y,y)1(x,y)1(x(x,y)5(x,y)(x,y)(x,y) −−+−−−+−=∇−= ffffffff~   (47) 

 ceea ce se traduce printr-o convoluţie cu masca 0A (sau 1A , sau 2A ): 
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2.4. Îmbunătăţirea imaginilor binare. 
 2.4.1. Eliminarea zgomotelor. 
 Primul pas în îmbunătăţirea unei imagini deja binarizate constă în eliminarea zgomotelor. 
Pentru o imagine deja binarizată, zgomotul tip "sare şi piper" este preponderent. Trebuiesc 
efectuate două tipuri de operaţii de eliminare a pixelilor izolaţi: ştergerea (forţare la alb) pixelilor 
negri pe fond alb şi ştergerea (setare la negru) pixelilor albi pe fond negru. 
 
 2.4.2. Netezirea contururilor. 
 Operaţia de "netezire a contururilor" obiectelor din imagine în condiţiile păstrării 
aspectului lor (O’Gorman[76]), are efecte benefice nu numai asupra ratei de recunoaştere, ci şi 
asupra factorului de compresie posibil, dacă se are în vedere stocarea imaginilor scanate. 
 Se lucrează pe vecinătăţi pătratice (kxk) . Notând: 
  n = numărul de pixeli negri din vecinătatea pixelului curent; 
  c = numărul de submulţimi conectate de pixeli din vecinătatea pixelului curent; 
  r = numărul de pixeli de colţ. 
Condiţia de modificare a valorii unui pixel este sintetizată de formula: 
 
 TRUEandorand  )] 2 (r) 4k-3 (n) 4k-3 [(n) 1(c ===>=     (49) 
 
Obs. Condiţia ) 1(c = asigură păstrarea topologiei imaginii, întocmai ca la algoritmii de subţiere. 
 

 
Fig. 12. Netezirea contururilor în imaginile binare. 

 
 Algoritmul se aplică succesiv pentru pixelii negri, apoi pentru cei albi, până când nu se 
mai constată modificări pe imagine (sau, pentru a limita durata operării, după un număr 
predeterminat de paşi). 
 Alte operaţii care pot fi folosite în îmbunătăţirea imaginilor binare sunt prezentate în 
capitolul 5, "Prelucrări morfologice ale imaginilor". 
 
 
2.5. Detalii de implementare. 
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 Operaţia de filtrare poate fi implementată în două moduri, funcţie de cerinţele aplicaţiei. 
Dacă imaginea sursă şi cea destinaţie sunt diferite, atunci implementarea este simplă. Exemplul de 
mai jos se referă la filtrul cu de masca 7M , descris anterior. Pentru pixelii marginali, pentru care 
masca corespunzătoare nu mai este inclusă în imaginea sursă, se pot folosi cu succes filtre 
unidimensionale, a căror mască coincide cu linia / coloana centrală a măştii de referinţă. Imaginile 
folosite sunt văzute ca matrici de dimensiune M*N (ImgS, ImgD), indicii lor variind în gama 
[0,M-1], respectiv[0,N-1]. 
 
procedure Average; 
var 
 i,j : byte; 
begin 
 (* prima linie *) 
 j:=0; 
 for i:=1 to M-2 do 
 begin 
  ImgD^[j,i]:=(ImgS^[j,i-1]+2*ImgS^[j,i]+ImgS^[j,i+1]) div 4; 
 end; 
 (* bucla principala *) 
 for j:=2 to N-2 do 
 begin 
  for i:=2 to M-2 do 
  begin 
   ImgD^[j,i]=(ImgS^[j-1,i-1]+2*ImgS^[j,i-1]+ImgS^[j+1,i-1]+ 
       2*ImgS^[j-1,i]+4*ImgS^[j,i]+2*ImgS^[j+1,i]+ 
       ImgS^[j-1,i+1]+2*ImgS^[j,i+1]+ImgS^[j+1,i+1]) div 16; 
  end; 
  (* prima coloana *) 
  i:=0; 
  ImgD^[j,i]:=(ImgS^[j-1,i]+2*ImgS^[j,i]+ImgS^[j+1,i]) div 4; 
  (* ultima coloana *) 
  i:=M-1; 
  ImgD^[j,i]:=(ImgS^[j-1,i]+2*ImgS^[j,i]+ImgS^[j+1,i]) div 4; 
 end; 
 (* ultima linie *) 
 j:=N-1; 
 for i:=1 to M-1 do 
 begin 
  ImgS^[j,i]:=(ImgS^[j,i-1]+2*ImgS^[j,i]+ImgS^[j,i+1]) div 4; 
 end; 
end; 
 

 Dacă operaţia de filtrare trebuie făcută "pe loc", adică sursa coincide cu destinaţia, codul 
se complică, deoarece este necesară folosirea unor matrici temporare în care să se salveze linia 
curentă şi cea precedentă din imaginii sursă. Deoarece la calculul liniei noii valori a unui pixel de 
pe linia "i" trebuie folosită informaţia de pe linia precedentă a imaginii originale (deja 
modificată), informaţia dorită se regăseşte în matricea temporară. 
 În capitolul 21 este prezentată aplicaţia PROImage, care include, printre altele, şi 
implementări ale multor filtre descrise în acest capitol. Pentru informaţii suplimentare se poate 
studia codul sursă din fişierul "fil.pas". 
 Aceeaşi aplicaţie include posibilitatea alterării unei imagini prin adăugarea de zgomot. 
Această operaţie este utilă în studiul comparativ al comportării diferitelor filtre de netezire în 
prezenţa zgomotelor. Utilizatorul poate specifica tipul şi amplitudinea zgomotului ce se adaugă 
imaginii. În aplicaţia PROImage sunt implementate generatoarele de zgomot gaussian, uniform şi 
aleator. Zgomotul aleator ("speckle noise") afectează brutal pixeli aflaţi în poziţii aleatoare în 
imagine. 
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 Sunt posibile şi alte optimizări de viteză, inclusiv implementări hardware de timp real, 
schema bloc a unui asemenea sistem fiind dată în figura următoare: 
 

Fig. 13. Implementarea în timp real a filtrelor spaţiale. 
 
 Registrele de deplasare au lungimea egală cu numărul de pixeli de pe o linie TV. Semnalul 
de ieşire se obţine decalat în timp faţă de cel de intrare. 
 O implementare simplificată în limbajul PASCAL a algoritmului de egalizare de 
histogramă este prezentată în continuare. 
 
procedure HistEqu(Levels:integer; mode:integer); 
var 
 i,j,k   : byte; 
 HAvg   : longint; 
 HInt   : longint; 
 Tmp   : integer; 
 Left   : array [0..255] of word; 
 Right   : array [0..255] of word; 
begin 
 (*iniţializează vectorii limită*) 
 for i:=0 to 255 do 
  Left[i]:=0; 
 for i:=0 to 255 do 
  Right[i]:=0; 
 (*calculează aria histogramei*) 
 HAvg:=0; 
 for i:=0 to 255 do 
  HAvg:=HAvg+Hist[i]; 
 (*bucla de calcul a vectorilor limită*) 
 j:=0; 
 HInt:=0; 
 for i:=0 to 255 do 
 begin 
  Left[i]:=j; 
  HInt:=HInt+Hist[i]*Levels; 
  while HInt>=HAvg do 
  begin 
   HInt:=HInt-HAvg; 
   Inc(j); 
  end; 
  Right[i]:=j; 
 end; 
 
 (*prima strategie de egalizare*) 
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 if mode=1 then 
 begin 
  Randomize; 
  for j:=0 to N-1 do 
   for i:= 0 to M-1 do 
    ImD^[j,i]:=(Left[ImS^[j,i]]+Right[ImS^[j,i]]) div 2; 
 end; 
 
 (*a doua strategie de egalizare*) 
 if mode=2 then 
 begin 
  Randomize; 
  for j:=0 to N-1 do 
   for i:= 0 to M-1 do 
    ImD^[j,i]:=Left[ImS^[j,i]] 
       +Random(Right[ImS^[j,i]]-Left[ImS^[j,i]]); 
 end; 
 
 (*a treia strategie de egalizare*) 
 if mode=2 then 
 begin 
  for j:=1 to N-2 do 
   for i:= 1 to M-2 do 
   begin 
    // calculează valoarea medie în vecinătate 
    Tmp:=0; 
    for n:=-1 to 1 do 
     for m:= -1 to 1 do 
      Tmp:=Tmp+Ims^[j+n,i+m]; 
    // calculează valoarea pixelului la ieşire 
    if Tmp < Left[ImS^[j,i]]*9 then 
     Tmp:=Left[ImS^[j,i]]*9; 
    if Tmp > Right[ImS^[j,i]]*9 then 
     Tmp:=Right[ImS^[j,i]]*9; 
    ImD^[j,i]:=Tmp; 
   end; 
 end; 
end; 
 

 Parametrul "Levels" este numărul de nivele de gri al imaginii de ieşire, iar "Mode" 
specifică strategia de egalizare dorită. Imaginile de intrare/ieşire, "ImS" şi "ImD" sunt matrici 
MxN având un octet/pixel. 
 Diferenţierea statistică realizează "controlului automat al luminozităţii", pe baza 
caracteristicilor statistice ale imaginii, la nivel local, pe vecinătăţi de dimensiuni reduse. 
Implementarea prezentată în continuare (limbajul PASCAL) foloseşte vecinătăţi 9x9. 
 
procedure Enhn(); 
var 
 i,j : shortint; 
 x,y,z : byte; 
 Med : real;   (*media vecinătăţii*) 
 Sum : real;   (*dispersia vecinătăţii*) 
 Dif : real;   (*valoarea calculată a ieşirii*) 
begin 
 (*bucla principala*) 
 for y:= 4 to N-5 do 
  for x:= 4 to M-5 do 
  begin 
   (*calcul medie aritmetică în vecinătate*) 
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   Med:=0.0; 
   for i:=-4 to 4 do 
    for j:=-4 to 4 do 
     Med:=Med+ImS^[y+j,x+i]; 
   Med:=Med/81.0; 
   (* calcul dispersie în vecinătate*) 
   Sum:=0; 
   for i:=-4 to 4 do 
    for j:=-4 to 4 do 
     Sum:=Sum+Sqr(ImS^[y+j,x+i]-Med); 
   Sum:=Sum/81.0; 
   (*calcul valoare pixel la ieşire*) 
   (*Md este media dorită a fiecărei vecinătăţi din imagine*) 
   (*Sd este dispersia dorită a fiecărei vecinătăţi din imagine*) 
   (*A este factorul de amplificare*) 
   (*r este factorul de ponderare, cu valori în gama [0,1] *) 
   Dif:=(ImS^[y,x]-Med)*(Sd/(Sum+Sd/A))+r*Md+(1-r)*Med; 
   (*corecţii*) 
   if Dif>255.0 then 
    Dif:=255.0; 
   if Dif<0.0 then 
    Dif:=0.0; 
   ImD^:=Dif; 
  end; 
end; 
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 3.3.2. Filtrul Abramatic-Silverman. 
3.4. Restaurarea imaginilor degradate cu varianţă la translaţie.  
3.5. Discuţii asupra modelului discret al restaurării. 
3.6. Modificări geometrice ale imaginilor. 
 3.6.1. Translaţia, scalarea şi rotaţia imaginilor. 
 3.6.2. Deformări geometrice polinomiale. 
 3.6.3. Proiecţia paralelă şi proiecţia perspectivă. 
 3.6.4. Modelul capturii unei imagini cu o camera de luat vederi. 
 3.6.5. Reeşantionarea geometrică a imaginilor. 
3.7. Compensarea distorsiunilor de nelinearitate şi a celor de spectru al luminii. 
 
 
 
 
 Restaurarea imaginilor are drept scop repararea imaginilor afectate de distorsiuni ale căror 
caracteristici se cunosc sau se deduc. 
 Pentru modelarea proceselor care duc la degradarea imaginii se utilizează următoarea 
schemă bloc generală (Jain[56]): 
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Fig. 1. Schema bloc de modelare a procesului de degradare a imaginilor. 
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 Semnalul iniţial (x,y)f  este mai întâi trecut printr-un filtru având răspunsul la impuls 
)y,x(x,y; ′′h , obţinându-se semnalul (x,y)w  (convoluţie în domeniul spaţial): 

  ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

′′′′′′= yxx)dy,x()y,x((x,y;(x,y) fhw       (1) 

 Funcţia nelineară )d( −  modelează nelinearităţile introduse de blocul de detecţie a 
imaginii, iar peste rezultat se suprapune un zgomot (x,y)η : 
  (x,y)[w(x,y)](x,y) ηdg +=         (2) 
 Acest zgomot conţine două componente: una dependentă de semnal prin intermediul 
nelinearităţii )( −s  care modelează blocul de înregistrare a imaginii (x,y)1η , şi alta independentă 
de semnal (aditivă), notată (x,y)2η . Deci: 
  (x,y)(x,y)(x,y))]([(x,y) 21 ηηwgsη +=       (3) 
 În concluzie, un model general al procesului de degradare a imaginii este: 

 (x,y)(x,y)(x,y))]([yxx)dy,x()y,x(x,y;(x,y) 21 ηηwgsfhdg ++







′′′′′′= ∫ ∫

∞

∞−

∞
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   (4) 

 Modelul descris suferă adesea numeroase simplificări, care facilitează analiza unor 
distorsiuni tipice care apar în practică. Cel mai adesea distorsiunile sunt invariante la translaţii 
(shift invariant), deci se foloseşte 

  )y,yx(x)0,0;y,yx(x)y,x(x,y;
∆

′−′−=′−′−=′′ hhh      (5) 
 De asemenea, adeseori se presupune 0)( =−r . 
 Trecând în domeniul frecvenţă, unde analiza este mai facilă, relaţia anterioară se scrie: 
  ),ω(ω),ω(ω),ω(ω),ω(ω yxyxyxyx NFHG +=      (6) 
 
3.1. Modele matematice ale imaginilor de restaurat. 
 În literatură sunt descrise câteva modele matematice care aproximează răspunsurile la 
impuls ale câtorva sisteme reale care afectează calitatea imaginii. 
 Cele mai des întâlnite distorsiuni sunt cele datorate fenomenului de difracţie în partea 
optică a sistemului de captură a imaginii. În cazul difracţiei pentru lumină coerentă, răspunsurile 
la impuls în domeniul spaţial şi respectiv frecvenţă ale modelului sunt: 
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Fig. 2. Modelarea distorsiunilor datorate difracţei optice (lumină coerentă). 

 
 Varianta pentru lumină incoerentă este descrisă de: 
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Fig. 3. Modelarea distorsiunilor datorate difracţei optice (lumină incoerentă). 

 
  Răspunsul în frecvenţă pentru modelarea imaginilor obţinute printr-un sistem optic 
puternic defocalizat are aproximativ următoarea formă: 

 
Fig. 4. Modelarea distorsiunilor datorate defocalizării puternice. 

 
 Un alt tip de distorsiune extrem de des întâlnit în practică este cazul imaginilor "mişcate", 
adică, pe durata achiziţiei imaginii are loc o deplasare relativă a detectorului optic faţă de scenă. 
Răspunsul la impuls în domeniul timp, respectiv frecvenţă sunt: 
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Fig. 5. Modelarea distorsiunilor de tip "imagine mişcată". 

 
 Pentru imaginile satelitare (sau luate de la mare altitudine) intervine un alt gen de 
distorsiune, datorat turbulenţei atmosferice, descris de: 
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Fig. 6. Modelarea distorsiunilor datorate turbulenţelor atmosferice. 

 
 La operaţia de scanare apare fenomenul de apertură descris de: 
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Fig. 7. Modelarea distorsiunilor fenomenului de apertură (scanare). 

 
 În cazul matricilor CCD (Charge Coupled Devices) apare un alt gen de distorsiune, datorat 
interacţiunii între celulele vecine ale ariei de captură. Ea este descrisă de: 
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 adică valoarea furnizată de fiecare celulă este o combinaţie liniară a valorilor ideale 
corespunzătoare unei vecinătăţi 3x3 din matricea de captură a CCD. 
 Pentru caracterizarea zgomotului, cel mai adesea se utilizează modelul gaussian de 
medie nulă, descris deci de densitatea de repartiţie: 

  )
σ2
z(

π2σ
1(z) 2

2−= expp         (13) 

 O primă excepţie citată în literatură este cazul unor tipuri de fotodetectoare lucrând la 
iluminări extrem de scăzute, pentru care este mai potrivită distribuţia Poisson (legea 
evenimentelor rare): 
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 Jain descrie în [56] şi un alt tip de zgomot ("speckle noise") care apare în cazul imaginilor 
microscopice cu detalii având dimensiuni de acelaşi ordin de mărime cu lungimea de undă a 
radiaţiei incidente. Este un zgomot multiplicativ, descris de o distribuţie exponenţială: 
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 Variantele discrete ale ecuaţiilor care descriu modelul de degradare a unei imagini sunt 
următoarele, foarte asemănătoare cu cazul continuu: 
  (m,n)[w(m,n)](m,n) ηdg +=  

  ∑ ∑
+∞

−∞=′

+∞

−∞=′

′′′′=
m n

)n,m()n,m(m,n;(m,n) fhw       (16) 

  (m,n)(m,n)(m,n))]([(m,n) 21 ηηwgsη +=  
 
3.2. Tehnici convolutive de restaurare a imaginilor. 
 Tehnicile de restaurare a imaginilor urmăresc construcţia unui filtru care, plecând de la 
imaginea distorsionată, să furnizeze la ieşire o imagine cât mai apropiată de cea ideală (Pratt[84]). 

  ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

′′′′′′= ydx)dy,x()y,x(x,y;(x,y) grf~       (17) 

sau în domeniul frecvenţă: 
  ),ω(ω),ω(ω),ω(ω yxyxyx GRF~ =        (18) 
 Ţinând cont de relaţia de definiţie a lui G rezultă: 
  )],ω(ω),ω(ω),ω(ω)[,ω(ω),ω(ω yxyxyxyxyx NFHRF~ +=    (19) 
 
 3.2.1. Metoda filtrului invers. 
 În absenţa zgomotului relaţia anterioară devine: 
  ),ω(ω),ω(ω),ω(ω),ω(ω yxyxyxyx FHRF~ =       (20) 

 Condiţia ca ),ω(ω yxF~  să fie cât mai apropiat de ),ω(ω yxF  se traduce prin: 
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 Filtrul invers furnizează cea mai simplă soluţie de restaurare a imaginilor afectate de 
distorsiuni, în schimb el prezintă o serie de dezavantaje. 
 Realizarea practică a filtrului invers este dificilă deoarece el este adesea instabil, şi anume 
în apropierea zerourilor lui ),ω(ω yxH , pentru care ),ω(ω yxR  tinde către infinit. În plus, dacă 
zgomotul este prezent, estimarea obţinută va fi slabă. 
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 Filtrul pseudoinvers încearcă să evite instabilitatea prezentă la filtrul invers. 
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 În practică condiţia 0),ω(ω yx =H  se înlocuieşte cel mai adesea cu o condiţie de tipul 

ε),ω(ω yx <H . Efectul zgomotelor asupra calităţii imaginii restaurate se reduce la acest tip de 
filtru faţă de precedentul. 
 
 
 
 
 3.2.2. Filtrul Wiener. 
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 Acest tip de filtru, larg utilizat în prelucrarea de semnale, foloseşte drept criteriu de 
construcţie condiţia de minimizare a erorii medii pătratice între semnalul de intrare şi cel de ieşire 
(restaurat), adică: 
  minf~fE =−= }(x,y)](x,y){[ε 22        (24) 
 Filtrul Wiener încorporează cunoştinţe statistice apriorice despre semnalul util şi zgomot. 
Pentru )y,x(f , )y,x(g  se face ipoteza că ele sunt procese aleatoare de medie nulă. 
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Fig. 8. Filtrul Wiener. 

 
 În ipoteza, nerestrictivă pentru început, a invarianţei la deplasări spaţiale, avem de 
minimizat: 

  mingrfE =′′′′′−′−−= ∫ ∫
+∞

∞−
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}]ydx)dy,x()y,yx(x(x,y){[ε 22    (25) 

 Această condiţie este îndeplinită când: 
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 valabilă pentru orice pereche de puncte )y,x(  şi )ŷ,x̂(  din planul imaginii (condiţia de 
ortogonalitate). 
 Rezultă condiţia (egalitatea): 

  ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

′′′′′−′−= ydx)}dy,x()y,x({)y,yx(x)}y,x((x,y){ ˆˆggErˆˆgfE    (27) 

 valabilă în aceleaşi condiţii. Dar deoarece: 
  )y,yx(x)}y,x((x,y){ fg ˆˆKˆˆgfE −−=        (28) 
  )yy,xx()}y,x()y,x({ gg ˆˆKˆˆggE −′−′=′′       (29) 
 putem exprima relaţia anterioară prin intermediul funcţiilor de corelaţie: 

  ∫ ∫
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∞−
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′′−′−′′−′−=−− ydx)dyy,xx()y,yx(x)y,yx(x ggfg ˆˆKrˆˆK    (30) 

 Trecând în domeniul transformatei Fourier, relaţia anterioară devine: 
  ),ω(ω),ω(ω),ω(ω yxggyxyxfg KRK =       (31) 
 cu ),ω(ω yxggK  spectrul de putere al funcţiei "g", de unde: 

  ),ω(ω),ω(ω),ω(ω yx
1-

ggyxfgyx KKR =       (32) 
 Dar deoarece: 
  ),ω(ω),ω(ω),ω(ω),ω(ω yxyxyxyx NFHG +=      (33) 
 Rezultă: 
  ),ω(ω),ω(ω),ω(ω yxyxyxfg ffKHK ∗=       (34) 
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 Ca urmare filtrul Wiener, în cazul prezenţei zgomotului aditiv, poate fi exprimat funcţie de 
răspunsul la impuls în domeniul frecvenţă şi spectrele de putere ale imaginii iniţiale şi, respectiv, 
zgomotului: 
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 Pentru cazul discret al filtrului Wiener vezi Capitolul 2, paragraful 2.1.3. 
 
  3.2.3. Metoda egalizării spectrului de putere. 
 Spectrul de putere al imaginii degradate este: 
  ),ω(ω)|,ω(ω|),ω(ω yxgg

2
yxyxff KRK ~~ =  sau dezvoltând ),ω(ω yxggK  avem: 
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 Forţând ca ),ω(ω),ω(ω yxffyxff KK ~~ =  rezultă expresia filtrului de restaurare: 
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 Acest tip de filtru are proprietăţi interesante pentru cazul când nu sunt disponibile 
informaţii apriorice privind caracteristicile statistice ale semnalului de intrare şi zgomotului. Are 
o comportare intermediară între filtrul invers şi filtrul Wiener. 
 
 3.2.4. Filtrul - medie geometrică. 
 Acest tip de filtru realizează un compromis între câştigul în rezoluţie şi senzitivitatea la 
zgomot. Filtrul invers are o rezoluţie foarte bună, dar sensibilitate mare la zgomote, pe când filtrul 
Wiener are imunitate ridicată la zgomot, dar introduce o pierdere a rezoluţiei (fiind, în esenţă, un 
filtru trece-jos). Stockham în [105] propune utilizarea următorului filtru: 

 
α1

yxηηyxff
2

yx

yxff

α

2
yx

yx
yx ),ω(ωγ),ω(ω)|,ω(ω|

),ω(ω
)|,ω(ω|
),ω(ω

),ω(ω
−∗













+










=

KKH
K

H
H

R   (39) 

 unde parametrii α şi γ se aleg funcţie de problema abordată. Pentru 5.0=α  şi 1=γ  se 
obţine filtrul anterior. 
 
 3.2.5. Estimarea parametrică a filtrului de restaurare. 
 Fie filtrul obţinut prin egalizarea spectrului de putere (Pratt[86]), care poate fi exprimat 
prin: 
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 Dacă nu se cunosc aprioric nici un fel de informaţii privind caracteristicile statistice ale 
semnalului de restaurat şi zgomotului, ele se pot estima din analiza imaginii observate. 
 Cannon în [28] propune divizarea imaginii iniţiale în blocuri pătratice cu dimensiunea 
suficient de mare în comparaţie cu dimensiunea spaţială a răspunsului la impuls (x,y)h . Pentru 
fiecare bloc "j" poate fi calculat spectrul de putere ),ω(ω yx

(j)
ggK . Spectrul de putere corespunzător 

întregii imagini se estimează prin medierea spectrelor de putere ale tuturor blocurilor. 
 Pentru estimarea lui s-ar putea folosi, dacă este disponibilă, o imagine nedegradată, 
folosind o procedură identică cu cea descrisă anterior. 
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 O altă posibilitate ar fi construcţia unei imagini de test care să permită determinarea lui 
),ω(ω yxH  prin analiza semnăturii lui. Estimând printr-o tehnică convenabilă spectrul de putere al 

zgomotului, ),ω(ω yxηηK , se poate deduce valoarea estimată a spectrului de putere al imaginii 
iniţiale prin: 
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 3.2.6. Concluzii. 
 Toate metodele prezentate până acum se referă la restaurarea imaginilor degradate cu 
funcţii distorsiune invariante la translaţie, prin metode convolutive. Deşi foarte utile într-o 
multitudine de aplicaţii, ele eşuează în unele situaţii. 
 Mai puţin filtrul invers, toate celelalte sunt în esenţă filtre trece-jos, atenuând frecvenţele 
înalte, ceea ce duce la o pierdere a rezoluţiei, care se manifestă vizual prin atenuarea muchiilor 
din imagine. De aici ideea de a adapta filtrul de restaurare la caracteristicile locale ale imaginii 
(muchie, regiune uniformă). 
 
3.3. Tehnici adaptive de restaurare a imaginilor. 
 3.3.1. Filtrul Anderson-Netravali. 
 Cei doi autori studiază în [04] cazul unei imagini discrete degradate doar prin prezenţa 
unui zgomot aditiv şi propun construirea unei "funcţii de mascare": 

  [ ]∑∑
′ ′

′−+′−− ′′+′′=
m n

(V)(H))n(n)m(m )|n,m(|)|n,m(|c(m,n)
22

ddM     (42) 

 unde (m,n)(m,n), (V)(H) dd  sunt gradienţii imaginii în punctul de coordonate (m,n), în 
direcţie orizontală şi respectiv verticală. În continuare este folosită o "funcţie de vizibilitate" 

(M)ϕ , construită pe baza unor măsurători psiho-fiziologice, astfel încât: 
 1)0( =ϕ , adică vizibilitate totală în absenţa muchiilor, şi 
 0)( =∞+ϕ , adică prezenţa muchiei "ascunde" zgomotul. 
 Experimentele au arătat o relativă independenţă a rezultatelor de funcţia de vizibilitate, 
deşi au fost construite experimente pshiho-fizice precise pentru măsurarea funcţiei de vizibilitate 
pentru diferite categorii de imagini. 
 
 3.3.2. Filtrul Abramatic-Silverman. 
 Abramatic şi Silverman în [02] au extins studiul filtrului precedent, făcând practic legătura 
cu tehnicile convolutive descrise anterior. Situaţia studiată de ei pentru început se referă tot la 
cazul discret al unei imagini distorsionate doar de zgomot: 
  (m,n)(m,n)(m,n) ηvg +=         (43) 
 unde v(x,y) este o imagine cu zgomot, dar care, pentru un observator uman, arată identic 
cu cea ideală, iar (x,y)η′  este zgomotul rezidual ce trebuie eliminat. 
 Zgomotul rezidual, evident, depinde de caracteristicile locale ale imaginii, adică: 
  n)](m,n),ηm,n[γ(m,n) vm,n fη =′        (44) 
 unde indicele "v" semnifică o vecinătate a funcţiei "" f  în jurul punctului )y,x( , deci 
zgomotul rezidual depinde de valorile lui "" f  din această vecinătate. 
 Imaginea restaurată se obţine prin: 
  ∑∑ −−=

i j
m,n j)i,n(m(i,j)(m,n) grf~        (45) 
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 unde filtrul de reconstrucţie (i,j)nm ,r  se construieşte din condiţia minimizării erorii: 

   ),(),(ε 2
ηm,nm,nffm,nm,n σrNKrS +=′       (46) 

 Această eroare conţine deci două componente corespunzătoare transformării Wiener 
discrete clasice, una "de rezoluţie": 
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ff ]})n,m()n,m()[n,nm(m(m,n)](m,n){[)(r,K hδKhδS  (47) 

 şi una datorată zgomotului: 
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 unde  ),( nmδ  este funcţia delta-Kronecker bidimensională. 
 Autorii propun introducerea proprietăţii de adaptare prin intermediul lui N, adică: 
  ∑∑=

i j
m,n

2
ηm,n (i,j)(m,n)]σ[ rMN ϕ        (49) 

 unde ϕϕϕϕ este funcţia de vizibilitate definită anterior. Rezultă filtrul de restaurare în 
domeniul frecvenţă: 
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 A doua soluţie propusă este adaptarea prin intermediul lui λ:  
  (m,n)(m,n)][m,n ηMλ ϕ=         (51) 
 caz în care se obţine: 
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 Abramatic şi Silverman extind apoi studiul lor la cazul imaginilor alterate nu numai prin 
zgomot, ci şi printr-o convoluţie cu funcţia de degradare (m,n)h . Filtrele corespunzătoare 
obţinute în acest caz sunt: 

  2
nyxff

2
yx

yxffyx
yxm,n (m,n)]σ[),ω(ω)|,ω(ω|

),ω(ω),ω(ω
),ω(ω

MKH
KH

R
ϕ+

=
∗

    (53) 

 şi respectiv: 
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3.4. Restaurarea unor imagini degradate cu varianţă la translaţie.  
 O primă clasă de alterări ale imaginii (Wallis[110]) la care funcţia punctuală de degradare 
este variantă la translaţie poate fi descompusă în trei operaţii distincte: 
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Fig. 9. Modelul degradărilor cu varianţă la translaţie. 
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 Primul şi ultimul pas constau în distorsiuni geometrice, în timp ce în pasul al doilea 
imaginea suferă o degradare invariantă la translaţie. 
 Ecuaţia care descrie obţinerea imaginii discrete degradate: 

  (m,n))n,m()n,m(m,n;(m,n)
M

0m

N

0n
ηfhdg +







 ′′′′= ∑∑
=′ =′

     (55) 

 poate fi scrisă sub formă matriceală dacă imaginea iniţială, cea degradată şi cea 
corespunzătoare zgomotului se exprimă prin vectori de lungime MxN : 
  [ ] [ ][ ]{ } [ ]nfHdg +=          (56) 
 Pentru cazul în care nelinearitarea "d" se poate neglija, rezultă un sistem liniar de ecuaţii 
având MxN  necunoscute, de obicei mult prea mare pentru a fi rezolvat prin metodele clasice: 
  [ ] [ ][ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( )ngHfnfHg −=⇔+= −1       (57) 
 De aceea, de obicei, soluţia acestei probleme este una aproximativă, obţinută prin metode 
similare cu cazul invarianţei la translaţie. 
 Corespunzător filtrului invers, se utilizează criteriul: 
  [ ] [ ][ ] minfHgf~E =−= 2}{         (58) 
 ceea ce duce la inversa generalizată: 
  [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]gHHHf~ t1t )( ∗−∗=         (59) 
 Dacă, corespunzător filtrului Wiener funcţia de minimizat se alege: 
  [ ]{ } [ ] [ ] [ ][ ] 222121

ff fHgfKKf~E // −+= −
ηη       (60) 

 unde ffK  şi ηηK  sunt matricile de covarianţă ale imaginii ideale şi zgomotului, se obţine 
drept ecuaţie de restaurare: 
  [ ] [ ] [ ]( ) [ ] [ ]gHKKHHf~ t11

ff
t ∗−−∗ += ηη        (61) 

 
3.5. Discuţii asupra modelului discret al restaurării. 
 Pentru studiul cazului discret, pentru simplitate, se consideră (Gonzales[42]) mai întâi 
funcţia (x,y)f  unidimensională, eşantionată uniform, astfel încât să se obţină A eşantioane. 
Modelul matematic al degradării ei presupune o convoluţie cu (x)h , de asemenea o funcţie 
discretă, dar având B valori. Evitarea depăşirii acestor domenii prin operaţia de convoluţie se face 
definind extensiile lor: 
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 periodice de perioadă M. Atunci operaţia de convoluţie pentru cazul discret 
unidimensional se scrie: 
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 Sau matriceal: 
  Hfg =           (65) 
 adică: 
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 Matricea H având forma de mai sus se numeşte matrice circulantă. Notând: 
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 se poate demonstra relaţia: 
  )k()k()k( wλHw =          (68) 
 care exprimă faptul că (k)w  sunt vectorii proprii ai matricii H, iar )k(λ  sunt valorile ei 
proprii. Construind matricea: 
  [ ])1(M...)2()1()0( −= wwwwW       (69) 
 având elementele: 
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 se poate arăta că inversa ei are elementele date de: 
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 Atunci matricea degradării punctuale se poate exprima prin: 
  1−=WDWH           (72) 
 cu D matrice diagonală, având: 
  λ(k)D(k,k) =           (73) 
 şi care se poate calcula prin: 
  HWWD 1−=           (74) 
 Pentru cazul bidimensional extensiile funcţiei discrete (x,y)f  care descrie imaginea şi 
respectiv (x,y)h  care descrie degradarea punctuală sunt: 
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 Operaţia de degradare a imaginii este modelată atunci de: 

  (x,y)n)m,y(x(m,n)(x,y) e
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 Relaţia anterioară poate fi scrisă matriceal: 
  n+Hfg =           (78) 
 unde: 
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 fiecare element al ei fiind o matrice circulantă de forma: 
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 Matricea H este o matrice bloc-circulantă. Notând: 
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 se poate defini matricea de matrici: 
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 unde: 
  NM (i,m)w(i,m) WW = ,  cu (k,n)w(k,n) NN =W     (83) 
 În continuare se poate demonstra că inversa matricii W se scrie sub forma: 
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 unde: 
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 cu: 
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 Evident avem: 
  MN

1 IWWWW 1 == −−         (88) 
 Ca urmare, se poate arăta că matricea degradării care afectează imaginea digitală este: 
  1−= WDWH           (89) 
 cu D matrice diagonală, ale cărei elemente sunt valorile proprii ale matricii H. Rezultă: 



  3. Restaurarea imaginilor. 

 37

  HWWD 1−=           (90) 
 În ipoteza absenţei zgomotului, degradarea care afectează imaginea este descrisă de: 
  fWDWg 1−=           (91) 
 de unde: 
  fDWgW 11 −− =          (92) 
 Se remarcă faptul că fW 1−  este tocmai transformata Fourier discretă a intrării, iar gW 1−  
este transformata Fourier a semnalului imagine degradat, adică: 
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 Notând transformata Fourier discretă bidimensională a zgomotului cu: 
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 iar 
  fWF 1−=  şi gWG 1−=        (96) 
 rezultă: 
  NDFG +=           (97) 
 Importanţa expresiei de mai sus rezidă în faptul că studiul degradărilor de "întindere" mare 
(descrise deci de sisteme de ecuaţii de dimensiuni mari) se poate reduce la calculul câtorva 
transformări Fourier discrete, pentru care algoritmul FFT furnizează o drastică reducere a 
volumului de calcul. 
 
3.6. Modificări geometrice ale imaginilor. 
 Printre cele mai des întâlnite operaţii din imagistica computerizată se numără 
transformările geometrice. 
 
 3.6.1. Translaţia, scalarea şi rotaţia imaginilor. 
 Operaţia de translaţie înseamnă adăugarea unui offset constant la coordonatele fiecărui 
pixel din zona de interes. Ea poate fi exprimată fie sub forma unui sistem de ecuaţii, fie (cel mai 
adesea) sub formă matriceală: 
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 unde: - nm y,x  sunt coordonatele punctului care se translează; 
  - yx t,t  sunt offset-urile care definesc translaţia; 
  - nm y~,x~  sunt noile coordonate ale pixelului )n,m( . 
 Dacă toate aceste valori sunt întregi, operaţia este reversibilă. Pentru yx t,t  neîntregi este 
necesară interpolarea lui )y,x(f  pentru a obţine imaginea translată. 
 Scalarea se realizează modificând coordonatele pixelilor după regula: 
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 unde yx s,s  sunt constantele de scalare. Dacă avem 1s,s yx > , se obţine o mărire a 
imaginii, în caz contrar ea se micşorează. În ambele cazuri este necesară operaţia de interpolare. 



3. Restaurarea imaginilor.  

 38

 Rotaţia este descrisă de: 
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 unde θ este unghiul cu care se face rotaţia în jurul originii, în sens trigonometric şi în 
raport cu axa Ox. 
 Operaţiile descrise până acum se pot sintetiza într-o singură relaţie matriceală, când este 
cunoscută ordinea de aplicare a acestor transformări. Pentru cazul unei translaţii urmată de o 
rotaţie, avem următoarea relaţie liniară: 
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 care traduce practic rotaţia imaginii în jurul unui "pivot" dat de operaţia de translaţie. 
 Trecând în spaţiul extins al coordonatelor, rotaţia în jurul "pivotului" ),y(x pp  este: 
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 şi analog translaţia şi scalarea: 
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 De remarcat că, în anumite condiţii, operaţia de rotaţie a unei imagini poate fi aproximată 
cu o transformare separabilă, astfel: 
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 În primul pas al transformării se face calculul lui mx~ , rezultând o imagine independentă de 

mx , după care rotaţia se completează cu a doua formulă. Pentru unghiuri apropiate de π/2, 
operaţia nu este recomandabilă deoarece se produce o scădere considerabilă a rezoluţiei.  
 Transformarea este utilă, de exemplu, la "îndreptarea" paginilor scanate puţin înclinate 
(rotite cu câteva grade), ştiut fiind faptul că, cel mai adesea, trăsăturile care se extrag din 
imaginile textelor tipărite nu sunt invariante la rotaţie. 
 
 3.6.2. Deformări geometrice polinomiale. 
 Deformările geometrice ale imaginilor se utilizează fie pentru obţinerea unor efecte 
speciale, fie pentru compensarea unor distorsiuni geometrice cunoscute. Ele pot fi descrise 
generic de: 
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 Foarte des utilizate sunt deformările geometrice polinomiale de ordinul doi, descrise de 
următoarele relaţii: 
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 care pot fi exprimate şi matriceal prin: 
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 Constantele 543210 a,a,a,a,a,a  şi respectiv 543210 b,b,b,b,b,b  se determină cunoscând 
coordonatele în imaginea transformată ale unui set de M pixeli. 
 Notând: 
  [ ]M21 xxx ...x =  [ ]M21 yyy ...y =     (108) 
  [ ]54321 aaaaa=a  [ ]54321 bbbbb=b  
 
 eroarea medie pătratică dintre imaginile transformate reală şi ideală este: 
  )()()()(ε tt2 AbyAbyAaxAax −−+−−=       (109) 
 unde : 
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 Se demonstrează că eroarea este minimă dacă: 
  xAAAa t1t )( −=  yAAAb t1t )( −=       (111) 
 unde se remarcă utilizarea inversei generalizate a matricii A: 
  t1t )( AAAA −∗ =          (112) 
 Câteva exemple de imagini distorsionate geometric sunt date în continuare: 
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 3.6.3. Proiecţia paralelă şi proiecţia perspectivă. 
 Pentru proiecţia paralelă caracteristic este faptul că toate razele de proiecţie sunt paralele 
între ele. 
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Fig. 10. Principiul proiecţiei paralele. 

 Din studiul schemei precedente se remarcă faptul că proiecţia paralelă se poate reduce la o 
simplă schimbare de coordonate şi anume o rotaţie în jurul axei Oz cu un unghi ϕ, urmată de o 
rotaţie cu unghiul θ în jurul noii axe Oy'. 
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Exemple de proiecţii paralele. 
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 În figurile anterioare sunt prezentate proiecţiile paralele pentru câteva suprafeţe: sferă, tor 
şi banda Moebius. 
 Trecând la coordonate ecran avem: 
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 Proiecţia perspectivă este mult mai apropiată de cazul real al observării realităţii prin 
intermediul unui sistem optic tipic. Geometria ei este descrisă în următoarea schemă, în care 

)z,y,x(  sunt coordonatele punctului curent din spaţiu, )y,x( pp  sunt coordonatele proiecţiei lui 
în planul imaginii, iar f este distanţa focală a sistemului de lentile: 
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p p
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Fig. 11. Principiul proiecţiei perspective. 
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 Se pot scrie imediat relaţiile: 
zf

fxx p −
=  şi 

zf
fyy p −

=     (116) 

 Trecând la coordonate omogene Roberts în [91] deduce următoarea formulă de proiecţie 
perspectivă: 
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 din care evident, interesează în marea majoritate a cazurilor doar )y,x( pp . 
 
 3.6.4. Modelul capturii unei imagini cu o camera de luat vederi. 
 Modelul geometric clasic al utilizării unei camere de luat vederi (Fu[41]) poate fi discutat 
utilizând figura următoare: 
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Fig. 12. Modelul geometric al camerei de luat vederi. 

 
 unde ),z,y(x ccc  sunt coordonatele centrului articulaţiei cardanice pe care se sprijină 
camera de luat vederi. Faţă de aceste coordonate, centrul imaginii plane (planul de proiecţie) se 
obţine adăugând offset-ul ),z,y(x 000 , printr-o operaţie de translaţie. Faţă de ),z,y(x ccc , planul de 
proiecţie poate fi rotit, datorită articulaţiei cardanice, cu unghiul ϕ în plan orizontal (raportat la 
axa 0x) şi cu unghiul θ  în plan vertical. Adăugând la toate acestea proiecţia perspectivă a 
obiectelor vizualizate prin cameră, se obţin relaţiile: 
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 3.6.5. Reeşantionarea geometrică a imaginilor. 
 După cum s-a menţionat la discuţiile asupra operaţiei de scalare, în cazul discret, de cele 
mai multe ori este necesară o interpolare pentru reconstrucţia imaginii scalate, ceea ce este 
echivalentă cu reeşantionarea imaginii continue iniţiale, pentru a obţine noua imagine scalată. 
Acest proces de reeşantionare înseamnă atribuirea unor noi valori pixelilor din noua grilă de 
eşantionare, funcţie de valorile pixelilor corespunzători din vechea grilă: 
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f(x,y) f(x+1,y)

f(x,y+1) f(x+1,y+1)

f(x,y)
~ ~

a

b

 
Fig. 13. Reeşantionarea geometrică a imaginilor. 

 
 Cea mai simplă soluţie este folosirea unui interpolator bilinear, descris de următoarea 
relaţie: 

]1,q1(pb ,y)1(xb)1a[()]1(p,qb (x,y)b)1a)[(1()y,x( ++++−+++−−= ffff~~f   (120) 
 Ea poate fi generalizată folosind o funcţie de interpolare )x(R  şi pixelii dintr-o vecinătate 
(de obicei maximum 4x4) a imaginii iniţiale. 
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 Pentru mărirea imaginilor cu un factor întreg există algoritmi care se bazează pe utilizarea 
operaţiei de convoluţie. Imaginea iniţială este adusă mai întâi la dimensiunea ZMxZN , unde Z 
este factorul întreg de mărire, astfel încât: 
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 după care este supusă unei convoluţii cu o mască convenabil aleasă. Pentru 2Z =  se 
poate folosi una din măştile: 
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 Pentru cazul reeşantionării unei imagini cu un factor raţional Q/PZ = , o transformare 
originală poate fi folosită (Bulea[21],[23]). Eficienţa ei constă în faptul că pentru efectuarea ei 
sunt necesare doar operaţii cu numere întregi. Cu cât numerele P şi Q sunt mai mici, cu atât viteza 
de operare este mai mare. În continuare sunt prezentate exemple de utilizare a acestui algoritm, 
pentru cazul unei imagini 10x14 care se doreşte adusă la dimensiunile 4x5. Deci 4/10Z(x) = , iar 

5/14Z(y) = . Modul de funcţionare al algoritmului rezultă din figurile următoare: 
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Fig. 14. Reeşantionarea geometrică cu factor raţional. 

 

 Deci se realizează transformarea: ==>  
 
3.7. Compensarea distorsiunilor de nelinearitate şi a celor de spectru al luminii. 
 Studiul modelului general al degradării imaginii a dus la concluzia prezenţei unor 
nelinearităţi care nu au fost luate în consideraţie până acum. Modelul general al procesului de 
degradare a imaginii fiind: 

 (x,y)(x,y)(x,y))]([yxx)dy,x()y,x(x,y;(x,y) 21 ηηwgsfhdg ++







′′′′′′= ∫ ∫

∞

∞−

∞

∞−

  (124) 

 s-au făcut observaţiile că funcţia nelineară )(d −  modelează nelinearităţile introduse de 
blocul de detecţie a imaginii, iar zgomotul conţine două componente dintre care una dependentă 
de semnal prin intermediul nelinearităţii )(s − , care modelează blocul de înregistrare a imaginii. 
 Condiţia esenţială pe care trebuie să o îndeplinească nelinearităţile menţionate pentru a 
putea fi compensate este ca ele să fie descrise de funcţii bijective pe domeniul de definiţie, caz în 
care se poate defini inversa acestor funcţii. Astfel dacă: 
  (x,y)][(x,y) fdg =          (125) 
 şi funcţia )( −d  este bijectivă, există inversa ei )(1 −−d  şi avem: 
  (x,y)][(x,y) 1 gdf −=         (126) 
 În practică, adesea mai trebuie adusă o corecţie de scară, după cum rezultă din figurile 
următoare: 
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Fig. 15. Compensarea distorsiunilor de nelinearitate. 
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 Pentru determinarea alurii acestor nelinearităţi se utilizează imagini de test construite 
special, astfel încât, prin măsurători, să se poată deduce dependenţa intrare-ieşire dorită. 
 Implementarea practică a dispozitivului de corecţie se poate face analogic (mai rar), caz în 
care este necesară proiectarea unui circuit nelinear cu răspunsul dat de inversa nelinearităţii care 
afectează imaginea. Implementarea digitală a circuitului de corecţie se traduce printr-un dispozitiv 
de tip memorie LUT (Look Up Table) care să translateze codurile care i se aplică la intrare. 
 

LUT(Look Up Table)
Tabelă corecţie
nelinearitate

g(x,y) f(x,y)

Încărcare
tabelă

 
Fig. 15. Memoria LUT (Look Up Table). 

 
 Un alt tip de corecţii se referă la corecţiile nelinearităţilor datorate răspunsului specific al 
senzorilor de imagine la spectrul luminii incidente (O’Handley[78]), respectiv al dispozitivelor de 
afişare. 
 Astfel, pentru cazul senzorilor, luminanţa curentă furnizată de aceştia este descrisă de: 
  ∫=

λ

)d()( λλλ SCL          (128) 

 unde: λ este lungimea de undă a radiaţiei luminoase incidente, 
  )(λC  este energia spectrală a luminii incidente, iar 
  )(λS  este răspunsul spectral al senzorului. 
 Dacă răspunsul dorit este: 
  ∫=

λ

)d()( λλλ S~CL~          (129) 

 în ipoteza minimizării erorii medii pătratice date de: 
  ∫ −=

λ

2d)]()([ λλλ L~Le         (130) 

 se va căuta o dependenţă de forma: 
  )( LfL~ =           (131) 
 Cel mai adesea, pentru simplitate, se caută parametrii unei dependenţe liniare: 
  b)(a)( += λλ SL~          (132) 
 Compensarea distorsiunilor de spectru se rezolvă la fel şi pentru cazul afişării imaginii. În 
cazul imaginilor color problema se complică, fiind necesare corecţii pentru fiecare componentă de 
culoare în parte. 
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4. Detecţia muchiilor, liniilor şi spoturilor. 
 
 
 
 

4.1. Metode spaţiale de detecţie a muchiilor. 
 4.1.1. Metode bazate pe operatori de diferenţiere de ordinul unu. 
 4.1.2. Metode bazate pe operatori de diferenţiere de ordinul doi. 
4.2. Metode regionale de detecţie a muchiilor. 
4.3. Metode statistice de detecţie a muchiilor. 
 4.3.1. Clasificarea statistică a pixelilor. 
 4.3.2. Metode regionale de clasificare a pixelilor. 
 4.3.3. Tehnici relaxaţionale. 
4.4. Detecţia muchiilor tridimensionale. 
4.5. Alte metode de detecţie a muchiilor. 
4.6. Algoritmi de extragere a contururilor. 
 4.6.1. Algoritmi de urmărire de contur. 
 4.6.2. Înlănţuirea elementelor de contur. 
 4.6.3. Reprezentarea contururilor. 
4.7. Detecţia liniilor şi a spoturilor. 
4.8. Detalii de implementare. 
 
 
 
 
4.1. Metode spaţiale de detecţie a muchiilor. 
 Principiul detecţiei de muchii rezultă destul de clar studiind cazul unidimensional 
prezentat în figura următoare. Principial, detecţia unei muchii se traduce prin localizarea 
variaţiilor bruşte în semnalul de intrare. 

t

t

∆∆∆∆

F(t)

| F(t)|

 
Fig. 1. Principiul detecţiei de muchii. 

 
 4.1.1. Metode bazate pe operatori de diferenţiere de ordinul unu. 
 În cazul imaginilor continue, după cum s-a arătat deja la accentuarea de muchii, toată 
informaţia privind variaţiile locale de luminozitate este concentrată în vectorul gradient: 
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∂ fff +=        (1) 

 Operatorul de detecţie de muchii trebuie să fie izotrop, pentru a răspunde similar în 
prezenţa muchiilor având orientări diferite. Se poate demonstra uşor că modulul gradientului este 
izotrop.  
 Pentru cazul discret se folosesc aproximaţiile următoare : 
  (x,y),y)1(x(x,y)∆x fff −+=  
  (x,y))1(x,y(x,y)∆y fff −+=        (2) 
 sau uneori se apelează la forme simetrice ale diferenţelor finite: 
  ,y)1(x,y)1(x(x,y)∆x −−+= fff  
  )1(x,y)1(x,y(x,y)∆y −−+= fff        (3) 
 Deci se poate folosi drept detector de muchii modulul gradientului discret: 
  2

y
2

x1 (x,y)][∆(x,y)][∆ ffG +=        (4) 
 Se pot utiliza cu succes aproximări ale gradientului discret care nu mai sunt izotrope, în 
schimb se calculează mult mai repede: 
  (x,y)||∆(x,y)||∆ yx2 ffG +=         (5) 
  (x,y)|)|∆(x,y)|(|∆ yx3 ffmaxG +=        (6) 
  }1,0,1{n)|), m,nm,y(x(x,y)(|4 −∈++−= ffmaxG     (7) 
  ,y)|)1(x)1(x,y)|,|1,y1(x(x,y)(|5 +−+++−= ffffmaxG    (8) 
 care este denumit gradientul Roberts, şi care poate fi exprimat prin intermediul 
convoluţiilor cu măştile: 

  







−

=
10

01
R1   







 −
=

01
10

R2        (9) 

 Modul de operare în cazul măştilor este cel cunoscut: se calculează cele două rezultate ale 
operaţiilor cu măştile de mai sus, se află modulul lor şi se reţine valoarea maximă. 
 Alţi gradienţi definiţi prin măşti 3x3 sunt Prewitt, Sobel şi Frei-Chen, daţi prin măştile 
corespunzătoare muchiilor verticale descrescătoare de la stânga la dreapta: 
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  Frei şi Chen în [40] propun descompunerea vecinătăţii 3x3 care conţine pixelul curent, 
folosind următoarea bază ortogonală: 
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 Descompunerea care rezultă este de forma: 

  ∑
=

=
8

0k
kkk H/Hf)Xf(         (12) 

 unde: X - vecinătatea 3x3 curentă; 
  ∑∑==

i j
kjikk yx H),f(H),Xf(f       (13) 

  kkk HHH ,=          (14) 
 Se remarcă din structura bazei faptul că, practic, informaţii privind muchiile sunt conţinute 
doar în coeficienţii unu şi doi ai dezvoltării, deci în: 
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kE f           (15) 

 Normalizarea valorii obţinute se face cu valoarea: 
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 ceea ce are ca efect minimizarea efectelor zgomotelor. Se obţine o evaluare a "tăriei" 
muchiei calculând: 
  SE /cos =θ          (17) 
 Stabilind pragul T, regula de decizie este în acest caz: 
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        (18) 

 În aceeaşi clasă de operatori spaţiali pentru detecţie de muchii intră aşa-numitele şabloane 
(prototipuri) pentru detecţia de muchii. Ele se bazează pe calculul modulului gradientului discret 
într-un număr mare de direcţii, cu reţinerea valorii maxime: 
  (x,y)|],|(x,y)|,...(x,y)|,|[|(x,y) K21 GGGmaxG =      (19) 
 Astfel se construieşte un alt set de detectori de muchii, dintre care mai cunoscuţi sunt 
Kirsh şi Compass, daţi prin măştile de referinţă următoare: 
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 Restul măştilor se obţin prin rotirea elementelor măştii date în jurul elementului central. 
Rezultă astfel un număr de până la 8 măşti direcţionale, fiecare responsabilă de muchiile având o 
anume direcţie. Se pot defini analog măşti de detecţie muchii având dimensiuni mai mari: 5x5, 
7x7, 9x9. 
 Tot măşti de dimensiuni mai mari se pot construi astfel încât ele să includă practic, într-o 
singură mască (mască compusă), o operaţie de netezire a imaginii urmată de o detecţie de 
muchii. Astfel, masca echivalentă unei neteziri cu masca M5 , urmată de un operator Prewitt 
pentru muchii verticale rezultă: 
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 Evident, pot fi utilizate o multitudine de combinaţii de asemenea operatori pentru netezire 
şi extragere de muchii. 
 Argyle [05] şi Macleod [67] au propus utilizarea unor vecinătăţi mari cu măşti de netezire 
construite după o lege gaussiană bidimensională, compuse cu operatori de detecţie de muchii de 
aceeaşi dimensiune. 
 DroG (Derivative of Gaussian) este denumirea unui alt operator compus, definit de 
răspunsul la impuls: 
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 unde: 
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 Muchiile se extrag cu: 
  (x,y)(x,y)(x,y) 0hff~ ∗=         (24) 
 Canny [29] este cel care a dezvoltat o procedură sistematică de evaluare a performanţelor 
unui detector de muchii, luând în considerare pentru aceasta trei elemente: detecţia propriu-zisă a 
muchiei, precizia localizării ei şi unicitatea răspunsului (pentru a evita cazurile de dublare a 
muchiilor detectate). 
 
 4.1.2. Metode bazate pe operatori de diferenţiere de ordinul doi. 
 O altă categorie de metode are la bază folosirea operatorilor discreţi de diferenţiere, de 
ordinul doi, care aproximează Laplacianul: 
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 Aproximările discrete ale Laplacianului se traduc prin operaţii cu una din măştile: 
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 Trecerile prin zero ale operatorilor de diferenţiere de ordinul doi pot fi utilizate pentru 
detecţia muchiilor: 
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Fig. 2. Operatori de diferenţiere de ordinul doi. 
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 Marr şi Hildrith în [68] au propus utilizarea operatorului LoG (Laplacian of Gaussian) 
pentru estimarea Laplacianului discret, după o procedură similară operatorului DroG, adică: 
  (x,y)}(x,y){(x,y) 1hff~ ∗−∇=        (27) 
  )(y,)(x,(x,y)1 σσ ggh =         (28) 
 Din proprietăţile produsului de convoluţie obţinem: 
  (x,y)(x,y))}(y,σ)(x,σ{(x,y)*(x,y) Lyx hfggff~ ∗=∇=     (29) 
 Se obţine în final răspunsul la impuls al filtrului de estimare a Laplacianului: 
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 a cărui reprezentare grafică se numeşte "pălăria mexicană": 
 

 
Fig. 3. Răspunsul la impuls al filtrului de estimare a Laplacianului. 

 
 Detecţia trecerilor prin zero ale Laplacianului se poate face folosind metoda sistematică 
dezvoltată de Huertas şi Medioni în [53]. Ei furnizează un catalog al situaţiilor care constituie 
"treceri prin zero" ale Laplacianului estimat anterior: 
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Fig. 4. Detecţia trecerilor prin zero ale Laplacianului. 
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 unde pixelii notaţi "+" semnifică valoare ≥ 0 pentru pixel, iar cei marcaţi cu "-" înseamnă 
valoare ≤ 0. Algoritmul furnizează şi informaţii privind direcţia muchiilor detectate şi poate fi 
implementat eficient folosind operatori morfologici. 
 O altă soluţie (Robinson[92]) constă în estimarea iniţială a direcţiei muchiei, urmată de 
calculul derivatei unidimensionale de ordinul doi în lungul muchiei. Această derivată are 
expresia: 

  θ
y
(x,y)θθ

yx
(x,y)θ

x
(x,y)(x,y) 2
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22
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sinfcossinfcosff
∂
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∂
∂

∂ ++=′′   (31) 

 unde θ este unghiul între direcţia muchiei şi abscisă. Haralick în [44] utilizează pentru 
determinarea lui θ şi a derivatei de ordinul doi în această direcţie o metodă care are la bază 
aproximarea lui (x,y)f  cu un polinom cuadratic. 
 
4.2. Metode regionale de detecţie a muchiilor. 
 O muchie ideală poate fi asimilată cu cea din figura următoare, urmând ca mai apoi să se 
parcurgă imaginea cu o fereastră circulară de rază R, încercând să se determine parametrii 
muchiei din condiţia de "potrivire" optimă a imaginii şi modelului. 
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 Modelul anterior se poate generaliza şi pentru detecţia liniilor din imagine, folosind: 
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 Modelul este caracterizat de nivelele de gri "b" şi "b+h", de o parte şi de alta a muchiei, 
orientarea muchiei fiind dată de unghiul "θ" şi distanţa "ρ" faţă de centrul ferestrei circulare. 
"Potrivirea" se traduce prin minimizarea erorii medii pătratice: 
  ∫∫

∈

−=
Cx,y

22 dx dy)],(x,y,b,h,(x,y)[e θρsf       (34) 

sau pentru cazul discret: 
  ∑

∈

−=
Cx,y

22 dydx)],(x,y,b,h,(x,y)[e  θρsf       (35) 

din minimizarea căreia ar urma să se deducă elementele necunoscute θρ ,,h,b . 
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 Hueckel în [52] propune descompunerea lui (x,y)f  şi respectiv ),(x,y,b,h, θρs  într-o serie 
folosind drept bază funcţiile ortogonale din setul următor: 
 

 
 

+

H0 H1 H2 H3 H4 H5 H6 H7

+
+

+
+

+ +
+

+
++

++
- -

--

- -
-

-
- -

-

H8

+

-

 
Fig. 5. Setul de funcţii ortogonale Hueckel. 

 
 Coeficienţii acestei descompuneri sunt: 
  y(x,y) dx d(x,y) F i

Cx,y
i Hf∫∫

∈

=        (36) 

  ∫∫
∈

=
Cx,y

ii y(x,y) dx d(x,y) S Hs         (37) 

şi ca urmare minimizarea erorii medii pătratice este echivalentă cu minimizarea lui: 
  2

i
ii

2 )S(FE ∑ −=          (38) 

 
 
4.3. Metode statistice de detecţie a muchiilor. 
 4.3.1. Clasificarea statistică a pixelilor. 
 Fie MP  probabilitatea apriorică ca un pixel oarecare al imaginii să aparţină unei muchii, 
iar MU P1P −=  probabilitatea ca un pixel al imaginii să nu fie pixel de muchie, deci să aparţină 
unei zone relativ uniforme. 
 Vom nota M))(x,y)/(x,y((x,y)][M ∈= GpGp  probabilitatea ca un pixel având gradientul 

(x,y)G  să fie pixel de muchie, iar cu M))(x,y)/(x,y((x,y)][U ∉= GpGp  probabilitatea ca un 
pixel având gradientul (x,y)G  să nu fie pixel de muchie. Ele au semnificaţia unor densităţi de 
probabilitate. 
 Atunci (x,y)][P MM Gp  este probabilitatea ca un pixel oarecare al imaginii să aparţină 
unei muchii, iar (x,y)][P UU Gp  este probabilitatea ca aceaşi pixel să nu aparţină unei muchii. 
  Probabilitatea globală de clasificare eronată a pixelilor din imagine este: 

  ∫ ∫
+∞

+=
T

0 T
UUMME (G)dGP(G)dGP ppP       (39) 

 Alegând pragul astfel încât probabilitatea globală de eroare să fie minimă rezultă 
(Rosenfeld[94]): 
  (T)P(T)P UUMM pp =         (40) 
 Abdou şi Pratt [01] au determinat valorile T, MP  şi UP  pentru diferiţi gradienţi şi în 
prezenţa zgomotelor având diferite caracteristici. 
 
 
 
4.3.2. Metode regionale de clasificare statistică. 
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 O primă metodă a fost propusă de Yakimovski în [113] şi constă în verificarea unor 
ipoteze statistice la nivel regional. 
 Fie două regiuni adiacente, de formă oarecare. Din studiul caracteristicilor lor statistice, se 
ia decizia că ele aparţin unei aceleiaşi regiuni relativ uniforme sau există o muchie la graniţa 
dintre ele. 
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 Reuniunea celor două regiuni are M pixeli şi este caracterizată de o medie şi o dispersie 
date de: 
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 Fiecare regiune în parte (având M' şi respectiv M'' pixeli) este caracterizată de mediile: 

  ),y(x
M
1m )1(

i

M

1i

)1(
i1 ∑

′

=′
= f   ),y(x

M
1m )2(

i

M

1i

)2(
i2 ∑

′′

=′′
= f    (42) 

 şi de dispersiile: 
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 În ipoteza unei distribuţii normale a nivelelor de gri în interiorul regiunilor, regula de 
decizie care se obţine este: 
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 ceea ce constituie şi regula de segmentare. 
 
 4.3.3. Tehnici relaxaţionale. 
 Relaxarea este o metodă iterativă care permite gruparea pe baze probabilistice a unui 
număr de obiecte în clase (Rogers[93]). Clasificarea este îmbunătăţită în fiecare pas prin 
verificarea unor ipoteze de compatibilitate relative la rezultatele obţinute în pasul anterior. 
 Fie ),...,A(A S1  un set de obiecte care trebuiesc clasificate probabilistic într-un număr de C 
clase ),...,ω(ω C1 . Obiectele pot fi muchii, linii, curbe, regiuni, etc., în cazul prelucrării de 
imagini. 
 Fiecare obiect jA  are un set de vecini }{Aj . Vom ataşa fiecărui obiect un vector 

),...,P(P jC1j , astfel încât jkP  să fie probabilitatea ca obiectul jA  să aparţină clasei kω . Valoarea 
iniţială a acestor probabilităţi poate fi obţinută prin metode convenţionale (o estimaţie a 
modulului gradientului pentru cazul detecţiei de muchii). 
 Pentru fiecare pereche de obiecte ),A(A ji  şi pentru fiecare pereche de clase ),ω(ω nm  
trebuie definită o măsură a compatibilităţii afirmaţiilor (ipotezelor): 
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 Această funcţie de compatibilitate, notată ),ω;A,ω(A njmir , ia valori în domeniul [-1,+1] şi 
trebuie să respecte următoarele condiţii: 
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 Funcţia de compatibilitate va fi folosită, alături de probabilităţile ataşate obiectelor vecine, 
pentru ajustarea probabilităţilor corespunzătoare obiectului curent. 
 Folosind notaţiile: 
  imP  - probabilitatea ca obiectul iA  să aparţină clasei mω ; 
  jnP  - probabilitatea ca obiectul jA  să aparţină clasei nω ; 
 regulile de ajustare a probabilităţilor pot fi scrise explicit astfel: 
 1. Dacă imP  este mare şi ),ω;A,ω(A njmir  este apropiat de "+1", atunci jnP  trebuie mărit. 
 2. Dacă imP  este mic şi ),ω;A,ω(A njmir  este apropiat de "-1", atunci jnP  trebuie 
micşorat. 
 3. Dacă imP  este mic şi ),ω;A,ω(A njmir  este apropiat de "0", atunci jnP  nu trebuie 
modificat semnificativ. 
 Aceste reguli pot fi sintetizate prin ajustarea (aditivă) a probabilităţilor jnP  proporţional 
cu: 
  ),ω;A,ω(AP njmiim r  
 Dar ajustarea efectivă a probabilităţii jnP  corespunzătoare unui obiect se face ţinând cont 
de toate ipotezele posibile pentru imP , adică toţi vecinii obiectului curent jA  şi toate clasele la 
care aceşti vecini pot aparţine. Deoarece se doreşte cel mai adesea o ajustare multiplicativă 
ajustarea se va face prin: 
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 Mai rămâne de eliminat un singur neajuns care derivă din relaţia 1P
C
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jn =∑
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, care trebuie 

îndeplinită necondiţionat. Ca urmare este necesară o renormalizare a lui jnP  după fiecare ajustare. 
În concluzie avem: 
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 unde: 
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 În cazul practic al detecţiei de muchii, obiectele ),...,A(A S1  care trebuiesc clasificate sunt 
pixelii dintr-o imagine şi există doar două clase: 
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 Pentru început, probabilităţile iP  ataşate fiecărui pixel ( i1i2i P1P1P −=−= ) se setează la 
o valoare proporţională cu amplitudinea furnizată de un gradient clasic: 

  
(x,y)

(x,y))0(P
x,y

i gmax
g=          (51) 

 Prin aceleaşi metode clasice se estimează de asemenea unghiul care dă direcţia muchiei în 
punctul (pixelul) respectiv. 
 Probabilităţile iP  se ajustează funcţie de probabilităţile jP  ale vecinilor şi direcţiile θ ale 
gradienţilor ataşaţi lor, pe baza funcţiilor de compatibilitate, care se definesc astfel: 
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 unde: 
  |)y|,|yx(|xD ′−′−= max ; 
  α - panta muchiei în punctul de coordonate )y,x( ; 
  β - panta muchiei în punctul de coordonate )y,x( ′′  
  γ - panta segmentului care uneşte punctele )y,x(  şi )y,x( ′′ . 
 Convergenţa procesului de relaxare a fost demonstrată de Zucker (doar condiţii 
suficiente). 
 O variantă mai complexă (Canny[29]) presupune existenţa a C+2 clase, C clase 
corespunzătoare muchiilor având "C" orientări, plus cele două clase definite anterior. 
 
4.4. Detecţia muchiilor tridimensionale. 
 Detecţia muchiilor tridimensionale se foloseşte, de exemplu, în cazul imaginilor 
tridimensionale tomografice. Prin "reconstrucţie 2D" se obţin imagini bidimensionale din 
"proiecţiile 1D" (realizate prin metode specifice tomografiei) ale corpului studiat. Prin 
"reconstrucţie 3D" se obţin din mai multe "proiecţii 2D" reprezentări tridimensionale ale corpului. 
 Măsurători asupra reprezentărilor tridimensionale ale corpurilor pot avea drept punct de 
plecare extragerea muchiilor tridimensionale. Pentru corpuri, evident, se lucrează cu o 
generalizare a muchiilor, devenite suprafeţe, iar nivelul de gri înseamnă, de obicei, densitate 
locală sau, în cazul tomografiei, factor de absorbţie a razei incidente. 
 Toate informaţiile privind variaţiile locale de densitate sunt conţinute în vectorul gradient: 
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 Analog cazului bidimensional, se demonstrează că modulul gradientului, fiind izotrop, 
poate fi folosit drept detector de muchii tridimensionale. Pentru cazul discret se construiesc 
aproximaţii ale modulului acestui gradient care, fără a mai fi izotrope, au avantajul unui volum 
redus de calcule. 
 
4.5. Alte metode de detecţie a muchiilor. 
 O multitudine de noi algoritmi de detecţie a muchiilor au fost propuşi de diferiţi autori. O 
mare parte din aceşti algoritmi au la bază construcţia unor modele dedicate unor aplicaţii 
concrete. 
 Astfel Azzopardi în [07] utilizează o interesantă metodă de detecţie a contururilor 
celulelor componente ale unor muşchi scheletali, metodă bazată pe localizarea nucleelor acestor 
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celule, deci, din punct de vedere geometric, a centrelor lor. Pe direcţii radiale faţă de poziţiile 
acestor nuclee se efectuează o detecţie de muchii unidimensionale, estimarea finală a conturului 
celulelor făcându-se prin interpolarea rezultatelor obţinute în pasul precedent. Metoda poate fi 
uşor generalizată nu numai pentru alte tipuri de celule, ci şi în metalografie, pentru analiza 
componentelor unor aliaje. 
 Alte metode de detecţie de muchii se referă la determinarea contururilor unor distribuţii de  
elemente de structură. Putând fi interpretată şi ca o metodă de segmentare, metoda propusă de H. 
Tagachi [106] generează contururile limită ale unor distribuţii (grupări, clusteri) de date, în cazul 
general, pe baza unor reguli adaptive. 
 Utilizarea unor cunoştinţe apriorice privind proprietăţile, poziţia sau orientarea muchiilor 
permit construirea unor detectori de muchii specializaţi, cu performanţe deosebite (Persoon[81]). 
Aceste cunoştinţe apriorice pot fi încorporate, de exemplu, în algoritmul de detecţie a muchiilor 
folosind relaxarea, rezultând un set de variante dedicate ale acestui algoritm (Canny[29]). 
 
4.6. Algoritmi de extragere a contururilor. 
 Diferenţa între detecţie de muchii şi extragere de contur este, cel mai adesea, esenţială. În 
general, un detector de muchii furnizează la ieşire tot o imagine în scară de gri, pe când un 
extractor de contur furnizează la ieşire o imagine binară, conţinând linii cu grosimea de un pixel 
în poziţiile în care se estimează prezenţa unei muchii sau graniţa între două regiuni diferite. 
 Detectorii spaţiali de muchii descrişi în capitolul (4) realizează extragerea de contur dacă 
sunt urmaţi de alte operaţii care să asigure obţinerea imaginii binare conţinând linii cu grosimea 
de un pixel. De exemplu, s-ar putea folosi una din următoarele combinaţii de operaţii: 

segmentare cu prag urmărire contur
1 2 3(binarizare)

 
detecţie muchii extragere contur

1 1 3(mersul gândacului)

 
detecţie muchii segmentare cu prag

1 1 2

subţiere contur

3
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segmentare cu prag

1 2

subţiere contur

3

 
Fig. 5. Algoritmi de extragere a contururilor. 

 Evident, există o multitudine de alţi algoritmi de extragere de muchii. Un algoritm de 
extragere a contururilor din imagini binare a fost deja menţionat în capitolul 3., el având la bază 
operatorii morfologici de erodare şi/sau dilatare cu diferite şabloane. 
 
 4.6.1. Algoritmi de urmărire de contur. 
 Un prim algoritm ce va fi descris pe scurt în continuare (Hegron[48]) este denumit şi 
"mersul orbului". Plecând de la o imagine binară se urmăreşte selecţia pixelilor aparţinând 
conturului. 

1. Se alege un sens de parcurgere a conturului. 
2. Se localizează un prim pixel al obiectului, de obicei prin baleiaj linie cu linie sau 
coloană cu coloană. Acest pixel se marchează ca fiind pixelul de start. El devine 
pixelul curent. 
3. Se baleiază vecinii pixelului curent, în sensul de parcurgere ales, plecând de la 
precedentul pixel curent, până la găsirea unui nou pixel obiect, care se marchează şi 
devine pixel curent. 
4. Se repetă pasul 3 până la închiderea conturului, adică până când pixelul de start 
devine iar pixel curent. 
5. Dacă se doreşte localizarea altor obiecte în imagine, se reia algoritmul cu pasul 2, 
pentru găsirea altor obiecte.. 

 Dacă există în imagine mai multe obiecte de localizat, pixelul de start de obţine căutând 
perechi de pixeli de forma: 

   baleiaj linie cu linie, de la stânga la dreapta; 

   baleiaj linie cu linie, de la dreapta la stânga; 

   baleiaj coloană cu coloană, de sus în jos; 

   baleiaj coloană cu coloană, de jos în sus. 
 unde cu gri s-au marcat pixelii obiect, iar cu alb cei de fond. 
 Funcţionarea acestui algoritm pentru cazul a două imagini simple este ilustrată în figurile 
următoare: 
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Fig. 6. Exemple de aplicare a algoritmilor de urmărire de contur. 
 
 Un alt algoritm de urmărire de contur, descris în (Pop[83]), utilizează pentru căutare o 
fereastră mobilă cu dimensiunile 2x2, căreia i se ataşează aşa-numitul cod "C", astfel: 

  

p q
r s

 pq2r4s8C +++=  
 Se definesc direcţiile de deplasare elementară a ferestrei: 

  

0

1

2

3  
 Paşii acestui algoritm sunt următorii: 
1. Se alege un tip de conectivitate (contur tetra-conectat sau octo-conectat) şi un sens de 
parcurgere a conturului. 
2. Se determină un prim punct al conturului, de obicei prin baleiaj linie cu linie sau coloană cu 
coloană. Acesta este marcat drept pixel de start şi se încadrează într-o fereastră pătratică 2x2. 
3. Se calculează codul "C" corespunzător ferestrei curente şi se extrage din tabelele următoare, 
funcţie de tipul de conectivitate şi sensul de parcurs alese, direcţia de deplasare elementară a 
ferestrei. 
4. Se repetă pasul 3 până când pixelul de start reintră în fereastră. 
5. Pentru extragerea conturului altor obiecte din imagine, se reia algoritmul cu pasul 2. 
 Conturul tetra-conectat al obiectului conţine toţi pixelii care au intrat la un moment dat în 
fereastra de căutare, mai puţin pixelii marcaţi cu "o" din cazurile (tabelele) (A), (B), (C), (D). 
 Conturul octoconectat al obiectului conţine toţi pixelii care au intrat la un moment dat în 
fereastra de căutare, mai puţin pixelii marcaţi cu "X" din cazurile (7), (11), (13), (14). 
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 În literatură sunt descrişi o multitudine de alţi algoritmi de urmărire de contur. Mulţi 
dintre ei se bazează pe parcurgerea secvenţială a liniilor matricii de imagine (Hegron[48]), ca în 
desenul următor: 

Tabelul principal 
Model Cod "C" Direcţie 

deplasare 
Model Cod "C" 

 
Direcţie 

deplasare 
 zec hexa orar trig  zec hexa orar trig 

 
0 0000 -- -- 8 1000 0 3 

 
1 0001 1 0 9 1001 1 3 

 
2 0010 2 1 10 1010 (C) (D)

 
3 0011 2 0 11 1011 2 3 

 
4 0100 3 2 12 1100 0 2 

 
5 0101 (A) (B) 13 1101 1 2 

 
6 0110 3 1 14 1110 0 1 

 
7 0111 3 0 15 1111 -- -- 

Tabelul (A) 
Direcţia Noua direcţie 

anterioară tetra-conectat octo-conectat 
 model direcţie model direcţie

0 
 

3 
 

1 

2 
 

1 
 

3 

Tabelul (B) 
Direcţia Noua direcţie 

anterioară tetra-conectat octo-conectat 
 model direcţie model direcţie

1 
 

2 
 

0 

3 
 

0 
 

2 

Tabelul (C) 
Direcţia Noua direcţie 

anterioară tetra-conectat octo-conectat 
 model direcţie model direcţie

1 
 

0 
 

2 

3 
 

2 
 

0 
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Fig. 7. Parcurgerea secvenţială a liniilor matricii imagine. 

 
 Problemele care trebuiesc rezolvate la implementarea unor asemenea algoritmi (care se 
mai folosesc şi la umplerea contururilor), ţin de punctele critice ale conturului (porţiunile 
orizontale ale conturului, pixeli terminali, pixeli de ruptură, etc.). 
 
 4.6.2. Înlănţuirea elementelor de contur. 
 Cel mai adesea, contururile obţinute prin detecţie de muchii cu metodele descrise în 
capitolul 4., prezintă o serie de defecte: discontinuităţi, ramificaţii inutile de lungime mică, muchii 
dublate, etc. Repararea lor se face cu un set de algoritmi specializaţi, dintre care o parte sunt 
descrişi în cele ce urmează.  
 Metode euristice. 
 Roberts [91] propune o metodă euristică de înlănţuire a muchiilor (elemente de contur) 
care are la bază examinarea blocurilor de pixeli 4x4. În prima fază sunt reţinuţi drept "candidaţi" 
acei pixeli pentru care modulul gradientului depăşeşte un anumit prag. Apoi prin "potrivire" 
(matching) liniile cu lungimea de patru unităţi, având cele opt orientări de bază sunt căutate în 
imaginea gradient. Dacă raportul între cel mai bun scor de similitudine şi cel mai slab depăşeşte 
un al doilea prag, şirul de pixeli de muchie este considerat drept o linie validă. 
  Dacă două asemenea linii se găsesc în blocuri adiacente şi diferenţa direcţiilor lor este în 
gama )23,23( 00 +− , ele se concatenează. Urmează apoi tratarea unor cazuri de tipul: 
 

    
Fig. 8. Înlănţuirea euristică a muchiilor. 

 
 adică din triunghiuri se elimina laturile corespunzătoare căii mai lungi, iar dreptunghiurile 
se înlocuiesc cu diagonala corespunzătoare căii. Ramificaţiile de lungime mică se elimină, după 
care urmează completarea micilor spaţii apărute în lungul muchiilor detectate. 
 Această metodă poate fi utilizată pentru o gamă largă de detectori de muchii. Nevatia 
propune în [75] o metodă similară pentru înlănţuirea muchiilor furnizate de detectorul Hueckel. 
 Muchiile furnizate de un detector tip "compass" sunt declarate valide dacă vecinii lui au o 
direcţie conformă cu una din situaţiile: 
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Fig. 9. Înlănţuirea euristică a muchiilor. 

 
 Metoda poate fi extinsă la vecinătăţi mai mari, dar şi numărul de teste necesare se măreşte 
foarte mult. 
 Parcurgerea euristică a grafurilor. 
 Această metodă, datorată lui Martelli [69] pleacă de la premisa că o muchie poate fi văzută 
ca o cale într-un graf format de ansamblul elementelor de muchie detectate. 
 

 
Fig. 10. Parcurgerea euristică a grafurilor. 

 
 Se asociază câte un nod fiecărui pixel care are modulul gradientului semnificativ (peste un 
anume prag). Între două noduri există conexiune (arc) dacă diferenţa orientărilor gradienţilor este 
în gama ( )00 90,90 +− . 
 O cale în graf se determină euristic, examinând succesorii fiecărui pixel şi calculând 
pentru fiecare cale posibilă o "funcţie de cost". Pentru fiecare nod parcurs se alege varianta care 
minimizează funcţia de cost. Acest algoritm nu furnizează calea optimă între două noduri ale 
grafului, iar viteza lui depinde de alegerea funcţiei de cost. 
 
 Programarea dinamică. 
 Folosind programarea dinamică se poate găsi calea optimă între două noduri ale unui graf 
orientat, adică calea care minimizează funcţia de cost (sau, echivalent, maximizează o "funcţie de 
evaluare"). Montanari [73] propune următoarea funcţie de evaluare pentru un graf cu N nivele: 

  ∑∑∑
=

−
=

−
=

−−−=
N

2k
1kk

N

2k
1kk

N

1k
kN21 )x,x(d)x()x()x(g)N,x,...,x,x(S βθθα   (54) 

unde: N,..,1k,xk =  este un vector care indică nodurile de muchie de pe nivelul "k" al grafului; 
 )x(g k  este amplitudinea gradientului pentru nodul N,..,1k,xk = ; 
 )x( kθ  este orientarea gradientului; 
 )x,x(d 1kk −  este distanţa între nodurile kx  şi 1kx − ; 
 α,β sunt constante pozitive. 
 Utilizând principiul optimalităţii al lui Bellman, programarea dinamică furnizează o 
procedură care găseşte o cale în graf în condiţiile minimizării funcţiei de evaluare dată anterior. 
 
 4.6.3. Reprezentarea contururilor. 
 Odată determinat conturul, el poate fi reprezentat fie matriceal, ceea ce necesită însă o 
mare cantitate de informaţii, fie sub forma şirului coordonatelor pixelilor care alcătuiesc conturul, 
fie folosind "codul-lanţ" (chain-code). Acesta din urmă presupune reţinerea coordonatelor 
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pixelului de start, alături de şirul direcţiilor care indică poziţiile relative succesive ale pixelilor din 
contur. 
 Pentru obiectele din figurile anterioare conţinând imaginile caracterelor "u" şi "A", 
codurile lanţ corespunzătoare sunt: 
  U : [(x0,y0),0,0,6,6,6,6,6,7,0,1,2,2,2,2,2,0,0,6,6,6,6,6,6,6,3,5,4,4,4,3,3,2,2,2,2,2]; 
  A : [(x0,y0),0,6,7,6,7,6,7,6,4,3,4,4,4,5,4,2,1,2,1,2,1,2]. 

 unde direcţiile sunt date de:

0

123

4

5 6 7
 

 Uneori se mai utilizează pentru reprezentarea contururilor "codul-lanţ diferenţial" 
(differential chain-code) care presupune păstrarea coordonatelor pixelului de start a conturului, a 
primei direcţii absolute şi a şirului diferenţelor relative între două direcţii succesive. 
 Valorile posibile pentru codul-lanţ diferenţial sunt: ( )4,3,2,1,0 ±±± . 
 Avantajul acestei metode devine clar dacă se face observaţia că, cel mai adesea, între 
valorile posibile ale acestor diferenţe de direcţii , probabilitatea cea mai mare de apariţie o are 
valoarea "0": 
  )4(P)3(P)2(P)1(P)0(P ≥±≥±≥±≥       (55) 
 Utilizând o codare prin coduri de lungime variabilă, se poate obţine o reducere 
substanţială a volumului de date necesar pentru reprezentarea conturului. 
 
4.7. Detecţia liniilor şi a spoturilor. 
 Metodele cele mai simple pentru detecţia liniilor au la bază operatori spaţiali construiţi 
după principii analoge obţinerii măştilor de detecţie de muchii şi care se folosesc la fel, adică: 
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Hfmaxf~       (56) 

 unde Hm sunt măşti (matrici 3x3) pentru detecţia liniilor având diferite orientări. Se poate 
folosi setul de măşti: 
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 sau măştile cu valori ponderate: 
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 Pentru detecţia spoturilor, Prewitt [87] propune folosirea următoarei măşti de răspuns la 
impuls: 
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 Problema se mai poate aborda utilizând măşti de dimensiuni mai mari sau tehnici de 
"potrivire" (image/template matching). 
 
4.8. Detalii de implementare. 
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 Observaţiile din finalul capitolului precedent referitoare la implementarea filtrelor spaţiale 
de îmbunătăţire a imaginilor se aplică direct şi filtrelor spaţiale folosite pentru detecţia de muchii, 
linii şi spoturi. 
 Aplicaţia PROImage, prezentată în capitolul 21 include, printre altele, şi implementări ale 
câtorva filtre de detecţie a muchiilor descrise în acest capitol. Pentru informaţii suplimentare se 
poate studia codul sursă din fişierul “fil.pas”. 
 Algoritmii de urmărire de contur sunt foarte des utilizaţi în prelucrarea de imagini. O 
implementare a algoritmului de urmărire de contur denumit şi “mersul orbului”, este descrisă în 
continuare. Fie o imagine binară (matrice MxN) care conţine un număr de obiecte albe pe fond 
negru (negru=0, alb=255). Se baleiază pentru început imaginea, de la stânga la dreapta şi de sus 
în jos, în căutarea primului pixel obiect. În xs,ys se păstrează coordonatele pixelului de start al 
conturului fiecărui obiect din imagine. 
 
 // caută primul obiect din imagine 
 for (i=0; i<M-1; i++) 
  for (j=0; j<N-1; j++) 
   if (Img[j][i] == 1) { 
    // pixelul de start al primului obiect 
    xs = i; 
    ys = j; 
    break; 
   } 
 

 În continuare, coordonatele găsite ale punctului de start al conturului sunt trecute funcţiei 
de urmărire a conturului unui singur obiect: 
// direcţii relative de căutare 
int nXDir[8] = {1, 1, 0,-1,-1,-1, 0, 1}; 
int nYDir[8] = {0, 1, 1, 1, 0,-1,-1,-1}; 
////////////////////////////////////// 
// Funcţia TrackContour() returnează 
//  FALSE pentru pixeli izolaţi şi contururile interioare 
//  TRUE pentru contururile exterioare 
BOOL CProcessImage::TrackContour(int xs, int ys, CRect* rect) 
{ 
 int i,j,v,n 
 int dir=6;     // direcţia iniţială de cautare 
 long Area = 0;    // aria inclusă în contur 
 BOOL bExit = FALSE; 
 rect->SetRect(M-1, N-1, 0, 0); // setează dreptunghiul de încadrare 
iniţial 
 i = xs, j = ys; 
 do { 
  n=0; 
  do {  // verifică vecinii octoconectaţi ai pixelului curent 
   dir = (++dir) % 8; 
   v = Img[j+nYDir[dir]][i+nXDir[dir]]; 
   // testul de pixel izolat 
   if (++n == 8) { 
    Img[j][i] = 2; // marchează pixelul izolat 
    return FALSE; 
   } 
  } while(v == 0); 
  switch (dir) {   // incrementează aria obiectului 
   case 0: Area += -j - j;  break; 
   case 1: Area += -j - j - 1; break; 
   case 2: Area +=  0;    break; 
   case 3: Area +=  j + j + 1; break; 
   case 4: Area +=  j + j;  break; 
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   case 5: Area +=  j + j - 1; break; 
   case 6: Area +=  0;    break; 
   case 7: Area += -j - j + 1; break; 
  } 
  i += nXDir[dir];     // află noul pixel curent 
  j += nYDir[dir]; 
  dir = (dir + 5) % 8;   // află noua direcţie de căutare 
  // actualizează dreptunghiul de incadrare 
  if (i < rect->left)  rect->left = i; 
  if (i > rect->right)  rect->right = i; 
  if (j < rect->top)  rect->top = j; 
  if (j > rect->bottom) rect->bottom = j; 
  Img[j][i] = 2;     // marchează pixelul izolat 
  if (i == xs && j == ys) { 
   dir--; 
   do { // verifică dacă (xs, ys) este un pixel de ruptură 
    dir = (++dir) % 8; 
    v = Img[j + nYDir[dir]][i + nXDir[dir]]; 
   } while(v == 0); 
   if (v == 2)    
    bExit = TRUE;   // nu există alte ramificaţii 
   else 
    dir--;     // (xs,ys) este pixel de ruptură 
  } 
 } while(bExit == FALSE); 
 return (Area > 0);    // Area>0 pentru contururi exterioare 
} 

 Următorul pixel de start poate aparţine fie unui contur interior al aceluiaşi obiect, fie 
conturului exterior al unui alt obiect. El se obţine simplu, prin baleierea imaginii de la stânga la 
dreapta şi de sus în jos, plecând de la precedentul pixel de start: 
 
  // caută următorul pixel de start (alt contur) 
  i = xs; j = ys; 
  while (i < M-1) { 
   while (j < N-1) { 
    if (Img[j][i] == 1 && Img[j-1][i] == 0) { 
     xs = i; 
     ys = j; 
     break; 
    } 
    j++; 
   } 
   j = 1; i++; 
  } 
 

 Odată cu operaţia de parcurgere a contururilor pot fi efectuate şi unele măsurători simple 
asupra imaginii, cum ar fi calculul ariei şi al perimetrului. 
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5.1. Operaţiile cu şabloane fac parte din categoria operatorilor morfologici şi permit 
transformări ale imaginilor binare bazate pe relaţiile geometrice de conectivitate ale pixelilor din 
imagine. şabloanele sunt vecinătăţi ataşate pixelului curent. Ele pot avea una din următoarele 
forme: 
 

5B  13B  9B  25B  
Fig. 1. Exemple de şabloane. 

 
 Principalele operaţii cu şabloane sunt erodarea, dilatarea, deschiderea şi închiderea. 
 Erodarea (contractarea, comprimarea) unei imagini se defineşte ca fiind mulţimea pixelilor 
aparţinând obiectului S care prezintă proprietatea că şablonul ataşat lor este inclus în obiectul S: 
  }(x,y)/{(x,y)Θ II SBSBS ⊂∈= ;       (1) 
 Dilatarea (expandarea) unei imagini este formată din mulţimea pixelilor obiectului S la 
care se adaugă acei pixeli din fond al căror şablon intersectează obiectul: 
  }(x,y) / {(x,y} ∅≠∩∈∪=⊕ SBSSBS ;      (2) 
 Deschiderea unei imagini este o operaţie de erodare urmată de o dilatare cu acelaşi 
şablon: 
  BBSBS ⊕= )Θ(< ;         (3) 
 Închiderea unei imagini este obţinută printr-o dilatare urmată de o erodare folosind 
acelaşi şablon: 
  BBSBS )Θ( ⊕=>          (4) 
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 Figurile următoare prezintă rezultatele aplicării unor astfel de operatori asupra unei 
imagini binare, folosind şabloanele 5B  şi 9B . 
 

 

 
Original  Erodare Dilatare  Deschidere Închidere 

 
 Operatorii închidere şi deschidere se aplică la concatenarea obiectelor fragmentate şi 
respectiv separarea obiectelor atinse. Fără a fi un panaceu, aceşti operatori se dovedesc a fi utili în 
multe situaţii. 
 

 

 
Original  Deschidere  Închidere 

 
5.2. Algoritmi de subţiere. 
 Subţierea furnizează la ieşire un graf care este rezultatul unor erodări succesive ale 
imaginii, erodări făcute în condiţia nemodificării topologiei imaginii. 
 Algoritmii de subţiere au la bază un set de reguli: 
  1. Se elimină doar pixeli aflaţi pe conturul obiectelor. 
  2. Pixelii terminali (care au un singur vecin octoconectat) nu se elimină. 
  3. Pixelii izolaţi nu se elimină (pentru că s-ar modifica topologia imaginii). 
  4. Pixelii de ruptură nu se elimină. 
 Uneori, regula 3 nu se aplică pentru iteraţiile iniţiale în scopul eliminării pixelilor izolaţi a 
căror apariţie este datorată zgomotelor. 
 Pixelii de ruptură sunt acei pixeli (diferiţi de pixelii izolaţi şi de cei terminali) a căror 
eliminare modifică topologia imaginii. Există şase cazuri de pixeli de ruptură, care rezultă din 
figurile următoare: 
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S1

S2

S1

S2 S1

S2
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S2 S2

S1

S2S1

 
Fig. 2. Pixeli de ruptură. 

 
 unde:  - pixel obiect (negru); 
   - pixel de fond (alb); 
   - cel puţin un pixel din submulţimea marcată este pixel obiect (negru). 
 Se remarcă faptul că vecinii octoconectaţi ai unui pixel de ruptură formează cel puţin două 
submulţimi distincte. 
 Notând { }710 vvv ,...,,  vecinii pixelului curent, situaţiile de mai sus se pot sintetiza 
matematic (Davies[33]), (Pop[83]) prin numărul de treceri dat de: 

  ∑
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 unde: 
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 Există o multitudine de algoritmi de subţiere. Principala dificultate care apare la operaţia 
de subţiere este datorată situaţiei următoare: 
 

 
Fig. 3. Caz de dubiu la operaţia de subţiere. 

 
 Conform regulilor anterioare, toţi pixelii care aparţin unor linii cu grosimea de doi pixeli 
vor fi şterşi. Se adoptă diferite soluţii. 
 Astfel algoritmul clasic (Fainhurst[37]), (Pavlidis[79]) operează (verifică condiţiile de 
ştergere şi apoi, eventual, şterge) mai întâi asupra tuturor pixelilor care au vecinul dinspre "nord" 
aparţinând fondului, apoi pentru cei cu vecinul dinspre "vest" aparţinând fondului, apoi "sud", 
apoi "est". 
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Exemplu de subţiere a unei imagini binare. 

 
 Algoritmii asincroni de subţiere încearcă să utilizeze paralelismul evident existent la 
operaţiile de erodare. Principial, s-ar putea utiliza procesoare matriceale care să respecte 
următoarele restricţii: 
  - să poată modifica doar pixelul aferent; 
  - să poată "citi" valorile pixelilor din vecinătatea pixelului aferent. 
 Se utilizează tehnica "marcării" pixelilor, ceea ce presupune lucrul pe imagini cu numărul 
de nivele (de gri) mai mare ca doi. Abia după parcurgerea întregii imagini, pixelii marcaţi vor 
putea fi şterşi. Problema liniilor cu grosimea de doi pixeli se păstrează şi pentru soluţionarea ei se 
utilizează tot tehnica marcării pixelilor. 
 Algoritmii rapizi de subţiere încearcă să micşoreze numărul de paşi ceruţi de algoritmii 
precedenţi prin analiza grosimii locale (de-a lungul câtorva direcţii) a obiectelor din imagine 
pentru găsirea liniei mediane folosind criterii geometrice şi nu prin erodări succesive. Parcurgerea 
obiectelor se face folosind teoria grafurilor. 
 
5.3. Netezirea imaginilor binare. 
 Acest subiect, abordat şi în paragraful 2.4.2., deci în cadrul algoritmilor de îmbunătăţire de 
imagini, se referă la schimbarea valorii unor pixeli dintr-o imagine binară, astfel încât să se 
îmbunătăţească aspectul de "netezime" al contururilor obiectelor, în condiţiile păstrării topologiei 
imaginii. 
 
5.4. Operatori morfologici pentru imagini în scară de gri. 
 Operatorii morfologici studiaţi pentru imagini binare pot fi generalizaţi, în anumite 
condiţii, pentru imagini în scară de gri. Astfel, pentru imagini în scară de gri conţinând obiecte 
relativ distincte faţă de fond, la care obiectele şi fondul sunt relativ uniforme din punctul de 
vedere al conţinutului de nivele de gri, se pretează la asemenea prelucrări morfologice care au 
drept rezultat îmbunătăţirea calităţii rezultatului unei segmentări ulterioare. 
 Alegând BK , unul din şabloanele definite anterior, operaţia de dilatare (expandare), 
pentru imagini cu nivele de gri se defineşte prin: 
  j)]i,y(x[(x,y)

KBi,j

(D) ++=
∈

fmaxf        (7) 

 iar cea de comprimare (compactare, erodare) este dată de: 
  j)]i,y(x[(x,y)

KBi,j

(C) ++=
∈

fminf        (8) 

 Operaţiile de închidere şi respectiv deschidere a unei imagini în scară de gri se definesc 
la fel ca în cazul imaginilor binare. 
 
5.5. Detalii de implementare. 
 Aplicaţia PROImage, prezentată în capitolul 21 include, printre altele, şi implementările a 
doi algoritmi de subţiere de contur, precum şi operaţiile de erodare şi dilatare asupra imaginilor 
binare. (pentru informaţii suplimentare se poate studia codul sursă din fişierul “thi.pas”). 
 O implementare PASCAL a unui algoritm de subţiere de contur este prezentată în 
continuare. 
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procedure Thinning(); 
type 
 Conv = array[0..7] of shortint; 
const 
 xC : Conv = (1,1,0,-1,-1,-1,0,1); // direcţii de căutare 
 yC : Conv = (0,-1,-1,-1,0,1,1,1); 
var 
 i,j,x,y,r,s,t : byte; 
 k1,k2,k3   : byte; 
begin 
 r:=0; 
 while r=0 do // repetă până când nu mai există pixeli de eliminat 
 begin 
  r:=1; 
  for j:=0 to 3 do // repetă pentru cele 4 direcţii principale 
  begin 
   for x:=1 to M-2 do 
    for y:= 1 to N-2 do // baleiază întreaga imagine 
    begin 
     if (Img^[y,x]=255) and (Img^[y+yC[2*j],x+xC[2*j]]=0) then 
     begin 
      t:=0; 
      for i:=1 to 4 do 
      begin     // calculează ‘numărul de treceri’ 
       k1:=(2*i-2) mod 8; k1:=Img^[y+yC[k1],x+xC[k1]]; 
       k2:=(2*i-1) mod 8; k2:=Img^[y+yC[k2],x+xC[k2]]; 
       k3:=(2*i) mod 8;  k3:=Img^[y+yC[k3],x+xC[k3]]; 
       if (k1=0) and ((k2<>0) or (k3<>0)) then 
        Inc(t); 
      end; 
      if t=1 then     // poate fi pixel terminal 
      begin 
       s:=0; 
       for i:=0 to 7 do 
        if Img^[y+yC[i],x+xC[i]]<>0 then 
         Inc(s);   // calculează numărul de vecini 
       if s>1 then 
        s:=0;     // nu este pixel terminal 
      end 
      else 
       s:=1;      // pixel de ruptură 
      if s=1 then 
       Img^[y,x]:=254;  // marchează pixel de ruptură 
      else 
      begin 
       r:=0;      // s-au gasit pixeli de şters 
       Img^[y,x]:=100;  // marchează pixel pentru ştergere 
      end; 
     end; 
    end; 
   for x:= 1 to M-2 do 
    for y:=1 to N-2 do 
     if Img^[y,x]=100 then 
      Img^[y,x]:=0;    // şterge pixelii marcaţi 
  end; 
 end; 
end; 
 



5. Prelucrări morfologice ale imaginilor.  

 72

 Numărul de paşi ai algoritmului depinde de grosimea obiectului a cărui subţiere se 
doreşte. Pixelii aflaţi pe conturul obiectului sunt clasificaţi în trei categorii: pixeli terminali, pixeli 
de ruptură şi pixeli regulari, care pot fi şterşi. 
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6.1. Segmentarea cu prag. 
 6.1.1. Determinarea automată a pragului. 
 Segmentarea cu prag poate fi realizată prin stabilirea interactivă sau automată a pragului. 
Stabilirea automată a pragului are la bază minimizarea probabilistică a erorii de clasificare a 
pixelilor în pixeli de fond şi pixeli obiect. 
 Notând: 
  =1P Probabilitatea apriori ca un pixel să fie pixel obiect; 
  =2P Probabilitatea apriori ca un pixel să fie pixel de fond; 
  =(z)1p densitatea de probabilitate a variabilei aleatoare ataşată pixelilor obiect; 
  =(z)2p densitatea de probabilitate a variabilei aleatoare ataşată pixelilor obiect. 
 Presupunând o distribuţie normală pentru pixelii de fond şi cei de obiect, avem: 

  2

2
1

1 δ
)m(z

π2δ
1(z) −−= expp        (1) 

  2

2
2

2 δ
)m(z

π2δ
1(z) −−= expp        (2) 

 Variabilele 1m , 2m , δ sunt mediile şi respectiv dispersia celor două variabile aleatoare, în 
ipoteza că, deoarece zgomotul afectează în mod egal toţi pixelii din imagine, dispersiile 
corespunzătoare fondului şi obiectelor sunt egale. 
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Fig. 1. Principiul determinării automate a pragului de segmentare. 

 
 În figura anterioară: 

  (z) dzP(T) 2

T

21 pE ∫
∞−

=          (3) 

  (z) dzP(T) 1
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12 pE ∫
+∞

=          (4) 

sunt respectiv eroarea de probabilitate ca un pixel fond să fie clasificat drept pixel obiect (negru), 
şi eroarea de probabilitate ca un pixel obiect să fie clasificat drept pixel fond (alb) prin 
segmentare. 
 Eroarea totală de clasificare a pixelilor prin segmentare este: 
 Minimizarea acestei erori în raport cu T duce la: 

  ⇒=     0
dT
d E      

P
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 Determinarea valorilor ( 1m , 2m , δ , 21 PP / ) necesare în calculul pragului T se poate face 
grafic, prin măsuratori pe histograma reală, folosind elementele din figura următoare: 

H(z)

Max1
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m1 m2

(m1- )δδδδ (m1+ )δδδδ (m2- )δδδδ (m2+ )δδδδ0
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P1/P2=Max1/Max2

z

 
Fig. 2. Determinarea grafică a pragului de segmentare. 
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 Dacă însă pagina scanată conţine text cu o densitate mică a caracterelor sau fonturi foarte 
subţiri, raportul 21 PP /  devine foarte mic, lobul histogramei corespunzător caracterelor se 
diminuează foarte mult şi metoda precedentă poate da rezultate nesatisfăcătoare. 
 

z

H(z)

HMax

HMax/0.606

0 mm- m+(m-2.5 )δδδδ δδδδδδδδ  
Fig. 3. Determinarea grafică a pragului de segmentare. 

 
 Criteriul alegerii pragului T la 2.5δ faţă de nivelul de gri pentru care se atinge valoarea 
maximă în histogramă poate rezolva această situaţie mulţumitor. Rezultate oarecum similare se 
obţin fixând pragul T astfel încât proporţia de pixeli negri şi albi să fie cât mai apropiată de o 
valoare aprioric stabilită (în jur de 90%). 
 
 6.1.2. Segmentarea cu prag variabil. 
 Alegerea unui prag unic pentru întreaga imagine, de multe ori, nu este soluţia optimă. 
Datorită iluminării neuniforme, diferenţelor de contrast între diferite zone ale paginii, nuanţelor 
diferite folosite pentru pentru unele obiecte (caractere, etc.) un prag unic poate furniza rezultate 
nesatisfăcătoare. Soluţia furnizată de Pizer [82] pentru această situaţie este divizarea imaginii în 
careuri de dimensiune 32x32 sau 64x64, suprapuse sau nu, şi determinarea pragului de 
segmentare tC doar pentru careurile având histogramă bimodală, folosind una din metodele 
anterioare. Rezultă câte o valoare pentru fiecare careu, valoare care este folosită pentru 
construcţia unei funcţii de prag continue, (x,y)T , astfel încât: 
  CCC t),y(x =T           (6) 
 unde )y,x( CC  este centrul careului "c". 
 În continuare, se execută segmentarea după formula clasică, adică: 

  




≥
<

=
(x,y)(x,y) alb,

(x,t)(x,y) negru,
(x,y)

tf
tf

f
pentru 

pentru 
      (7) 

 
 6.1.3. Alte strategii de segmentare cu prag. 
 a) În loc de a minimiza eroarea de clasificare la determinarea pragului, se poate selecta 
acel prag de segmentare pentru care se minimizează numărul de adiacenţe între pixelii aflaţi sub şi 
deasupra pragului (Rosenfeld[95]). Evident, soluţiile care uniformizează imaginea se elimină. 
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 b) Dacă se cunoaşte aprioric raportul între numărul de pixeli albi şi negri din imaginea 
binară, acesta poate fi ales drept criteriu de determinare a pragului de segmentare 
(Rosenfeld[95]): 

 ∫∫
+∞

∞−

=
T

T

(z) dz(z) dzK HH  (cazul continuu) ∑∑
−

=

−

=

=
1L

Tz

1T

0z
(z)(z)K HH  (cazul discret) (8) 

 c) Dacă anumite dimensiuni / distanţe care caracterizează obiectele din imagine sunt 
cunoscute, se poate alege acel prag care fixează respectiva dimensiune la valoarea dorită 
(Rosenfeld[95]). 
 
6.2. Metode regionale de segmentare. Creşterea regiunilor. 
 Ideea de bază este următoarea: "pixelii vecini având amplitudini apropiate vor fi 
consideraţi ca aparţinând aceleiaşi regiuni, deci vor fi grupaţi împreună". 
 Brice şi Fenema [13] au folosit un algoritm de segmentare prin creşterea regiunilor bazat 
pe reguli stabilite euristic. 
 

Y
A

Y

Y
Y
B

C

D
Y

Y

Y
E

F

G

R

R

C

2

1

 
Fig. 4.Principiul creşterii regiunilor. 

 
 Se notează cu 1R  şi respectiv 2R  cele două regiuni candidate la concatenare, 1P  şi 
respectiv 2P  perimetrele lor, iar C frontiera comună a celor două regiuni. Fie D porţiunea din C 
pentru care amplitudinea diferenţei între nivelele de gri de o parte şi de alta a acestei frontiere este 
mai mică decât un prag 1ε . 
 1. În prima fază perechi de pixeli având nivele de gri apropiate sunt grupate împreună 
pentru a forma aşa-numitele regiuni atomice. 
 2. Regiunile 1R  şi 2R  se concatenează dacă: 

  22P1P
D ε>

),min(
,         (9) 

ceea ce previne concatenarea regiunilor cu aproximativ aceeaşi dimensiune, dar permite 
înglobarea regiunilor mai mici în cele mai mari. 

 3. Regiunile 1R  şi 2R  se concatenează dacă: 3C
D ε> , cu 75.0≈3ε , regulă care tratează 

cazul porţiunilor de frontieră rămase după aplicarea primei reguli. Aplicarea doar a acestei reguli 
tinde să "supra-concateneze" regiunile din imagine. 
 
6.3. Metode de segmentare/aproximare a curbelor. 
 6.3.1. Aproximarea prin segmente de dreaptă. 
 Interpolarea curbelor prin segmente de dreaptă este cea mai simplă metodă de segmentare 
a curbelor. Ea se poate face (Jain[56]) prin aproximări succesive, plecând de la segmentul de 
dreaptă care uneşte capetele curbei ce trebuie aproximate şi care constituie practic o primă 
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aproximare a curbei. Se caută punctul de pe curbă cel mai depărtat de acest segment şi se obţine 
următoarea aproximare a curbei înlocuind segmentul de dreaptă iniţial cu cele două segmente ce 
unesc capetele segmentului de curbă cu punctul găsit. Operaţia descrisă anterior se repetă 
succesiv pentru fiecare segment de curbă obţinut, până la atingerea preciziei dorite. 
 

  

  
Fig. 5. Aproximarea prin segmente de dreaptă. 

 
 6.3.2. Aproximarea polinomială. 
 Reprezentarea polinomială, foarte des folosită, furnizează ecuaţia unui polinom care 
aproximează curba dată. Expresia polinomului de gradul )1n( −  care trece prin "n" puncte date, 
este: 

  ∑ ∏
= ≠ −

−
=

n

1i ij ji

j
in )x(x

)x(x
y(x)P         (10) 

 Când numărul de puncte este mare, gradul polinomului creşte şi el, ca urmare pot apare 
oscilaţii ale curbei aproximante. Eliminarea acestui dezavantaj se face folosind aproximările pe 
porţiuni, adică pe segmente de curbă. Pentru a obţine curbe netede, se impun condiţii 
suplimentare care se referă la continuitatea curbei şi a derivatelor sale în punctele de joncţiune. 
Astfel se obţin curbele spline şi curbele Bezier. 
 
 6.3.3. Aproximarea prin funcţii spline. 
 Funcţiile spline (Rogers[93]) sunt funcţii polinomiale pe subintervale adiacente, care se 
racordează împreună cu un anumit număr din derivatele sale. Fie ][x(t),y(t)  un segment de curbă 
descris parametric, unde 21 ttt ≤≤ . El poate fi reprezentat prin funcţii spline cubice: 
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 Constantele 4321 BBBB ,,,  se determină specificând patru condiţii, care pot fi poziţiile 
capetelor segmentului de curbă şi orientările curbei în aceste puncte (date prin vectori tangenţi la 
curbă în aceleaşi puncte). Rezultă o relaţie de forma: 
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 Metoda anterioară se poate extinde pentru cazul a mai multe segmente de curbă. Astfel, 
pentru cazul a două segmente de curbă trebuiesc determinate opt constante şi aceasta se face 
specificând poziţiile de început şi sfârşit ale capetelor celor două segmente (patru condiţii), 
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orientările curbei pentru începutul primului segment şi sfârşitul celui de-al doilea (două condiţii), 
la care se adaugă condiţiile de egalitate a orientării şi curburii în punctul de joncţiune a celor două 
segmente. 
 Acest mod de operare se poate extinde uşor pentru un număr mare de segmente de curbă.  
 Se poate remarca influenţa amplitudinii vectorilor )(t1S ′  şi )(t2S ′  precum şi a gamei de 
valori a parametrilor "t" pentru fiecare segment asupra alurii curbei obţinute. Se utilizează des 
alegerea gamei de valori a parametrului "t" prin metoda coardei. Curbele spline cubice 
normalizate se referă la situaţia în care, pentru fiecare segment de curbă se setează 1t0 ≤≤ . 
 În unele situaţii se preferă pentru segmentele terminale utilizarea condiţiei de curbură 
nulă, adică 0)(tk =′′S , iar pentru cazul curbelor închise condiţiile din punctele de joncţiune ale 
segmentelor sunt de acelaşi tip pentru toate segmentele.  
 O altă clasă de funcţii spline, utilizate mai ales pentru simplitatea lor, sunt funcţiile spline 
parabolice (de ordinul doi, cuadratice), care sunt descrise de relaţii de forma: 
  (s)t(r)t)1((t) qpS +−=         (13) 
 unde srt ,,  sunt parametri, iar (r)p  şi (s)q  sunt parabole descrise parametric. 
Specificarea parabolelor se face analog, prin condiţii impuse punctelor de joncţiune între 
segmentele de curbă. 
 
 6.3.4. Aproximarea prin funcţii Bezier. 
 Curbele Bezier (Rogers[93]) realizează operaţia de aproximare a segmentelor de curbă. 
Curbele descrise anterior sunt astfel construite încât sunt constrânse să treacă prin punctele de 
joncţiune ale segmentelor de curbă. Ele sunt determinate definind mai întâi un poligon cu colţurile 

3210 ,B,B,BB . Curba Bezier parametrică asociată se scrie sub forma: 
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 unde (t)n,iJ  este funcţia Bernstein de bază de ordinul "n", dată de: 
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 Pentru 9,..,2n =  alura acestor funcţii este următoarea: 
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Fig. 6. Funcţiile Bernstein de ordinul 2...9. 

 Foarte des expresiile anterioare se pun sub formă matriceală. Pentru mărirea flexibilităţii 
metodei se poate mări numărul de puncte de definiţie a poligonului. Exemple pentru 3n =  şi 

4n =  sunt date în continuare. 

 
 n=3   n=3    n=3   n=4 
 
 6.3.5. Aproximarea prin funcţii B-spline. 
 Un alt caz de aproximare a curbelor depăşeşte limitările constatate la curbele Bezier 
(dependenţa directă a ordinului curbei de numărul de colţuri ale poligonului de definiţie şi faptul 
că (t)n,iJ  este nenul pentru 0t <  şi 1t > ). Schoenberg [100] sugerează utilizarea unei noi baze de 
funcţii care include funcţiile de bază ale lui Bernstein drept caz particular. De remarcat este 
proprietatea curbelor B-spline de a fi incluse în anvelopa convexă generată de poligonul de 
definiţie. 
 

 
Fig. 7. Anvelopa convexă generată de poligonul de definiţie a curbelor B-spline. 

 
 Fie ][x(t),y(t)  un segment de curbă descris parametric, unde 21 ttt ≤≤ . Reprezentarea lui 
prin funcţii B-spline (Rogers[93]) este dată de: 
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 unde: 
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  ,...2,1,...,n, k1,0(t),ii,k ==B  sunt funcţiile B-spline generalizate de ordinul "k". 
 Parametrul "k" indică gradul de continuitate al funcţiei spline folosite, adică (t)i,kB , 
împreună cu primele sale 2k −  derivate sunt continue şi în punctele de joncţiune. 
 Există o relaţie de recurenţă care furnizează expresiile funcţiilor B-spline de ordin superior 
funcţie de cele de ordin mai mic (formulele Cox-deBoor): 
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 unde parametrii ,...,n1,0,iti = , sunt denumiţi noduri ("knots"). Funcţiile B-spline 
normalizate de ordinul 1,2,3,4 sunt reprezentate schematic în cele ce urmează: 
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Fig. 8. Funcţiile B-spline normalizate de ordinul 1,2,3,4. 

 
 iar expresiile lor corespunzătoare sunt: 
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 Dacă conturul de reprezentat este închis, funcţiile B-spline folosite sunt denumite închise 
sau periodice. Dacă punctele de control sunt uniform depărtate, adică: 
  it, tt i1i ∀=−+ ∆∆∆∆          (20) 
 avem funcţii B-spline uniforme,cu proprietatea de periodicitate: 
  1,k,...,n-k1k-ii)(t(t) ,k0i,k +=−= ,BB ,      (21) 
 Odată construite aceste curbe, ele pot fi translate, scalate, mărite-micşorate cu uşurinţă şi 
deasemenea pot fi făcute măsurători ale unor parametri ce caracterizează curba. 
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  k=3; k=4 
 Dacă curba este descrisă printr-un set de puncte discrete, adică n10 ,...,s,sst = , avem: 

  ,...,n1,0j), (s)(s
n

0i
ji,kij ==∑

=

Bpx        (22) 

 de unde, în formă matriceală: 
  xBPxPB 1

kk
−=⇒=          (23) 

 Remarcabil este faptul că, dacă se acceptă aproximarea prin curbe B-spline uniforme, 
matricea kB  devine o matrice circulantă, pentru care există algoritmi rapizi de inversare. Pentru 
cazul în care numărul de puncte ale curbei de aproximat este m>n, se adoptă o strategie bazată pe 
minimizarea erorii medii pătratice de aproximare, care duce deasemenea la inversarea unei 
matrici circulante. 
 
6.4. Segmentarea texturilor. 
 Există opt abordări statistice în ceea ce priveşte caracterizarea texturilor, şi anume 
folosind funcţia de autocorelaţie, transformările optice, transformările digitale, "cantitatea" de 
muchii din textură ("textural edgeness"), studiul elementelor structurale, probabilităţile de 
coocurenţă a nivelelor de gri, continuitatea nivelelor de gri ("gray tone run lengths") şi modelele 
autoregresive. 
 Primele trei abordări se referă direct sau indirect la măsurători asupra frecvenţelor spaţiale. 
A patra metodă propune caracterizarea texturii prin cantitatea de muchii detectată în imagine. 
Metoda elementelor structurale este în esenţă o metodă de "potrivire" (matching) a imaginii 
texturii cu anumite elemente de structură definite pentru fiecare textură. Coocurenţa nivelelor de 
gri caracterizează interdependenţele spaţiale care există între pixelii texturii, ca şi metoda "gray 
tone run length". Analiza seriilor de timp este principiul care stă la baza modelului autoregresiv. 
 Fie (x,y)f  imaginea (continuă, conţinând textura de studiat), astfel încât: 
  )Ly 0(y) Lx 0 (x,0(x,y) yx ><><=  şi sau şipentru f     (24) 
 Funcţia de autocorelaţie este definită prin: 
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 unde xL|x|<  şi yL|y|< . Deoarece funcţia de autocorelaţie este transformata Fourier a 
spectrului de putere, această metodă, indirect, caracterizează textura prin analiza frecvenţelor 
spaţiale. În acelaşi timp ea poate fi văzută ca o problema de "potrivire prin suprapunere" 
(matching). 
 Printre primele metode de analiză a texturilor se numără transformările optice, care 
utilizau difracţia Fraunhoffer pentru generarea unor trăsături care să caracterizeze texturile. 
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 Transformările ortogonale discrete au fost şi ele mult utilizate pentru analiza texturilor. 
Gramenopolous utilizează în [43] Transformata Fourier Discretă pentru blocuri de imagine de 
32x32 în scopul caracterizării unor texturi din imagini satelitare. Trecând spectrul de putere al 
imaginii în coordonate polare, Bajcsy şi Lieberman [09] remarcă proprietatea texturilor 
direcţionale de a furniza un maxim al acestui spectru într-o direcţie perpendiculară pe direcţia 
principală a texturii. Pot fi utilizate şi alte tipuri de transformări ortogonale: Hadamard, Slant, etc. 
 Construind un filtru de decorelare, Pratt [84] foloseşte coeficienţii acestui filtru împreună 
cu primele patru momente ale histogramei pentru a caracteriza textura. 
 Metoda propusă de Rosenfeld şi Troy [96] măsoară "cantitatea" de muchii pe unitatea de 
suprafaţă. Fiecărui pixel îi este ataşată o vecinătate pentru care se calculează media estimărilor 
gradientului, estimări obţinute folosind una din metodele clasice. 
 Continuitatea nivelelor de gri ("gray tone run lengths") este o altă metodă care 
caracterizează textura folosind numărul de pixeli conectaţi având acelaşi nivel de gri. 
Măsurătorile care se fac vizează nu numai numărul efectiv de pixeli ci şi diametrul minim/maxim 
al grupării de pixeli, nivelul de gri, precum şi orientarea celor două diametre. 
 În esenţă, ultimele două metode realizează caracterizarea texturii prin calculul unei anume 
măsuri a ei. Pot fi utilizate însă şi alte măsuri, cum ar fi densitatea relativă de maxime-minime din 
imagine. 
 Matricea de coocurenţă a nivelelor de gri (i,j)P  conţine în fiecare poziţie (i,j)  numărul 
de perechi de pixeli vecini având respectiv nivelele de gri "i" şi "j". De obicei ea se normalizează, 
împărţind fiecare element la numărul de pixeli ai imaginii, ea putând astfel fi văzută ca o matrice 
de probabilităţi de apariţie, condiţionate de poziţia relativă. 
 Metodele structurale aplicate la imagini binare se referă la construcţia unui element de 
structură ("şablon") care este apoi folosit într-o operaţie de filtrare, de fapt o eroziune 
morfologică, al cărei rezultat: 
  }(x,y)/{(x,y)BS II SBS ⊂∈=ΘΘΘΘ        (26) 
 este tot o imagine binară în care densitatea pixelilor cu valoarea "1" poate fi folosită 
pentru caracterizarea imaginii. Au fost definite o multitudine de tipuri de elemente structurale, 
parametrizate sau nu. 
 Pentru cazul imaginilor în scară de gri, elementele de structură se numesc primitive şi sunt 
grupuri de pixeli conectaţi şi care satisfac anumite condiţii particulare referitoare la nivelul de gri 
al pixelului curent, conjugat cu poziţia lui relativă faţă de ceilalţi. Numeroase asemenea corelaţii 
spaţiale de descriere a primitivelor sunt citate în literatură. 
 Interdependenţa pixelilor apropiaţi din imagine poate fi caracterizată nu numai de funcţia 
de autocorelaţie, dar şi utilizând modelul autoregresiv propus de McCormick şi Jayaramamurthy 
[71]. Acest model foloseşte metode care ţin de analiza seriilor de timp pentru extragerea 
parametrilor de caracterizare a texturii. El poate fi deasemenea folosit pentru generarea texturilor. 
 Ashjari [6] propune caracterizarea texturilor prin intermediul valorilor proprii extrase din 
blocurile de imagine (32x32). Distribuţia acestor valori proprii, ordonate descrescător permite 
diferenţierea texturilor. 
 Metodele stochastice permit construcţia unor modele foarte puternice pentru texturile 
naturale (nisip, iarbă, diferite tipuri de ţesături, etc.), cu aplicaţii în sinteza imaginilor realiste şi în 
investigarea sistemului vizual uman (Pratt[85]). 
 Principial, sinteza texturilor pleacă de la un zgomot alb (câmp aleator), pentru a obţine un 
model al texturii prin intermediul unui filtru: 
 

1/A(z ,z )
1 2

e(m,n)

zgomot alb

u(m,n)

textură
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Fig. 9. Schema bloc de sinteză a texturilor. 
 
6.5. Detalii de implementare. 
 O implementare C a unui algoritm de segmentare automată este prezentată în continuare. 
 
 int i,j,k;       // contoare 
 int NMin, NMax;     // numărul de maxime şi minime din histogramă 
 long Max1, Max2;     // valorile primelor două maxime găsite 
 long Hist[256], Hist1[256]; // vectori histogramă 
 //calcul histogramă 
 for(j=0;j<DY;j++) 
  for(i=0;i<DX;i++) 
   Hist[Img1[i][j]]++; 
 do { 
  // aplică filtrul nerecursiv de netezire asupra vectorului histogramă 
  Hist1[0]=(Hist[0]+Hist[1])/3; 
  for(i=1;i<255;i++) 
   Hist1[i]=(Hist[i-1]+Hist[i]+Hist[i+1])/3; 
  Hist1[255]=(Hist[254]+Hist[255])/3; 
  for(i=0;i<256;i++) 
   Hist[i]=Hist1[i]; 
  // calculează numărul şi poziţia maximelor din vectorul histogramă 
  k=1; j=0; NMin=0; NMax=0; Max1=0; Max2=0; 
  for(i=0;i<256;i++) { 
   if(i!=0 && i!=255) { 
    if(Hist[i-1]==Hist[i] && Hist[i]==Hist[i+1]) //1=palier 
     ; 
    if(Hist[i-1]==Hist[i] && Hist[i]< Hist[i+1]) //2=sfârşit minim 
     if(k==2) 
      k=1, NMin++, Min1=Min2, Min2=(i+j)/2; 
    if(Hist[i-1]==Hist[i] && Hist[i]> Hist[i+1]) //3=sfârşit maxim 
     if(k==1) 
      k=2, NMax++, Max1=Max2, Max2=(i+j)/2; 
    if(Hist[i-1]< Hist[i] && Hist[i]==Hist[i+1]) //4=început maxim 
     j=i; 
    if(Hist[i-1]< Hist[i] && Hist[i]< Hist[i+1]) //5=rampă crescătoare 
     ; 
    if(Hist[i-1]< Hist[i] && Hist[i]> Hist[i+1]) //6=maxim clar 
     k=2, NMax++, Max1=Max2, Max2=i; 
    if(Hist[i-1]> Hist[i] && Hist[i]==Hist[i+1]) //7=început minim 
     j=i; 
    if(Hist[i-1]> Hist[i] && Hist[i]< Hist[i+1]) //8=minim clar 
     k=1, NMin++, Min1=Min2, Min2=i; 
    if(Hist[i-1]> Hist[i] && Hist[i]> Hist[i+1]) //9=rampă căzătoare 
     ; 
   } else 
    if(i==0) { 
     if(Hist[i]==Hist[i+1])       //1,4,7 
      ; 
     if(Hist[i]< Hist[i+1])       //2,5,8 
      ; 
     if(Hist[i]> Hist[i+1])       //3,6,9 
      ; 
    } else { 
     if(Hist[i-1]==Hist[i])       //1,2,3 
      if(k==1) k=2, NMax++, Max1=Max2, Max2=(i+j)/2; 
     if(Hist[i-1]< Hist[i])       //4,5,6 
      k=2, NMax++, Max1=Max2, Max2=i; 
     if(Hist[i-1]> Hist[i])       //7,8,9 
      ; 
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    } 
  } 
 } while(NMax>2); // repetă până se obţin doar două maxime 
 // calcul prag de segmentare 
 Th=(Max2*Hist[Max2]-Max1*Hist[Max1])/(Hist[Max2]-Hist[Max1]); 
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7.1. Detecţia curbelor folosind transformata Hough. 
 O metodă de separare a liniilor şi curbelor dintr-o imagine are la bază transformata Hough 
(Ballard[10]), (Duda[36]), (Haralick[45], (Hough[50]), (Pratt[84]). Fie nmxy +=  ecuaţia unei 
drepte în planul imaginii. Ei îi corespunde în planul descris de coordonatele )n,m(  un punct, şi 
reciproc, fiecărei drepte din planul )n,m(  îi corespunde o dreaptă în planul imaginii (fig. 1 şi 2). 
 

0

y

x

(-n/m)

m

y=mx+n

0

n

m

(m,n)

 
Fig. 1.     Fig. 2. 

 
 Ca urmare, unor puncte coliniare din planul (x,y)  le corespunde un fascicol de drepte 
concurente într-un punct unic din planul transformatei Hough (fig. 3 şi 4). 
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Fig. 3.      Fig. 4. 

 Deoarece pentru drepte verticale, valoarea parametrului "m" tinde către infinit, pentru a 
limita domeniul valorilor parametrilor se preferă exprimarea dreptei din planul )y,x(  prin: 
  ρθyθx =+ cossin          (1) 
 unde "ρ" este distanţa din origine şi până la dreaptă, iar "θ" este unghiul între dreaptă şi 
abscisă (fig. 5 şi fig. 6). 
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Fig. 5.     Fig. 6. 

 Ca urmare, unor puncte colineare din planul )y,x( , le corespunde un set de sinusoide (fig. 
7 şi fig. 8) care se intersectează într-un singur punct: 
  iii θ+y θx )(ρ cossin=θ         (2) 
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Fig. 7.     Fig. 8. 

 
7.2. Versiuni ale transformării Hough. 
 Gama valorilor pe care le poate lua unghiul θ între normala la dreaptă şi abscisă, la o 
prima vedere, ar fi ],[ ππ− . Analizând această gamă de valori a unghiului θ, Duda şi Hart [36] 
ajung la concluzia că este suficient să se limiteze analiza la gama ],2/[ ππ− , deoarece gama 
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unghiurilor formate de vectorii de poziţie ai pixelilor din imagine este ]2/,0[ π , iar faţă de 
aceştia, dreptele posibile din imagine formează un unghi de ]2/,2/[ ππ−  (fig. 9). 
 

Xmax
θθθθ x

y

0

Ymax

ρρρρ
[0,π/2]

[−π/2,π/2]

 
Fig. 9. 

 
 O'Gorman şi Clowes [77] propun modificarea transformării Hough, pentru înlănţuirea 
punctelor de muchie dintr-o imagine. Unghiul θ este obţinut din direcţia gradientului calculat 
pentru imagine, iar θθ+y x ρ(θ) cossin= . Matricea transformatei Hough, în această versiune, se 
incrementează cu valoarea estimată a modulului gradientului în punctul curent, ceea ce permite 
mărirea influenţei muchiilor puternic accentuate. 
 
7.3. Generalizarea transformării Hough. 
 Dacă în imaginea iniţială trebuiesc localizate curbe (contururi) cunoscute, cu dimensiuni şi 
orientări stabilite, care nu au o expresie analitică, poate fi utilizată metoda propusă de Ballard în 
[10]. 

(x ,y )
cc

(x,y)

φφφφ

αααα x

ρρρρ

 
Fig. 10. Principiul generalizării transformării Hough. 

 
 Această metodă porneşte cu stabilirea unui punct de referinţă, notat ),y(x cc . 
 Unghiul faţă de abscisă format de segmentul care uneşte punctul de referinţă cu pixelul 
curent, notat α în figura precedentă, poate fi măsurat pentru toţi pixelii formei model. 
 Fiecărui pixel curent al conturului formei îi corespunde de asemenea o anumită orientare a 
muchiei, notată φ în figură, şi care se poate obţine în imaginea iniţială din studiul estimării 
discrete a vectorului gradient. 
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 Ballard propune în continuare construirea unui tabel ("R-table") care să conţină, pentru 
toate orientările posibile ale vectorului gradient, informaţiile necesare localizării punctului de 
referinţă. Pentru aceeaşi orientare a vectorului gradient, evident, sunt posibile mai multe variante 
de localizare a punctului de referinţă, adică mai multe perechi ),α(ρ jj . 
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2 2

 
Fig. 11. Metoda Ballard de generalizare a transformării Hough. 

 
 Tabelul ce trebuie construit pentru forma de localizat are următoarea structură: 
 

Unghiul faţă de abscisă al segmentului ce 
uneşte punctul curent cu punctul de referinţă 

Localizări posibile ale punctului 
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 Pentru fiecare pixel de muchie se extrag din tabel localizările posibile pentru punctul de 
referinţă, iar apoi, pentru fiecare pereche ),α(ρ n

j
n
j  se calculează: 
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αρxx

sin
cos

         (3) 

 În tabloul de acumulare se incrementează locaţia ),y(x cc . 
 Metoda poate fi extinsă pentru cazul localizării obiectelor indiferent de mărimea 
(invarianţa la scalare) şi orientarea (invarianţa la rotaţie) lor (Illingworth[55]), dar volumul de 
calcul creşte extrem de mult. 
 
7.4. Optimizarea transformatei Hough. 
 Pentru limitatea volumului mare de operaţii necesare în calculul transformatei Hough, 
Kimme [60] propune utilizarea informaţiilor privind direcţia muchiei, date de vectorul gradient. 
Fie cazul cercului de rază fixă R. 
  22

0
2

0 R)y(y)x(x =−+−         (4) 
 Metoda clasică implică pentru fiecare punct (x,y)  din planul imaginii incrementarea în 
tabloul de acumulare a tuturor punctelor aflate, în spaţiul parametrilor, pe cercul: 
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  22
0

2
0 Ry)(yx)(x =−+−         (5) 

 Ecuaţia precedentă se poate scrie parametric: 
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 unde (x,y)ϕϕ =  poate fi direcţia muchiei faţă de abscisă, furnizată de un operator tip 
gradient. În acest caz, pentru fiecare punct (x,y)  din planul imaginii este incrementat în tabloul de 
acumulare doar punctul cu coordonatele ),y(x 00  date de ecuaţiile precedente. 
 Ideea transformării Hough poate fi generalizată pentru diferite alte curbe care pot fi 
descrise parametric prin: 
  0),( =AXf           (7) 
unde X este vectorul de poziţie al punctului curent al curbei, iar A este vectorul de parametri, a 
cărui dimensiune depinde de tipul curbei. 
 Astfel, pentru detecţia cercurilor dintr-o imagine avem o descriere cu trei parametri, 

,r),y(x 00 : 
  22

0
2

0 r)y(y)x(x =−+−         (8) 
 Pentru elipse sunt patru parametri, ,a,b),y(x 00 : 

  1
b

)y(y
a

)x(x
2

2
0

2

2
0 =−+−         (9) 

 Problema principală care apare în asemenea cazuri este dimensiunea mare ocupată de 
"matricea de acumulare", devenită un tablou cu trei dimensiuni pentru cazul cercului şi unul cu 
patru dimensiuni pentru elipsă. 
 Metoda lui Kimme poate fi folosită şi în acest caz: 
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 unde: 
  )(dx/dy ϕtg=           (11) 
 iar 
  (x,y)ϕϕ =           (12) 
 este înclinarea muchiei dată de un operator tip gradient. 
 Ballard şi Brown [10] propun o metodă pentru reducerea şi mai drastică a volumului de 
calcul necesar construirii transformării Hough. Astfel pentru fiecare pereche de pixeli de muchie 

),y(x 11  şi ),y(x 22  se pot obţine următoarele patru ecuaţii (două sunt ecuaţiile elipsei, iar celelalte 
se obţin prin derivare, conform metodei lui Kimme) care permit aflarea punctului de coordonate 

,a,b),y(x 00  din spaţiul parametrilor pentru care se incrementează tabloul de acumulare: 
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 unde ),y(x 11  şi ),y(x 22  sunt pixeli de muchie. Volumul de calcul necesar în acest caz este 
proporţional cu pătratul numărului de pixeli de muchie. 
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 Este interesant de studiat gama valorilor pe care le poate lua distanţa ρ de la origine la 
dreaptă (Bulea[14]), pentru diferite valori ale lui θ. Imaginea având originea în colţul din stânga-
jos, vom nota cu maxX  şi maxY  dimensiunile ei, iar cu )(R θmin  şi )(R θmax  valorile limită pentru ρ, 
funcţie de unghiul θ. 
 De exemplu, dacă ]0,2π/[θ −∈ , se constată (fig. 12) că avem: 
  θX)(R cosmaxmax =θ          (14) 
 Analog, studiind figurile care urmează, 13 şi 14, corespunzătoare cazurilor ]2/,0[θ π∈  şi 
respectiv ],2/[θ ππ∈ , se pot sintetiza expresii pentru )(R θmin  şi )(R θmax . 
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Fig. 12.      Fig. 13. 
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Fig. 14. 

 Rezultă relaţiile: 
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 În figurile următoare sunt reprezentate domeniile de valori posibile pentru transformarea 
Hough în versiunea originală (fig. 15) şi respectiv în versiunile Duda & Hart şi O'Gorman & 
Clowes )0(ρ >  (fig 16). 
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Fig. 15.     Fig. 16. 

 
 S-au marcat cu (1), (2), (3) regiunile din transformare care se repetă prin simetrie. Această 
se datorează faptului că linie definită de perechea ),( θρ  este identică cu cea dată de ),( θπρ +− . 
 Următoarea transformare (fig. 17) pemite reducerea gamei dinamice pentru unghiul θ de la 

],2/[- ππ  la intervalul ],0[ π : 
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Fig. 17.     Fig. 18. 



7. Transformata Hough.  

 92

 Desigur, o transformare alternativă poate fi definită pentru a reduce aceeaşi gamă 
dinamică la ]2/,2/[ ππ−  şi ea este dată de: 
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     (18) 

 Mai departe se pot obţine doar valori pozitive pentru )(θρ′  prin transformarea (vezi fig. 
18): 
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     (19) 

 iar gama dinamica a lui )(θρ ′′  devine: 
  )](R)(,R0[)( θθθρ minmax −∈′′         (20) 
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Fig. 19.     Fig. 20. 

 
 Se remarcă din figura precedentă (fig. 19) că transformarea propusă conservă toată 
informaţia existentă în imaginea transformării precedente, în timp ce gama de valori pentru 
unghiul θ s-a redus cu o treime. O reprezentare grafică a transformării alternate este dată în Fig. 
20. 
 Dacă se apelează şi la normalizarea: 

  
)(R)(R
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θρθρ
minmax −
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 gama de valori posibile pentru ordonată devine independentă de θ, adică: 
  ],0[], 1,0[)( πθθρ ∈∀∈′′′         (22) 
 
7.5. Transformarea inversă. 
 Efectuând transformarea propusă, după găsirea maximelor )( kk θρ ′′′  în matricea 
transformării, liniile se localizează în imaginea iniţială folosind transformarea inversă dată de: 
 
  )](R)()[R()( kkkkkk θθθρθρ minmax −′′′=′′       (23) 
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 deci: 
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 de unde se obţine ecuaţia dreptei din imaginea iniţială: 
  )(+y x kkkk θρθθ =cossin ;        (26) 
 
7.6. Calculul propriu-zis al transformatei Hough. 
 Transformata Hough poate fi estimată prin trasarea curbelor sinusoidale în planul ),( ρθ  şi 
apoi calculând densitatea locală de curbe în fiecare punct. Definind în prealabil matricea de 
acumulare, aceste curbe sunt de obicei trasate prin incrementarea tuturor locaţiilor 
corespunzătoare ale matricii. 
 Cea mai simplă soluţie este de a calcula, pentru fiecare valoare discretă a unghiului: 
  kkkk +y x )( θθθρ cossin=         (27) 
 incrementând doar elementul ),( kk ρθ  al matricii de acumulare. În consecinţă, doar o 
singură locaţie este incrementată pentru fiecare valoare discretă a unghiului şi de aici rezultă 
principalul dezavantaj al acestei metode: pentru porţiunile de sinusoidă având panta mare, doar 
puţine elemente ale matricii de acumulare sunt modificate, după cum se poate vedea din figura 
următoare (21): 

(0,0)

ρ

θ

  

(0,0)

ρ

θ

 
Fig. 21.     Fig. 22. 

 
 O soluţie puţin mai bună este de a calcula perechile ),( kk ρθ  şi ),( 1k1k ++ ρθ , şi de a 
incrementa toate elementele matricii de acumulare aflate pe linia care uneşte aceste puncte în 
planul transformatei Hough, dar timpul de calcul necesar creşte (Fig. 22). 
 O metodă mai precisa de a efectua transformata Hough se obţine dacă o regiune 
rectangulară a planului Hough, localizată în jurul punctului ),( kk ρθ  este asociată fiecărei locaţii a 
acumulatorului, ca în figura 23. 
 

  0 0 3 0 1 număr de intersecţii
 

Fig. 23.     Fig. 24. 
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 O idee foarte bună este incrementarea fiecărei locaţii a matricii de acumulare cu o valoare 
proporţională cu lungimea sinusoidei curente în careul corespunzător. Astfel se obţine o 
reprezentare mai netedă şi mai precisă a transformatei Hough, permiţând localizarea mai facilă a 
punctelor de maxim. Calculul acestor lungimi se simplifică considerabil dacă curbele sinusoidale 
se aproximează prin segmente în interiorul fiecărui asemenea careu. 
 Deşi aceasta este cea mai bună metodă prezentată până acum, ea are un dezavantaj major, 
prezentat în figura 24. Valorile corespunzătoare calculate pentru fiecare careu elementar sunt 
aproximativ egale (deoarece lungimile tuturor curbelor trasate sunt aproximativ egale), chiar dacă 
punctul de intersecţie este foarte bine precizat. Această situaţie afectează precizia de localizare a 
maximelor în matricea de acumulare. Problema poate fi remediată prin numărarea punctelor de 
intersecţie în fiecare careu elementar. 
 Pentru fiecare pereche de curbe definită de ),y(x kk  şi ),y(x jj , punctul de intersecţie este 
dat de: 

  ,...1,0,1...,   nn
yy
xx
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kj −=+

−
−

−= πθ arctg  şi     (28) 

  
2

jk
2

jk

kjjk
kj

)y(y)x(x

yxyx

−+−

−
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 Alegând valoarea unghiului care îndeplineşte condiţia ]2,0[kj πρ ∈  atunci: 
  )()( kjkjkjkj θρθρ =′          (30) 
 şi următoarele calcule trebuiesc efectuate: 
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 Numărul necesar de operaţii este 2)/1(NN −∗ , unde N este numărul de curbe, şi el este 
mai mare ca numărul de operaţii necesar efectuării transformatei Hough clasice dacă 

Θ2)/1(N >− , unde Θ este numărul de valori discrete ale unghiului, pentru ),0[kj πθ ∈ . 
 Această metodă poate fi dezvoltată ţinând cont de tăria muchiilor, adică setând 
incrementul utilizat la o valoare dependentă de valoarea estimată a modulului gradientului pentru 
fiecare punct. Această idee derivă din metoda lui O Gorman şi Clowes. 
 Ca urmare, incrementul utilizat pentru fiecare intersecţie este: 
  0   λ)]|),,y(x[|)]|,y(x[λ(|1),(∆ jjkkkjkj >++= unde  fgradfgradh ρθ   (33) 
 
7.7. Rezultate comparative şi concluzii. 
 În continuare sunt prezentate rezultatele comparative obţinute aplicând cele trei versiuni 
prezentate ale transformării Hough. S-au utilizat două imagini generate cu 256 nivele de gri (a 
doua conţine zgomot gaussian, 502 =σ ), şi o imagine cu 256 nivele de gri, obţinută de la o 
camera TV. 
 Pentru transformata Hough originală şi pentru versiunea Duda & Hart a fost utilizat 
operatorul Sobel pentru detecţia muchiilor, iar pragul de segmentare folosit a fost ales la 128. 
 Rezultatele obţinute pentru varianta propusă sunt prezentate pentru cazul transformatei 
calculate prin metoda trasării cu numărarea intersecţiilor )255/1( =λ . 
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Imaginea 1 (imagine generată,fără zgomot)  Imaginea 2 (imagine generată, cu zgomot) 

0

y
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0

y
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Imaginea 1 - Muchii extrase (Sobel)   Imaginea 2 - Muchii extrase (Sobel) 

0000

π/2π/2π/2π/2 ππππ 3π/23π/23π/23π/2 2π2π2π2π

ρρρρ

θθθθ
0000

π/2π/2π/2π/2 ππππ 3π/23π/23π/23π/2 2π2π2π2π
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Imaginea 1 - Transformata Hough   Imaginea 2 - Transformata Hough 
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0000−π/2−π/2−π/2−π/2 π/2π/2π/2π/2 ππππ
θθθθ

ρρρρ

0−π/2−π/2−π/2−π/2 π/2π/2π/2π/2 ππππ
θθθθ

ρρρρ

 
Imaginea 1 - versiunea Duda & Hart  Imaginea 2 - versiunea Duda & Hart 

0000−π/2−π/2−π/2−π/2 π/2π/2π/2π/2 ππππ
θθθθ

ρρρρ

0−π/2−π/2−π/2−π/2 π/2π/2π/2π/2 ππππ
θθθθ

ρρρρ

 
Imaginea 1- versiunea O'Gorman & Clowes  Imaginea 2- versiunea O'Gorman & Clowes 
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Imaginea 3 (imagine achiziţionată)   Imaginea 3 Muchii extrase (Sobel) 
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π/2π/2π/2π/2 ππππ 3π/23π/23π/23π/2 2π2π2π2π
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θθθθ

0000−π/2−π/2−π/2−π/2 π/2π/2π/2π/2 ππππ
θθθθ
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Imaginea 3 - Transformata Hough  Imaginea 3 - versiunea Duda & Hart 

0000−π/2−π/2−π/2−π/2 π/2π/2π/2π/2 ππππ
θθθθ

ρρρρ ψψψψ

θθθθ
0 π/2π/2π/2π/2 ππππ  

Imaginea 3 - versiunea O'Gorman & Clowes Imaginea 1 – Versiunea optimizată, trasare 
ψψψψ

θθθθ
0 π/2π/2π/2π/2 ππππ

ψψψψ

θθθθ
0 π/2π/2π/2π/2 ππππ  

Imaginea 2 - Versiunea optimizată, trasare Imaginea 3 - Versiunea optimizată, trasare 
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ψψψψ

θθθθ
0 π/2π/2π/2π/2 ππππ  

ψψψψ

θθθθ
0 π/2π/2π/2π/2 ππππ  

Image 2 - Versiunea optimizată, numărare.  Image 3 - Versiunea optimizată, numărare. 

Imaginea 2:
Versiunea Duda & Hart, vedere 3D.  

Imaginea 2:
Versiunea propusă, trasare, vedere 3D.  
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Imaginea 2:
Versiunea propusă, numărare, vedere 3D.  

Imaginea 3:
Versiunea Duda & Hart, vedere 3D.  

Imaginea 3:
Versiunea propusă, trasare, vedere 3D.  
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Imaginea 3:
Versiunea propusă, numărare, vedere 3D.  
 
 Deşi transformata Hough necesită un mare volum de operaţii şi multă memorie, ea rămâne 
un instrument foarte puternic în analiza imaginilor. 
 Versiunea optimizată prezintă o creştere semnificativă a rezoluţiei pe ambele axe. Astfel, 
domeniul pentru parametrul θ este redus de la ],2/[ ππ−  pentru versiunea Duda & Hart, la 

],0[ π  sau echivalent ]2/,2/[ ππ−  pentru versiunea propusă. Aceasta transformare nu are zone 
neutilizate în matricea de acumulare, precum prezintă versiunile clasice ale transformării Hough 
(versiunea Duda & Hart foloseşte doar 60% din locaţiile matricii de acumulare). Transformata 
inversă descrisă în această lucrare trebuie utilizată pentru localizarea segmentelor de dreaptă din 
imaginea iniţială, fiecare corespunzând unui maxim local în matricea de acumulare. 
 Cea mai bună soluţie din cele analizate este de a calcula numărul de intersecţii de 
sinusoide în fiecare careu elementar corespunzător locaţiilor matricii de acumulare, dar timpul de 
calcul este în acest caz proporţional cu 2)/1N(N − , unde N este numărul de puncte de muchie din 
imaginea iniţială. Maximele locale obţinute astfel sunt mai accentuate, iar precizia localizării lor 
este mai mare. Rezultatele se îmbunătăţesc dacă se îmbină această metodă cu ideea lui O'Gorman 
& Clowes - creşterea influenţei muchiilor accentuate prin utilizarea unui increment dependent de 
valoarea absolută a modulului gradientului estimat pentru fiecare pixel din imagine. 
 
7.8. Detalii de implementare. 
 Aplicaţia PROImage, prezentată în capitolul 21 include mai multe implementări ale 
transformatei Hough şi a variantelor sale (pentru informaţii suplimentare se poate studia codul 
sursă din fişierul "hou.pas"). 
 
(*=========================================*) 
(* Transformarea Hough, versiunea originală*) 
Procedure HHough(k,m : byte); 
var 
 x,y,i,j,n  : integer; 
 raza,teta,fi : real; 
 RMax,Hmax  : real; 
 Sn,Cs    : array [0..127] of real; 
begin 
 for i:=0 to 127 do 
 begin 
  teta:=i/127.0*2*PI-PI; 
  Sn[i]:=sin(teta); 
  Cs[i]:=cos(teta); 
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 end; 
 
 New(Hc); 
 for x:=0 to 127do 
  for y:=0 to 119 do 
   Hc^[y,x]:=0.0; 
 
 fi:=arctan(240/256); 
 RMax:=Sqrt(Sqr(255.0)+Sqr(239.0)); 
 for x:=0 to 255 do 
 begin 
  for y:=0 to 239 do 
   if Pc^[y,x]<>0 then 
   begin 
    for i:=0 to 127 do 
    begin 
     raza:=x*Cs[i]+y*Sn[i]-RMax/2.0*cos(i/127.0*2*PI-PI-fi); 
     j:=Round(raza/RMax*59.0)+60; 
     Hc^[j,i]:=Hc^[j,i]+1.0; 
    end; 
   end; 
 end; 
 
 HMax:=0.0; 
 for x:=0 to 127 do 
  for y:=0 to 119 do 
   if Hc^[y,x]>HMax then 
    HMax:=Hc^[y,x]; 
 
 if HMax<>0 then 
 begin 
  XOff:=((m-1)-2*((m-1) div 2))*256; 
  YOff:=((m-1) div 2)*240; 
  for x:=0 to 127 do 
  begin 
   for y:=0 to 119 do 
   begin 
    n:=Round(255.0*Hc^[y,x]/HMax); 
    Pc^[y+y,x+x]:=n; 
    Pc^[y+y,x+x+1]:=n; 
    Pc^[y+y+1,x+x]:=n; 
    Pc^[y+y+1,x+x+1]:=n; 
   end; 
  end; 
 end; 
 ... 
end; 
 
(*===========================================*) 
(* Transformarea Hough, versiunea Duda & Hart*) 
Procedure DHough(k,m : byte); 
var 
 x,y,i,l,n  : integer; 
 raza,teta,fi : real; 
 RMax,Hmax  : real; 
 Sn,Cs    : array [0..127] of real; 
begin 
 for i:=0 to 127 do 
 begin 
  teta:=i/127.0*1.5*PI-PI/2.0; 
  Sn[i]:=sin(teta); 
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  Cs[i]:=cos(teta); 
 end; 
 
 New(Hc); 
 for x:=0 to 127do 
  for y:=0 to 119 do 
   Hc^[y,x]:=0.0; 
 
 RMax:=Sqrt(Sqr(255.0)+Sqr(239.0)); 
 for x:=0 to 255 do 
 begin 
  for y:=0 to 239 do 
   if Pc^[y,x]<>0 then 
   begin 
    if x=0 then 
     fi:=0.0 
    else 
     fi:=arctan(y/x)-PI/2.0; 
    j:=Round(127.0*fi/PI/1.5+127.0/3.0); 
    n:=Round(127.0*(fi+PI)/PI/1.5+127.0/3.0); 
    for i:=j to n do 
    begin 
     raza:=x*Cs[i]+y*Sn[i]; 
     l:=Round(raza/RMax*119.0); 
     Hc^[l,i]:=Hc^[l,i]+1.0; 
    end; 
   end; 
 end; 
 
 HMax:=0; 
 for x:=0 to 127 do 
  for y:=0 to 119 do 
   if Hc^[y,x]>HMax then 
    HMax:=Hc^[y,x]; 
 
 if HMax<>0 then 
 begin 
  XOff:=((m-1)-2*((m-1) div 2))*256; 
  YOff:=((m-1) div 2)*240; 
  for x:=0 to 127 do 
   for y:=0 to 119 do 
   begin 
    n:=Round(255.0*Hc^[y,x]/HMax); 
    Pc^[y+y,x+x]:=n; 
    Pc^[y+y,x+x+1]:=n; 
    Pc^[y+y+1,x+x]:=n; 
    Pc^[y+y+1,x+x+1]:=n; 
   end; 
 end; 
 ... 
end; 
 
(*================================================*) 
(* Transformarea Hough, versiunea O’Gorman & Clove*) 
Procedure GHough(k,m : byte); 
var 
 x,y,i,n,p,q  : integer; 
 k1,k2    : integer; 
 raza,teta,fi : real; 
 RMax,HMax  : real; 
 Sn,Cs    : array [0..127] of real; 
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begin 
 
 New(Hc); 
 New(Rc); 
 New(Fc); 
 
 for x:=0 to 255 do 
  for y:=0 to 239 do 
  begin 
   Rc^[y,x]:=0; 
   Fc^[y,x]:=0; 
  end; 
 
 for i:=0 to 127 do 
 begin 
  teta:=i/127.0*1.5*PI-PI/2.0; 
  Sn[i]:=sin(teta); 
  Cs[i]:=cos(teta); 
 end; 
 
 for x:=1 to 254 do 
  for y:=1 to 238 do 
  begin 
   k1:=Pc^[y+1,x]-Pc^[y-1,x]; 
   k2:=Pc^[y,x+1]-Pc^[y,x-1]; 
   n:=Round(Sqrt(Sqr(k1+0.0)+Sqr(k2+0.0))); 
   if n>255 then n:=255; 
   Rc^[y,x]:=n; 
   if k2=0 then 
    fi:=pi/2 
   else 
    fi:=arctan(k1/k2); 
   if fi<-PI/2 then 
    fi:=fi+1.5*PI 
   else 
    if fi<PI/2 then 
     fi:=fi+PI/2.0 
    else 
     fi:=fi-PI/2.0; 
   n:=Round(fi/PI*255.0); 
   Fc^[y,x]:=n; 
  end; 
 
 for x:=0 to 127 do 
  for y:=0 to 119 do 
   Hc^[y,x]:=0.0; 
 
 RMax:=Sqrt(Sqr(255.0)+Sqr(239.0)); 
 for x:=0 to 255 do 
 begin 
  for y:=0 to 239 do 
  if Rc^[y,x]>110 then 
  begin 
   if x=0 then 
    fi:=PI/2 
   else 
    fi:=arctan(y/x); 
   if Fc^[y,x]*PI/255.0<fi then 
    fi:=Fc^[y,x]*PI/255.0+PI/2.0 
   else 
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    fi:=Fc^[y,x]*PI/255.0-PI/2.0; 
   for i:=0 to 127 do 
   begin 
    raza:=x*Cs[i]+y*Sn[i]; 
    n:=Round(raza/RMax*119.0); 
    if n>=0 then 
     Hc^[n,i]:=Hc^[n,i]+Fc^[y,x]; 
   end; 
  end; 
 end; 
 
 HMax:=0; 
 for x:=0 to 127 do 
  for y:=0 to 119 do 
   if Hc^[y,x]>HMax then 
    HMax:=Hc^[y,x]; 
 
 if (HMax<>0) then 
 begin 
  XOff:=((m-1)-2*((m-1) div 2))*256; 
  YOff:=((m-1) div 2)*240; 
  for x:=0 to 127 do 
   for y:=0 to 119 do 
   begin 
    n:=Round(255*Hc^[y,x]/HMax); 
    Pc^[y+y,x+x]:=n; 
    Pc^[y+y,x+x+1]:=n; 
    Pc^[y+y+1,x+x]:=n; 
    Pc^[y+y+1,x+x+1]:=n; 
   end; 
 end; 
 ... 
end; 
 
(*============================================*) 
(* Transformarea Hough, versiunea optimizată 1*) 
Procedure NHough(k,m : byte); 
var 
 x,y,i,j,n   : integer; 
 raza,teta,fi  : real; 
 HMaxim,RMaxim  : real; 
 Sn,Cs,rmin,rmax : array [0..127] of real; 
begin 
 New(Hc); 
 for x:=0 to 127do 
  for y:=0 to 119 do 
   Hc^[y,x]:=0.0; 
 
 fi:=arctan(240/256); 
 RMaxim:=Sqrt(Sqr(255.0)+Sqr(239.0)); 
 for i:=0 to 127 do 
 begin 
  teta:=i/127.0*PI; 
  Sn[i]:=sin(teta); 
  Cs[i]:=cos(teta); 
  if teta<PI/2 then 
   rmax[i]:=RMaxim*cos(fi-teta) 
  else 
   rmax[i]:=239.0*sin(teta); 
  if teta<PI/2 then 
   rmin[i]:=0.0 
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  else 
   rmin[i]:=255.0*cos(teta); 
 end; 
 
 for x:=0 to 255 do 
 begin 
  for y:=0 to 239 do 
   if Pc^[y,x]>0 then 
   begin 
    for i:=0 to 127 do 
    begin 
     raza:=(x*Cs[i]+y*Sn[i]-rmin[i])/(rmax[i]-rmin[i]); 
     j:=119-Round(raza*119.0); 
     Hc^[j,i]:=Hc^[j,i]+1.0; 
    end; 
   end; 
 end; 
 
 HMaxim:=0.0; 
 for x:=0 to 127 do 
  for y:=0 to 119 do 
   if Hc^[y,x]>HMaxim then 
    HMaxim:=Hc^[y,x]; 
 
 if HMaxim<>0 then 
 begin 
  XOff:=((m-1)-2*((m-1) div 2))*256; 
  YOff:=((m-1) div 2)*240; 
  for x:=0 to 127 do 
  begin 
   for y:=0 to 119 do 
   begin 
    n:=Round(255.0*Hc^[y,x]/HMaxim); 
    Pc^[y+y,x+x]:=n; 
    Pc^[y+y,x+x+1]:=n; 
    Pc^[y+y+1,x+x]:=n; 
    Pc^[y+y+1,x+x+1]:=n; 
   end; 
  end; 
 end; 
 ... 
end; 
 
(*============================================*) 
(* Transformarea Hough, versiunea optimizată 2*) 
Procedure EHough(k,m : byte); 
var 
 x,y,i,j,n,p,n1,n2 : integer; 
 raza,teta,fi  : real; 
 Thr,Lmb    : real; 
 HMaxim,RMaxim  : real; 
 Sn,Cs,rmin,rmax : array [0..127] of real; 
 L,r,s     : longint; 
begin 
 New(Hc); 
 New(Cc); 
 
 Cc^[0,0]:=0; 
 Cc^[0,255]:=0; 
 Cc^[239,0]:=0; 
 Cc^[239,255]:=0; 
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 for x:=1 to 254 do 
 begin 
  n:=abs(integer(Pc^[0,x-1])-Pc^[0,x+1]); 
  if n>255 then n:=255; 
  Cc^[0,x]:=n; 
 end; 
 for x:=1 to 254 do 
 begin 
  n:=abs(integer(Pc^[239,x-1])-Pc^[239,x+1]); 
  if n>255 then n:=255; 
  Cc^[239,x]:=n; 
 end; 
 for y:=1 to 238 do 
 begin 
  n:=abs(integer(Pc^[y-1,0])-Pc^[y+1,0]); 
  if n>255 then n:=255; 
  Cc^[y,0]:=n; 
 end; 
 for y:=1 to 238 do 
 begin 
  n:=abs(integer(Pc^[y-1,255])-Pc^[y+1,255]); 
  if n>255 then n:=255; 
  Cc^[y,255]:=n; 
 end; 
 for x:=1 to 254 do 
  for y:=1 to 238 do 
  begin 
   n1:=integer(Pc^[y-1,x-1])-Pc^[y-1,x+1]+Pc^[y,x-1]- 
       Pc^[y,x+1]+Pc^[y+1,x-1]-Pc^[y+1,x+1]; 
   n2:=integer(Pc^[y-1,x-1])-Pc^[y+1,x-1]+Pc^[y-1,x]- 
       Pc^[y+1,x]+Pc^[y-1,x+1]-Pc^[y+1,x+1]; 
   n1:=abs(n1);n2:=abs(n2); 
   if n>n2 then n:=n1 
   else n:=n2; 
   if n>255 then n:=255; 
   Cc^[y,x]:=n; 
  end; 
 
 for i:=0 to 127 do 
 begin 
  teta:=i/127.0*1.5*PI-PI/2.0; 
  Sn[i]:=sin(teta); 
  Cs[i]:=cos(teta); 
 end; 
 
 fi:=arctan(240/256); 
 RMaxim:=Sqrt(Sqr(255.0)+Sqr(239.0)); 
 for i:=0 to 127 do 
 begin 
  teta:=i/127.0*PI; 
  Sn[i]:=sin(teta); 
  Cs[i]:=cos(teta); 
  if teta<PI/2 then 
   rmax[i]:=RMaxim*cos(fi-teta) 
  else 
   rmax[i]:=239.0*sin(teta); 
  if teta<PI/2 then 
   rmin[i]:=0.0 
  else 
   rmin[i]:=255.0*cos(teta); 
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 end; 
 
 for x:=0 to 127 do 
  for y:=0 to 119 do 
   Hc^[y,x]:=0.0; 
 
 New(Vc); 
 L:=0; 
 Thr:=224; 
 for i:=0 to 255 do 
  for j:=0 to 239 do 
   if Cc^[j,i]>Thr then 
   begin 
    Vc^[L]:=i; 
    Vc^[L+1]:=j; 
    L:=L+2; 
   end; 
 
 Lmb:=1.0/255.0; 
 for r:=0 to (L div 2)-1 do 
 begin 
  x:=Vc^[r+r]; 
  y:=Vc^[r+r+1]; 
  for s:=0 to r-1 do 
  begin 
   n1:=Vc^[s+s]; 
   n2:=Vc^[s+s+1]; 
   (*pentru fiecare pereche validă*) 
   if y=n2 then 
    fi:=PI/2 
   else 
    fi:=-arctan((x-n1)/(y-n2)); 
   if fi<0 then 
    fi:=fi+PI; 
   n:=round(fi/PI*127.0); 
   raza:=x*Cs[n]+y*Sn[n]; 
   if fi>PI/2 then 
    raza:=raza-rmin[n]; 
   raza:=raza/(rmax[n]-rmin[n]); 
    j:=119-Round(raza*119.0); 
    Hc^[j,n]:=Hc^[j,n]+1.0+Lmb*Cc^[y,x]; 
  end; 
 end; 
 
 HMaxim:=0; 
 for x:=0 to 127 do 
  for y:=0 to 119 do 
   if Hc^[y,x]>HMaxim then 
    HMaxim:=Hc^[y,x]; 
 
 if (HMaxim<>0) then 
 begin 
  XOff:=((m-1)-2*((m-1) div 2))*256; 
  YOff:=((m-1) div 2)*240; 
  for x:=0 to 127 do 
   for y:=0 to 119 do 
    n:=Round(255*Hc^[y,x]/HMaxim); 
    Pc^[y+y,x+x]:=n; 
    Pc^[y+y,x+x+1]:=n; 
    Pc^[y+y+1,x+x]:=n; 
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    Pc^[y+y+1,x+x+1]:=n; 
   end; 
 end; 
 ... 
end; 
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8.1. Principiul metodei. 
 Una din cele mai importante clase de metode de localizare a obiectelor într-o imagine are 
la bază aşa-numita "potrivire" a conţinutului unei imagini cu un model al obiectului căutat. 
Aceasta este în esenţă o operaţie de căutare a minimului unei măsuri a diferenţei între imagine şi 
model. "Potrivirea" ideală se obţine arareori, datorită prezenţei zgomotelor, efectelor digitizării 
imaginii, etc. 
 Dacă se notează cu (m,n)f  imaginea digitală, unde MmM ≤≤−  şi NnN ≤≤− , iar cu 
(j,k)T  modelul căutat, o măsură a distorsiunii dintre imagine şi model poate fi scrisă: 

  [ ]2
j k

n)m,k(j(j,k)(m,n) ∑∑ −−−= Tfd       (1) 

 "Potrivirea" se obţine pentru valoarea minimă a expresiei anterioare sau când )n,m(d  
scade sub un anumit prag. Relaţia anterioară se poate simplifica mult notând: 
  (m,n)(m,n)2(m,n)(m,n) 321 dddd +−=       (2) 
 unde 
  ∑∑=

j k
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1 (j,k)][(m,n) fd         (3) 
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3 n)]m,k(j[(m,n) Td        (5) 

 Termenul (m,n)3d  este constant şi independent de coordonatele (m,n) . Energia imaginii 
din fereastra de "potrivire" este reprezentată de (m,n)1d , în timp ce (m,n)2d  este chiar corelaţia 
între imagine şi model, în fereastra curentă. Deoarece condiţia de minim poate fi atinsă pentru 
valori mari ale corelaţiei (m,n)2d  şi ale energiei imaginii, (m,n)1d , chiar în condiţii de 
"nepotrivire", se utilizează intercorelaţia normalizată drept măsură a "potrivirii", adică: 
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1

2
FT d
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 Decizia de "potrivire" se ia dacă este îndeplinită condiţia: 
  (m,n)(m,n) RFT LR~ >          (7) 
 
8.2. Filtrul de "potrivire". 
 Operaţia de găsire a extremului unei măsuri a similitudinii între imagine şi model poate fi 
privită ca o filtrare a imaginii. Filtrul de "potrivire" furnizează la ieşire o măsură a acestei 
similitudini, care poate fi chiar intercorelaţia normalizată. 
 Fie imaginea (x,y)g , obţinută din imaginea iniţială (x,y)f  afectată de zgomotul (x,y)n . 
  (x,y)(x,y)(x,y) nfg +=         (8) 
 Operaţia de filtrare furnizează la ieşire: 
  (x,y)(x,y)(x,y)0 hgg ∗=         (9) 
 unde (x,y)h  este răspunsul la impuls al filtrului de "potrivire". 
 Corespunzător intercorelaţiei normalizate, în acest caz avem raportul semnal-zgomot: 

  
N
(x,y)|| 2S           (10) 

 unde 22 (x,y)|(x,y)|(x,y)|| hgS ∗=  este energia instantanee la ieşirea filtrului, iar 
  N este energia zgomotului la ieşirea filtrului. 
 Notând cu ),ω(ω yxNW  densitatea spectrală de putere a zgomotului, rezultă: 

  

∫ ∫

∫ ∫
∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

+
=

yx
2

yxyxN

yxyxyxyx2

dωdω)|,ω(ω)|,ω(ω

dω)dωjyω(jxω),ω(ω),ω(ω

N
(x,y)||

HW

expHG
S    (11) 

 Expresia de mai sus este maximizată pentru: 
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 Pentru zgomot alb, numitorul expresiei de mai sus este o constantă. Pentru imagini 
modelate stochastic, soluţia căutată este dată de: 
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 Pentru cazul discret, fie g imaginea observată, formată prin suprapunerea zgomotului n 
peste imaginea ideală f: 
  nfg +=           (14) 
 Dacă m este matricea filtrului căutat, în urma acestei filtrări se obţine: 
  )(T nfmg~ +=          (15) 
 Se utilizează notaţiile: 
  2T )(S fm=  - energia imaginii ideale (fără zgomot), şi 
  mKmnmnmE n

TTTT }))({(N == , energia zgomotului trecut prin filtrul m, unde 

nK  este matricea de covarianţă ataşată zgomotului. 
 Raportul semnal zgomot este dat de: 

  
mKm

fm
n

T

2T )(
N
S =           (16) 
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 Proiectarea filtrului se face în condiţia maximizării raportului semnal-zgomot, ceea ce 
duce la: 
  fKm 1

n
−=           (17) 

 iar pentru semnale stochastice: 
  fKKm 1

nf
−+= )(          (18) 

 
8.3. Înregistrarea imaginilor translate (image registration). 
 O clasă largă de aplicaţii ale "potrivirii" imaginilor se referă la realizarea unei 
corespondenţe la nivel de pixel în cazul unor imagini provenite de la doi senzori diferiţi, imagini 
ale aceleaşi scene, însă translate, rotite una faţă de alta sau care prezintă unele diferenţe de scară. 
Operaţia se numeşte înregistrarea imaginilor. În literatură se mai citează cazul înregistrării 
imaginilor unor scene văzute din perspective diferite. 
 Cazul înregistrării imaginilor translate relativ una faţă de alta este cel mai des întâlnit. Fie 
două imagini, (j,k)1f  şi (j,k)2f , unde Jj1 ≤≤  şi Kk1 ≤≤ . O măsură a gradului de potrivire a 
celor două imagini este funcţia de intercorelaţie dată de: 
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 Studiind geometria operaţiei de "potrivire", deci de calcul a funcţiei de intercorelaţie pe 
baza schemei următoare: 
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m 1 K
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k
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2

R(m,n)

 
Fig. 1. Geometria operaţiei de "potrivire". 

 
 rezultă limitele de sumare pentru expresia lui R(m,n): 
  ]2)/1(MmMIN[J,Jj]2)/1(M,m1[ +−+≤≤−−max     (20) 
  ]2)/1(NnMIN[K,Kk]2)/1(N,n1[ +−+≤≤−−max     (21) 
 Dezavantajele modului de operare descris principial până acum constau în alura 
maximumului funcţiei de intercorelaţie (m,n)R , care este de obicei plat, ceea ce face 
problematică detecţia acestui maxim, mai ales în prezenţa zgomotelor care afectează ambele 
imagini. De aceea se utilizează funcţia de intercorelaţie statistică, având o expresie asemănătoare 
celei precedente: 
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 unde (j,k)1g  şi (j,k)2g  se obţin din imaginile (j,k)1f  şi (j,k)2f  prin filtrările: 
  (j,k)(j,k)](j,k)[(j,k) 1111 dffg ∗−=        (23) 
  (j,k)(j,k)](j,k)[(j,k) 2222 dffg ∗−=        (24) 
 S-au notat cu (j,k)1f  şi (j,k)2f  mediile spaţiale ale imaginilor în fereastra de corelaţie. 
 Filtrele sunt descrise de răspunsul la impuls: 
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 unde ρ este o măsură a corelaţiei existente între pixelii adiacenţi. 
 Această metodă permite accentuarea semnificativă a maximelor funcţiei de intercorelaţie, 
pentru valori apropiate de 1 ale parametrului ρ. 
 Volumul extrem de mare de calcule necesare pentru obţinerea funcţiei de intercorelaţie 
poate fi diminuat aplicând unele strategii, descrise sumar în continuare. 
 Astfel Rosenfeld şi Vandenburg [97],[109] au propus reducerea într-o primă fază a 
rezoluţiei imaginilor ce se compară, fie prin subeşantionare, fie prin simpla selecţie a unui subset 
de pixeli. Determinarea, folosind aceste imagini a maximumului funcţiei de intercorelaţie, duce la 
o localizare grosieră a lui. Aceasta permite restrângerea semnificativă a dimensiunilor ferestrei de 
corelaţie pentru calculul functiei de autocorelaţie a imaginilor iniţiale, deci reducerea volumului 
de calcul. 
 Altă metodă, descrisă de Barnea şi Silverman [11] propune calculul cumulativ al funcţiei 
de eroare pentru cele două imagini translate, oprindu-se calculul intercorelaţiei dacă eroarea 
calculată, la un anumit pas, depăşeşte un anumit prag. 
 Metodele descrise până acum pot fi extinse pentru compararea imaginilor rotite una faţă 
de alta, folosind în loc de (j,k)2f  funcţia )(j,k;2 θf  care reprezintă replicile rotite/translate ale 
celei de-a doua imagini. Generalizarea metodelor de mai sus constă în înlocuirea funcţiilor de 
imagine cu trăsături extrase din imagini, cum ar fi momentele invariante, coeficienţii unor 
transformări ortogonale, etc. 
 
8.4. "Potrivirea" imaginilor şi estimatorul de mişcare MPEG. 
 Probabil că cea mai răspândită implementare a "potrivirii" de imagini este cea care se 
găseşte deja implementată (prin software sau hardware) pe toate calculatoarele personale: este 
vorba de codec-ul MPEG, care permite vizualizarea secvenţelor video. 
 Codec-ul MPEG (codor şi decodor) realizează compresia/decompresia secvenţelor de 
imagini în timp real. MPEG (Motion Pictures Expert Group) nu este singurul algoritm de acest 
tip. Există o multitudine de standarde de compresie a secvenţelor video, cum ar fi CCITT H.261, 
MPEG-1, MPEG-2, MPEG4. 
 Pentru a realiza o rată ridicată de compresie şi a menţine în acelaşi timp o calitate 
satisfăcătoare a secvenţei de imagini la decodare, se utilizează tehnici de codare intra-imagine şi 
inter-imagini (C-Cube[27]), (Jain[56])  
 Codarea intra-imagine este foarte apropiată principial de codarea JPEG: imaginea este 
împărţită în blocuri de 8x8 pixeli, fiecărui asemenea bloc i se aplică transformarea cosinus 
discretă. Din matricea 8x8 a transformarii se obţine un vector în urma ordonării Zig-Zag. 
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Urmează apoi cuantizarea vectorului ZZ şi în final o codare tip Huffman sau aritmetică. Acest tip 
de codate elimină doar redundanţa spaţială a secvenţei de imagini. 
 O secvenţă de imagini se caracterizează însă şi printr-o redundanţă temporală: 
conţinuturile imaginilor succesive din secvenţă sunt adesea foarte apropiate. Diferenţele care apar 
sunt datorate în cea mai mare parte mişcării elementelor ce compun imaginea în cadru. Plecând de 
la această observaţie se presupune că imaginea curentă poate fi modelată ca fiind o translaţie a 
imaginii precedente. 

Fig.2. Schema bloc codor MPEG-1. 
 
 Practic, imaginea se descompune în blocuri 8x8(CCITT) sau 16x16(MPEG-1) şi ceea ce 
se codează este, pentru fiecare bloc în parte, diferenţa între blocul curent şi un bloc din imaginea 
precedentă (bloc de referinţă) pentru care diferenţa absolută (absolute difference - AE) este 
minimă: 

 ∑∑ −−−=
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0
),(),(),( yxyx djdijidd gfE        (26) 

 Localizarea acestui bloc de referinţă se face deci prin metoda care face subiectul acestui 
capitol, adică prin "potrivire de imagini". 
 Odată determinat, blocul de referinţă este reprezentat intern de un vector conţinând 
coordonatele carteziene. 
 Desi conceptual foarte simplă, metoda necesită un număr foarte mare de operaţii 
elementare. Practic, pentru fiecare pixel din imagine se calculează diferenţa absolută iar toate 
calculele trebuiesc terminate într-un interval de timp dat de perioada de cadre (intervalul de timp 
dintre două imagini succesive) pentru semnalul video, adică 20msec pentru PAL-SECAM. 
 Pentru a micşora numărul de operaţii, standardul MPEG-1 foloseşte algoritmul TSS 
(Three-Step-Search = căutare în trei paşi). Algoritmul evaluează mai întâi diferenţa absolută în 
centrul zonei de căutare şi în alte 8 locaţii din zona de căutare aflate în jurul centrului. Locaţia 
care furnizează diferenţa absolută minimă devine centrul zonei de căutare pentru pasul al doilea, 
care de această dată are dimensiunea redusă la jumătate. Căutarea se repetă de trei ori. 

Reordonare 
imagini 

întreţesute 

Semnal 
video Estimator 

de 
mişcare 

DCT Cuantizor Codare BufferM 
U 
L 
T 
I 
P 
L 
E 
X 
O 
R 

Semnal 
video 

Regulator 

Decuantizor

IDCT 

Memorie, 
Predictor 



 9. Extragerea trăsăturilor imagistice. 

 115

 
 
 
 
 

9. Extragerea trăsăturilor imagistice. 
 
 
 
 

9.1. Tipuri de trăsături şi evaluarea lor. 
9.2. Trăsături de amplitudine. 
 9.2.1. Trăsături ale histogramei. 
 9.2.2. Trăsături ale matricii de coocurenţă. 
9.3. Trăsături în domeniul transformatelor. 
 9.3.1. Construcţia unui selector optimal de trăsături. 
9.4. Momente. 
 9.4.1. Momente invariante. 
 9.4.2. Momente ortogonale. 
 9.4.2. Momentele Zernike. 
9.5. Trăsături geometrice. 
9.6. Trăsături ale imaginilor de clasă (3). 
 9.6.1. Segmentarea curbelor. 
 9.6.2. Descriptorii Fourier. 
9.7. Caracterizarea texturilor. 
9.8. Trăsături structurale-sintactice. 
9.9. Detalii de implementare. 
 
 
 
 
9.1. Tipuri de trăsături şi evaluarea lor. 
 O multitudine de trăsături pot fi extrase din imaginile de diferite clase. Aceste trăsături 
urmează a fi folosite în faza de recunoaştere. În prezent nu există încă o teorie generală asupra 
modului de selecţie a celor mai semnificative trăsături. Criteriile de selecţie a lor se bazează pe 
importanţa lor în caracterizarea formei, pe performanţele asigurate în recunoaştere şi nu în ultimul 
rând pe costul acestora (viteză de calcul, memorie ocupată, etc.). 
 Există o strânsă interdependenţă între algoritmii de segmentare şi cei de extragere a 
trăsăturilor. Segmentarea în sine poate fi văzută ca o extragere de trăsături, în măsura în care 
pixelii zonelor de interes obtinuţi prin segmentare prezintă drept trăsături proprietăţile impuse de 
operaţia de segmentare. 
 Cele mai simple trăsături care pot fi extrase dintr-o imagine sunt cele de amplitudine, 
obţinute din studiul histogramei şi a matricii de coocurenţă. 
 Utilizând o transformare ortogonală (Karhunen-Loeve discretă, Fourier Discretă, Cosinus 
Discretă, Hadamard, etc) şi bazându-ne pe proprietăţile de decorelare ale acestor transformări, se 
pot folosi drept trăsături coeficienţii acestor transformări. 
 Recunoaşterea imagistică se referă cel mai des la recunoaşterea obiectelor şi regiunilor 
care apar într-o imagine. Obiectele pot fi descrise fie prin contur, fie prin schelet, a căror 
reprezentare a fost abordată deja în paragraful 6.3.3. Caracterizările cele mai directe ale regiunilor 
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au la bază transformarea zonelor bidimensionale de imagine în vectori care se codează 
corespunzător. 
 Des folosite sunt reprezentările care au la bază arbori cuadratici, pentru care există 
dezvoltate o multitudine de algoritmi de parcurgere, căutare, stocare. 
 

 
Fig. 1. Arbori cuadratici pentru reprezentarea imaginilor. 

 
 De asemenea, această reprezentare permite nu numai compresia imaginilor ci şi extragerea 
facilă a unor trăsături. 
 Trăsăturile care se extrag în vederea caracterizării obiectelor şi regiunilor sunt 
regenerative sau neregenerative, ultimele putând fi caracterizate drept simple măsurători asupra 
imaginilor. 
 O întreagă clasă de trăsături mult folosite la analiza obiectelor şi regiunilor are la bază 
momentele. Teoria matematică a momentelor permite descrierea regenerativă a elementelor de 
imagine, compararea prin "potrivirea" momentelor, etc. Există momente ortogonale sau nu, 
invariante sau nu la translaţie, rotaţie, scalare. 
 Foarte des folosite sunt trăsăturile geometrice (neregenerative), care se utilizează mult, 
mai ales datorită simplităţii lor. 
 Dacă avem de analizat o imagine de clasă (3), deci formată din linii şi curbe continue 
formând contururi închise şi/sau grafuri, o caracterizare a lor se poate face fie prin metode ce ţin 
de segmentarea curbelor (vezi paragrafele 6.4.), fie utilizând descriptorii Fourier. 
 Trăsăturile structurale/morfologice încearcă să realizeze o descriere a obiectelor pe baza 
unui set de elemente de structură, numite primitive. Adăugând la acestea o sintaxă care să descrie 
prin reguli interdependenţele între primitive, se obţine o descriere sintactică. 
 Evaluarea trăsăturilor are la bază cel mai adesea utilizarea unei măsuri între diferitele 
seturi de trăsături extrase pentru aceleaşi clase de obiecte (Pratt[84]). Cel mai des se utilizează în 
acest scop distanţa Bhattacharyya (sau B-distanţa) care se defineşte, pentru vectorul de trăsături x 
şi perechea de clase 1S  şi 2S , prin: 

  { }∫−= dx)](x|S)(x|S[),S(S 2/1
2121 pplnB       (1) 

 unde cu )p(x|S1 s-au notat probabilităţile condiţionate. 
 Deoarece cel mai adesea densităţile de probabilitate ale trăsăturilor extrase respectă legea 
normală, în acest caz B-distanţa se scrie: 
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 unde iu  şi iΣ  reprezintă vectorul mediu de trăsături şi respectiv matricea de covarianţă a 
trăsăturilor ce caracterizează formele din clasa "i". 
 Nu în ultimul rând trebuie menţionat că, pentru fiecare trăsătură trebuiesc specificate 
proprietăţile de invarianţă pe care aceasta le prezintă, invarianţe care trebuiesc respectate de toate 
trăsăturile aplicate la intrarea clasificatorului, în concordanţă cu cerinţele aplicaţiei. 
 
9.2. Trăsături de amplitudine. 
 După cum s-a menţionat deja, cele mai simple trăsături care se pot extrage dintr-o imagine 
sunt trăsăturile de amplitudine. Orice imagine se poate caracteriza prin media nivelelor de gri ale 
pixelilor aferenţi: 
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 precum şi prin deviaţia lor standard, numită şi dispersia imaginii: 
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 Valorile (x,y)M  şi (x,y)2δ  se pot calcula fie pentru întreaga imagine, fie pentru anumite 
vecinătăţi, eventual ataşate unor anumiţi pixeli din imagine. În formulele anterioare, s-a notat 
latura vecinătăţii cu 1w2 + . 
 
 9.2.1. Trăsături ale histogramei. 
 Alte caracterizări extrem de simple ale imaginilor se pot obţine direct din analiza 
histogramei imaginii, care poate fi asimilată cu o statistică de ordinul unu asociată nivelelor de gri 
ale pixelilor din imagine. 
 Alura histogramei furnizează foarte multe informaţii privind structura imaginii. Astfel, o 
histogramă îngustă indică o imagine cu contrast scăzut, o histogramă îngustă şi "deplasată" către 
stânga corespunde unei imagini având şi luminozitate scăzută, iar o histogramă bimodală 
sugerează prezenţa unor obiecte cu un anume nivel de gri preponderent, pe un fond de un alt nivel 
de gri. 
 În continuare sunt enumerate principalele trăsături care se pot extrage din vectorul 
histogramă: 

Media: z(z)zS
1L

0z
M ≡=∑

−

=

H          (5) 

Dispersia: z

1L

0z

2
D )z(zS σ≡







 −= ∑
−

=

        (6) 

(Skewness): ∑
−

=

−=
1L

0z

3
3
z

S (z))z(z1S H
σ

        (7) 

(Kurtosis): ∑
−

=

−−=
1L

0z

4
4
z

K 3(z))z(z1S H
σ

        (8) 

Energia: ∑
−

=

=
1L

0z

2
N (z)][S H          (9) 
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Entropia: ∑
−

=

−=
1L

0z
2E (z)][(z)S HlogH         (10) 

 Toate aceste trăsături sunt în esenţă estimări de ordin statistic efectuate însă nu asupra 
imaginii, ci doar asupra vectorului histogramă. Se folosesc destul de mult în analiza texturilor. 
 
 9.2.2. Trăsături ale matricii de coocurenţă. 
 Altă caracterizare a imaginii are la bază matricea de coocurenţă, care este în esenţă o 
estimare statistică de ordinul doi. Dacă se notează cu (a,b)P  probabilitatea (estimată din analiza 
imaginii) ca pixelul cu coordonatele )k,j(  să aibă nivelul de gri "a" şi pixelul cu coordonatele 

)n,m(  să aibă valoarea "b", deci: 
  b}(m,n)a;(j,k){(a,b) === ffPP        (11) 
 se pot extrage alte trăsături care să caracterizeze interdependenţa între perechile de pixeli 
din imagine: 

Autocorelaţia: ∑∑
−

=

−

=

=
1L

0a

1L

0b
A (a,b)ab S P         (12) 

Covarianţa:  ∑∑
−

=

−

=

−−=
1L

0a

1L

0b
C (a,b))b)(ba(aS P       (13) 

 unde ∑∑
−

=

−

=

=
1L

0a

1L

0b
(a,b)aa P  şi ∑∑

−

=

−

=

=
1L

0a

1L

0b
(a,b)bb P       (14) 

Inerţia:  ∑∑
−

=

−

=

−=
1L

0a

1L

0b

2
I (a,b)b)(aS P        (15) 

Modulul:  ∑∑
−

=

−

=

−=
1L

0a

1L

0b
V (a,b)b||aS P        (16) 

Diferenţa inversă: ∑∑
−

=

−

= −+
=

1L

0a

1L

0b
2F b)(a1

(a,b)S P        (17) 

Energia:  ∑∑
−

=

−

=

=
1L

0a

1L

0b

2
G (a,b)][S P        (18) 

Entropia:  ∑∑
−

=

−

=

−=
1L

0a

1L

0b
2T (a,b)][(a,b)S PlogP       (19) 

 Ca şi în cazul histogramei, alura matricii de coocurenţă poate furniza multe informaţii 
referitoare la imagine. Astfel, într-o imagine cu o puternică corelaţie între pixeli, valorile 
semnificative ale matricii de coocurenţă se grupează de-a lungul diagonalei principale. 
 Trăsăturile enumerate mai sus se folosesc mult pentru caracterizarea texturilor. 
 
9.3. Trăsături în domeniul transformatelor. 
 Transformarea Fourier a fost şi este foarte mult folosită în analiza imaginilor. Pentru cazul 
continuu, ea este descrisă de: 

  ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

−∞−

−−= )dxdyjyωjxω((x,y)),ω(ω yxyx expfF      (20) 

 De remarcat faptul că există metode optice pentru realizarea acestei transformări, un 
senzor optic putând furniza la ieşire spectrul de putere sub forma: 
  

2
yxyx ),ω(ω),ω(ω FM =         (21) 



 9. Extragerea trăsăturilor imagistice. 

 119

 Aceste informaţii sunt invariante la translaţia originii lui (x,y)f , şi pot fi folosite ca atare. 
Dacă se trece ),ω(ω yxM  în coordonate polare, o integrare unghiulară în gama ]2,0[ π , produce 
un set de trăsături invariante la rotaţie: 

  ∫=
π2

0

)d,()( θθρρ MN          (22) 

 unde 2
y

2
x ωωρ +=  şi )/( xy ωωθ arctan= . 

 Oarecum similar, invarianţa la schimbarea scalei se obţine tot printr-o integrală, şi anume: 

  ∫
+∞

=
0

d),()P( ρρθρθ M          (23) 

 Alte trăsături pot fi obţinute din ),ω(ω yxM  prin intermediul unei integrale de suprafaţă 
pe domenii de diferite forme (bandă orizontală, bandă verticală, sector circular, sector unghiular), 
rezultând trăsăturile 4321 ,S,S,SS , ca funcţii de parametrii regiunii de integrare. 

  ∫ ∫
+∞

∞−

+

=
)1(mω

(m)ω
yxyx1

y

y

dω)dω,ω(ω(m)S M        (24) 

  ∫ ∫
+ +∞

∞−

=
)1(mω

(m)ω
yxyx2

x

x

dω)dω,ω(ω(m)S M        (25) 

  ∫ ∫
+

=
)1ρ(m

ρ(m)

π2

0
3 d)d,((m)S θρθρM         (26) 

  ∫ ∫
+∞ +

=
0

)1θ(m

θ(m)
4 d)d,((m)S θρθρM         (27) 

 Aceleaşi metode pot fi definite şi în cazul altor transformări ortogonale discrete sau 
continue. 
 
9.3.1. Construcţia unui selector optimal de trăsături. 
 Un selector optimal de trăsături se construieşte astfel: 
 

trăsături
reducere

T T-1
X Y

(date)

YR XR

 
Fig. 2. Schema bloc a selectorului optimal de trăsături. 

 
 unde: 
  ),...,x,x(x N21=X - vectorul de intrare; 
  ),...,y,y(y N21=Y - vectorul transformat;  
  ),...,c,c,c,...,y,y(y N2k1kk21 ++=YR  - vectorul de trăsături redus; el se obţine din YR 
înlocuind cu constante ultimele k)(N −  valori; 
  ),...,xr,xr(xr N21=XR  - estimaţia vectorului de intrare. 
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TT

N
T
2

T
1 u,...,u,uT = , unde ),...,u,u(u jN1j0j

T
j =u  este matricea unei transformări 

ortogonale unitare care se va determina în condiţiile minimizării erorii medii pătratice date de: 
  )}(){(e T XXXXE −−=         (28) 
 Notând matricea de covarianţă a intrării cu: 
  }))({( T

XX XXXXEK −−=         (29) 
 unde }{XEX = , se obţine transformata Karhunen-Loeve discretă (sau Hotelling) cu 
proprietăţile: 
 Deoarece implementarea transformării (KL) este dificilă, modelând intrarea }{ X  cu un 
proces Markov de ordinul 1, cea mai bună aproximare a transformării Karhunen-Loeve discrete 
este DCT (Transformata Cosinus Discretă). Această modelare nu este foarte restrictivă şi se poate 
folosi cu succes în multe aplicaţii. Ahmed şi Rao [03] constată că asemenea proprietăţi de 
decorelare a datelor prezintă multe transformări (Fourier, Hadamard, Walsh-Hadamard) dar ele 
sunt cel mai pregnante la Transformata Cosinus Discretă. 
 Pentru calculul DCT există nu numai algoritmi rapizi de calcul, ci şi circuite specializate 
de mare viteză. Pentru cazul bidimensional se foloseşte: 

  )
N
π v k() 

N
π u j( (j,k)

N2
1(u,v)

1N

0j

1N

0i
coscosfF ∑∑

−

=

−

=

=      (30) 

  rezultând o matrice de aceeaşi dimensiune, cu valori reale, slab corelate. Valorile 
semnificative ale acestei matrici sunt plasate în colţul din stânga sus. 
 
9.4. Momente. 
 Teoria generală a momentelor constituie un instrument util în analiza şi descrierea 

obiectelor şi regiunilor imagistice. Pentru o funcţie mărginită reală (x,y)f , definită pe o regiune 
finită R, momentul (regulat) de ordinul q)(p +  se defineşte prin: 

  ∫∫=
R

qp
p,q dxdyy(x,y)xm f         (31) 

 Funcţia caracteristică a lui (x,y)f  se defineşte prin conjugata transformării ei Fourier: 

  ∫∫ +=∗

R
21

∆

21 )}dxdyyξπj(xξ2{(x,y)),ξ(ξ expfF      (32) 

 Funcţia generatoare de momente pentru (x,y)f  fiind definită de relaţia: 

  ∫∫ +=
R

21

∆

21 )dxdyyξ(xξ(x,y)),ξ(ξ expfM       (33) 

 pe baza ei se pot obţine momentele de orice ordin cu expresia: 

  
0ξξ

q
2

p
1

21
qp

p,q

21
ξξ

),ξ(ξm
==

+

=
∂∂

∂ M         (34) 

1. 0)λ( jNjXX =××− uIK  - liniile matricii transformării sunt valorile proprii ale matricii
de covarianţă a domeniului de intrare; 

2. ),...,λ,λ(λ N21YY diagK =  - transformarea furnizează la ieşire coeficienţi necorelaţi; 

3. ∑
+=

=
N

1kj
jλΕ  - expresia erorii. 
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 Faptul că momentele sunt trăsături regenerative rezultă din teorema de reprezentare prin 
momente, care afirmă că un set infinit de momente ,...}1,0;p,q{mp,q =  determină în mod unic 
funcţia (x,y)f  şi invers. Formula de reconstrucţie a lui (x,y)f  din momentele sale este: 

  ∫ ∫ ∑∑
+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

=

+∞

=

+









+−= 21

0p 0q

q
2

p
1

qp

p,q21 dξdξξξ
p!q!
πj)2(m)]yξπj(xξ2[(x,y) expf   (35) 

 În cazul discret momentele se calculează cu: 
  ∑∑=

x y

qp
pq (x,y)yxm f         (36) 

 unde (x,y)f  este funcţia imagine. Dacă, în plus, imaginea este binară, calculul 
momentelor devine separabil: 
  ∑∑=

y

q

x

p
p,q yxm          (37) 

 
 9.4.1. Momente invariante. 
 Pe baza momentelor regulate definite anterior se construieşte momentul centrat de ordinul 

q)(p + : 

  ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

−−= (x,y)dxdy)y(y)x(x qp
p,q fµ       (38) 

 iar pentru cazul discret avem: 
  ∑∑ −−=

x y

qp
p,q (x,y))y(y)x(x fµ        (39) 

 Momentul centrat normalizat de ordinul q)(p +  se defineşte prin: 

  ]12q)/[(p
0,0

p,q
p,q ++=

µ
µ

η          (40) 

 Pe baza momentelor centrate normalizate de diferite ordine au fost definite un număr de 
şapte momente invariante la translaţie, scalare şi rotaţie. Ele sunt date de (Gonzales[42]): 

20021 ,, µµφ +=  
2
11

2
20022 4)( ,,, µµµφ ++=  

2
1230

2
21033 )3()3( ,,,, µµµµφ −+−=  

2
1230

2
21034 )()( ,,,, µµµµφ +++=          (41) 

++−++−= ])(3))[()(3( 2
3012

2
2103210321035 ,,,,,,,, µµµµµµµµφ  

    
 ])(3))[()(3( 2

0321
2

123012301230 ,,,,,,,, µµµµµµµµ +−++−+  

))((4])())[(( 1203210311
2

3012
2

210320026 ,,,,,,,,,,, µµµµµµµµµµµφ ++++−+−=  

++−++−= ])(3))[()(3( 2
3012

2
2103210330127 ,,,,,,,, µµµµµµµµφ  

     ])(3))[()(3( 2
0321

2
123030121203 ,,,,,,,, µµµµµµµµ +−++−+  

 
 De remarcat faptul că modulul momentului 7φ  prezintă invarianţele sus-menţionate. 
 
 
 
 



9. Extragerea trăsăturilor imagistice.  

 122

 9.4.2. Momente ortogonale. 
 Momentele regulate qpm ,  descrise anterior sunt neortogonale, deoarece px  şi qy  sunt 

neortogonale (momentele q,pm  pot fi considerate ca fiind proiecţiile lui (x,y)f  pe monoamele px  

şi qy ). În locul lor pot fi folosite polinoamele Legendre care sunt ortogonale. Ele sunt definite 
(Jain[56]) de relaţiile: 
  1(x)0 =P           (42) 

  n2
n

n

nn )1(x
dx
d

2n!
1(x) −=P         (43) 

  n)(m
1n2

2(x)dx(x)
1

1
mn −

+
=∫

+

−

δPP        (44) 

 Aceste polinoame ortogonale permit reprezentarea funcţiei (x,y)f  prin: 

  ∑∑
+∞

=

+∞

=

=
0p 0q

qpp,q (y)(x)λ(x,y) PPf        (45) 

 unde: 

  ∫ ∫
+

−

+

−

++=
1

1

1

1
qpp,q (y)dxdy(x)(x,y)

4
)1q2)(1p2(λ PPf      (46) 

 sunt tocmai momentele ortogonale căutate. În practică, aceste momente sunt calculate prin 
intermediul momentelor neortogonale anterioare, folosind relaţiile: 

  ∑∑
= =

++=
p

0j

q

0k
j,kq,kp,jp,q mcc

4
)1q2)(1p2(λ       (47) 

 unde k,jc  reprezintă coeficientul lui kx  din expresia polinomului Legendre de ordinul "j". 
 
 
 9.4.3 Momentele Zernike. 
 Drept variantă alternativă a momentelor descrise anterior se prezintă în continuare 
(Khotanzad[38],[39]) un tip special de momente ce prezintă proprietatea de invarianţă la rotaţie. 
 Momentele Zernike se definesc pe un domeniu egal cu interiorul cercului unitate: 
  1yx 22 =+           (48) 
 Pentru construcţia lor se defineşte mai întâi un set de polinoame ortogonale, notate: 
  n|m||m|n(x,y)},{ nm ≤−  şipar   cu V        (49) 
 Expresia de definiţie a lor este: 
  )(jm)(),((x,y) nmnmnm θρθρ expRVV ==       (50) 
 unde: 

  [ ] [ ]∑
−

=

−

−−−+
−−=

2|m|)/(n

0s

s2ns
nm !s2|m|)/(n!s2|m|)/(ns!

s)!(n)1()( ρρR    (51) 

 Se poate remarca faptul că: 
  )()( nmmn, ρρ RR =−          (52) 
 Aceste polinoame (x,y)}{ nmV  fiind ortogonale, satisfac condiţiile de ortogonalitate: 

  [ ] mqnp
1yx

pqnm 1n
y(x,y) dx d(x,y)

22

δδπ
+

=∫∫
≤+

∗ VV       (53) 

 unde: 
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≠
=

=
b a,0
b a,1

ab pentru 
pentru 

δ  

 Momentele Zernike sunt proiecţii ale funcţiei imagine pe această bază ortogonală. 
Presupunând că (x,y)f  în afara cercului unitate, avem momentul Zernike de ordinul m)(n + : 

  ∫∫
≤+

∗+=
1yx

nmnm
22

) dx dy,((x,y)
π
1n θρVfA       (54) 

 Pentru cazul discret, momentul Zernike de acelaşi ordin se scrie: 

  1y,  cu   x),((x,y)
π
1n 22

x y
nmnm ≤++= ∑∑ ∗ θρVfA      (55) 

 Cunoscând momentele Zernike, se poate efectua transformarea inversă, care permite 
reconstrucţia imaginii iniţiale cu precizie din ce în ce mai mare pe măsură ce "n" creşte: 

  ∑∑
=

=
max

VAf~
n

0n m
nmnm ),((x,y) θρ         (56) 

 Descompunând această expresie în: 

  ∑∑∑∑
= ≥= <

+=
maxmax

VAVAf~
n

0n 0m
nmnm

n

0n 0m
nmnm ),(),((x,y) θρθρ      (57) 

 şi folosind o proprietate enunţată anterior, putem scrie: 

  ∑∑∑∑
= ≥= >

−−−− +=
maxmax

VAVAf~
n

0n 0m
nmnm

n

0n 0m
mn,mn, ),(),((x,y) θρθρ     (58) 

 adică: 

  ∑∑∑∑
= ≥= >

∗∗ +=
maxmax

VAVAf~
n

0n 0m
nmnm

n

0n 0m
nmnm ),(),((x,y) θρθρ      (59) 

 Cele două sume pot fi acum unificate scriind: 

  [ ]∑∑
= >

∗∗ ++=
max

VAVAVAf~
n

0n 0m
nmnmnmnm0n0n ),(),(),((x,y) θρθρθρ     (60) 

 Deoarece este mai uşor de operat cu numere reale vom descompune numerele complexe 
din formula anterioară: 
  [ ] +−= ),()(j)((x,y) 0n0n0n θρVAImARef~  

   [ ][∑∑
= >

+−−+
max

sincosRAImARe
n

0n 0m
nmnmnm )mjm)(()(j)( θθρ  

   [ ] ])mjm)(()(j)( nmnmnm θθρ sincosRAImARe +++    (61) 
 Efectuând calculele rezultă expresia: 

  [ ]∑∑
=

++=
max

RsinScosCRCf~
n

0n m
nmnmnm0n0n (x,y)mm(x,y)

2
1(x,y) θθ    (62) 

 în care 

  )(2 nmnm AReC =  <==> ∑∑+=
x y

nmnm m(x,y)(x,y)
π

2n2 θcosRfC   (63) 

 şi: 

  )(2 nmnm AImS −=  <==> ∑∑−−=
x y

nmnm m(x,y)(x,y)
π

2n2 θsinRfS   (64) 

 Se demonstrează foarte uşor că modulul momentelor Zernike este invariant la rotaţie şi ca 
urmare ele pot fi folosite drept trăsături invariante la rotaţie. 
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9.5. Trăsături geometrice. 
 Trăsăturile geometrice sunt practic măsurători geometrice care se efectuează asupra 
obiectelor. O parte dintre ele se calculează pe baza momentelor regulate de diferite ordine. Deşi 
se calculează de obicei destul de simplu, puterea lor de discriminare şi utilitatea sunt 
incontestabile. 
 Cele mai des utilizate trăsături geometrice sunt descrise în continuare. 
 Perimetrul unui obiect este definit de: 
  ∫ += dt(t)(t)P 22 yx         (65) 

 El poate fi obţinut din conturul obiectului, folosind, de exemplu, codul-lanţ. Uneori în loc 
de perimetru se poate folosi şi lungimea liniei de contur. 
 Aria unui obiect este dată de: 
  ∫∫=

D

dxdyA           (66) 

 Pentru cazul imaginilor discrete aria se obţine fie prin simpla numărătoare a pixelilor 
obiectului, fie din analiza codului-lanţ. 
 Razele minimă şi maximă, Rmin şi Rmax reprezintă distanţele minimă şi respectiv 
maximă a pixelilor obiectului faţă de centrul lui de greutate. Obţinerea lor se face limitând testele 
de distanţă doar la pixelii de contur exterior. 
 Numărul de goluri poate fi obţinut pentru fiecare obiect, după faza de extragere a 
contururilor, (evident, se vor extrage toate contururile, interioare şi exterioare), prin teste de 
incluziune. Este o trăsătură morfologică. 
 Numărul lui Euler este dat de: 
  GRE −=           (67) 
 unde R este numărul de componente conectate ale obiectului, iar G este numărul de goluri. 
 Numărul de colţuri se obţine din studiul funcţiei de curbură, date de: 

  
2

2

22

2

2

ds
yd

ds
xd(s) 








+








=k         (68) 

 În practică, se presupune existenţa unui colţ în acele puncte ale conturului în care curbura 
depăşeşte un anumit prag. 
 Energia curburii este definită prin: 

  ∫=
S

0

2ds(s)||
T
1E k          (69) 

 Raportul de svelteţe (roundness, compactness) este dat de raportul între pătratul 
perimetrului şi arie: 

  
A4

PR
2

π
=           (70) 

 Valoarea minimă a acestui raport este 1 şi se obţine pentru disc. 
 Următoarele trăsături geometrice se obţin pe baza momentelor regulare. 
 Centrul de greutate al unui obiect se obţine cu formulele: 

  
0,0

0,1

x y

x y

m
m

(x,y)

(x,y)x
x ==

∑∑
∑∑

f

f
 

0,0

1,0

x y

x y

m
m

(x,y)

(x,y)y
y ==

∑∑
∑∑

f

f
    (71) 

 Orientarea indică unghiul faţă de abscisă al momentului minim de inerţie, moment 
descris de: 
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  ∑∑ −+−−=
x y

2])y(y)x(x[)( θθθ cossinI       (72) 

 Rezultă, prin minimizarea lui )I(θ  în raport cu θ, orientarea: 

  








−
=

2002

112
2
1

,,

,arctan
µµ

µ
θ         (73) 

 Dreptunghiul de încadrare este dreptunghiul de dimensiuni minime aliniat la orientarea 
θ a obiectului şi care include obiectul. Laturile acestui dreptunghi pot fi descrise de ecuaţiile: 

  




+−=
+=

θθ
θθ

cossin
sincos
yxb

yxa
        (74) 

 Dreptunghiul propriu-zis se obţine determinând, pentru toate punctele conturului, valorile 
maxminmaxmin ,,, bbaa  care caracterizează cele patru laturi ale dreptunghiului. 

 Elipsa de "potrivire" (best fit ellipse) este acea elipsă ale cărei momente de inerţie 
maxim şi respectiv minim sunt egale cu cele ale obiectului. Pentru o elipsă descrisă de: 

  1
b
y

a
x

2

2

2

2

=+           (75) 

momentele de inerţie maxim şi minim sunt date de: 

 3
MIN ab

4
I π=  şi ba

4
I 3

MAX
π= ,  pentru a>b. 

Calculând orientarea θ obţinem momentele de inerţie ale obiectului: 
 ∑∑ −+−−=′

x y

2
MIN ])y(y)x(x[I θθ cossin       (76) 

 ∑∑ −+−=′
x y

2
MAX ])y(y)x[(xI θθ sincos       (77) 

 Egalând corespuzător momentele de inerţie rezultă elipsa descrisă de: 

  
8/1

MIN

3
MAX

4/1

I
)I(

π
4a 








′
′







=  

8/1

MAX

3
MIN

4/1

I
)I(

π
4a 
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 Tot între trăsăturile geometrice pot fi încadrate proiecţiile pe diferite direcţii ale 
obiectelor din imagine. În continuare se prezintă principial geometria unei asemenea proiecţii pe 
o direcţie dată de unghiul θ: 

θ
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Fig. 3. Geometria proiecţiei pe o direcţie dată. 
 
 O multitudine de alte trăsături pot fi folosite în diferite aplicaţii, cum ar fi raza medie de 
încadrare, orientarea axei minime şi respectiv maxime, aria dreptunghiului de încadrare, 
raportul între aria obiectului şi aria dreptunghiului de încadrare, raportul între perimetrul 
obiectului şi perimetrul dreptunghiului de încadrare, etc. 
 Pentru fiecare din aceste trăsături de specifică invarianţele pe care le respectă. 
 
9.6. Trăsături ale imaginilor de clasa (3). 
 Imaginile de clasă (3) sunt formate, după cum s-a menţionat deja, din linii şi curbe 
continue, având grosimea de un pixel. Caracterizarea lor se face fie divizând liniile/curbele în 
segmente pentru care se caută o descriere analitică (prin aproximare şi/sau interpolare), fie la 
nivel global, de exemplu prin descriptorii Fourier. 
 
 9.6.1. Segmentarea curbelor. 
 Operaţia de segmentare a curbelor poate fi asimilată unei extrageri de trăsături dacă se 
adoptă drept trăsături parametrii de descriere a acestor curbe. Astfel de parametri sunt constantele 
de definiţie pentru funcţiile spline exprimate parametric, sau poziţiile colţurilor poligoanelor de 
definiţie pentru funcţiile Bezier şi B-spline. 
 
 9.6.2. Descriptorii Fourier. 
 Descriptorii Fourier (Gonzales[42]), (Jain[56]), (Pratt[84]) se utilizează pentru descrierea 
contururilor închise ale obiectelor, contururi obţinute de obicei cu algoritmi de extragere contur. 
Conturul este descris în această primă fază parametric, prin (s)x  şi (s)y , presupunând, pentru 
simplitate, cazul continuu. 
 Obţinerea descriptorilor Fourier are la bază transportarea conturului descris parametric în 
planul complex, rezultând funcţia complexă: 
  (s)j(s)(s) yxz +=          (79) 
 Unghiul tangent, definit ca unghiul format de normala la vectorul de poziţie al punctului 
curent cu tangenta la curbă este dat de: 

  






=
(s)/dsd
(s)/dsd(s)

x
yarctanΦ         (80) 

 În planul complex se defineşte curbura conturului închis studiat prin: 

  
ds

(s)d(s) Φk =           (81) 

 Cunoscând curbura şi unghiul tangent în fiecare punct al conturului, acesta se poate 
reconstrui cu formulele: 
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 Evident, curbura (s)k  este o funcţie periodică de perioadă P, unde P este cel mai des 
lungimea perimetrului conturului. Ca urmare, (s)k  poate fi dezvoltat în serii Fourier prin: 

  ∑
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 unde coeficienţii nc  ai dezvoltării au expresia: 
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 −= expkc         (85) 

 Coeficienţii nc  se numesc descriptorii Fourier ai conturului descris prin curbura (s)k . Un 
alt set de descriptori se pot ataşa direct conturului propriu-zis (s)z  care este tot periodic de 
perioadă P, valorile obţinute nemaifiind însă invariante la translaţie. 
 În studiul curbelor închise având colţuri, funcţia curbură este însă nedefinită. Aceasta 
situaţie poate fi evitată înlocuind curbura cu funcţia propusă de Zahn şi Roskies [114]: 
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παα −= ∫ kθ         (86) 

 Pentru cazul discret, conturul apare descris de şirul coordonatelor pixelilor de contur. 
Similar cazului continuu, se face trecerea în planul complex prin: 
  )(sj)(s)(s iii yxz +=          (87) 
 Unghiul tangent este dat de: 
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 iar curbura se obţine prin: 
  )(s)(s)(s 1iii −−= ΦΦk         (89) 
 Cunoscând curbura pentru fiecare punct al conturului, coeficienţii transformatei Fourier 
discrete pot fi folosiţi drept trăsături pentru descrierea conturului. Aceste trăsături sunt invariante 
la translaţie. 
  (n)j(n)(n) yxz +=          (90) 
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 Se remarcă faptul că descriptorii Fourier care se obţin nu sunt invarianţi la poziţia 
punctului de start, rotaţie, scalare, reflexie. Descriptorii Fourier ataşaţi funcţiei de curbură sunt 
invarianţi la translaţia conturului. 
 Folosind unele proprietăţi ale descriptorilor Fourier se pot obţine din aceştia trăsături cu 
proprietăţile de invarianţă dorite: 
 

 
 Ultima proprietate descrie cazul unui contur simetric faţă de dreapta descrisă de ),( θρ , 
unde ρ este distanţa între originea axelor şi dreaptă, iar θ este unghiul între dreaptă şi abscisă. 
 Se poate remarca faptul că valorile kc~  sunt invariante la rotaţie, reflexie şi poziţia 
punctului de start, iar raportul |c~|/c~ kk  este invariant la scalare, pentru orice k. 

Translatie: 0z(n)(n) += zz~    ==> k0kk z δ+= cc~  
Scalare: (n)α(n) zz~ =     ==> kk cc~ α=  
Punct start: )n(n(n) 0−= zz~    ==> k/N)jn2( 0kk π−= expcc~  
Rotatie: )(j(n)(n) 0θexpzz~ =    ==> )(j 0kk θexpcc~ =  
Reflexie: γθ 2)j2((n)(n) += ∗ expzz~   ==> kkk 2)j2( γδθ += ∗

− expcc~  
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 Având date două contururi (n)1z  şi (n)2z , se poate aprecia dacă ele sunt similare 
indiferent de poziţia, mărimea şi orientarea lor, folosind distanţa: 
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 Parametrii 000 nz θα ,,,  se determină din condiţia minimizării distanţei D anterioare. Fie 

ka  şi respectiv kb  descriptorii Fourier calculaţi pentru cele două contururi. Se folosesc notaţiile: 
  )(jcba kkkk ψexp=∗ , Nn2 0 /πφ −=        (94) 
 Dacă (n)z1  şi )n(z2  se normalizează astfel încât: 
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 Înlocuind expresiile obţinute rezultă: 
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 Evaluând expresia din paranteza pătrată pentru fiecare din cele N valori posibile pentru f, 
se poate deduce valoarea minimă căutată pentru distanţa D. 
 Utilizarea descriptorilor Fourier poate fi extinsă la descrierea liniilor şi curbelor oarecare 
din orice imagine de clasă (3), considerându-le contururi închise ale unor obiecte cu grosimea de 
un pixel. 

 
 
 Original    3 valori   5 valori 

 
 
 7 valori    9 valori   11 valori 

 
 
 13 valori    15 valori   17 valori 

 
 19 valori    21 valori   23 valori 
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9.7. Caracterizarea texturilor. 
 Schema bloc a unui sistem general de analiză a texturilor, propusă de Jain [56] este dată în 
continuare: 
 

1 2

u(m,n

măsurare
autocorelaţie

măsurători
histogramă

extragere
trăsături

filtru A(z ,z )
decorelare

e(m,n)
textură
trăsături

 
Fig. 4. Schema bloc a unui sistem general de analiză a texturilor. 

 
 Textura este mai întâi decorelată de filtrul ),z(z 21A  care poate fi proiectat cunoscând 
funcţia de autocorelaţie corespunzătoare texturii. Se obţine e(m,n) care poate fi descris cel mai 
bine de un câmp aleator necorelat, ale cărui caracteristici se deduc din studiul histogramei. Restul 
trăsăturilor se extrag din studiul funcţiei de autocorelaţie. 
 Caracterizarea texturilor se poate face printr-o multitudine de metode de analiză 
(Fainhurst[37]), unele deja abordate în paragraful 6.4. Bazându-ne pe dualitatea care există între 
segmentare şi extragere de trăsături, se pot sintetiza clasele de trăsături care pot fi extrase din 
imaginea unei texturi folosind următoarea diagramă (Jain[56]): 

Trăsături ale texturii

Statistice Structurale Alte metode

Funcţia de
autocorelaţie
Transformări
ortogonale

Cantitate
muchii

Matrice
coocurenţă

Periodice Aleatoare

Câmpuri
aleatoare

Primitive Poziţionale

Nivel de gri

Omogenitate

Regiuni Perioadă

Adiacenţă

Distanţe

Densitate
muchii

Densitate
extreme

Continuitate
regiuni

Modele
mozaic

 
Fig. 5. Metode de analiză a texturilor. 

 Modelul mozaic se bazează pe câmpuri geometrice aleatoare (Cross[32]). Sunt mult 
utilizate pentru analiza ţesăturilor, a căror imagini se apropie cel mai mult de acest model. 
 
 
 
9.8. Trăsături structural-sintactice. 
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 Metodele structural-sintactice de recunoaştere au la bază utilizarea primitivelor şi a 
relaţiilor dintre ele pentru execuţia procesului de recunoaştere (Pavlidis[80]). 
 Există o multitudine de primitive care pot fi extrase dintr-o imagine. Cele mai simple sunt 
cele folosite pentru caracterizarea imaginilor de clasă (3), deci formate din linii şi curbe continue. 
Un asemenea set de primitive este prezentat în continuare. El permite descrierea unui contur 
oarecare printr-un şir de simboluri, fiecare corespunzând unei primitive. 
 

a b c d e  

a b

c
d

ea a

a

a

c
d

d d

 
abaddddacacae 

 
Fig. 6. Exemple de primitive generice şi utilizarea lor. 

 
 Un exemplu clasic de utilizare a descrierilor structurale în caracterizarea obiectelor este 
datorat lui Ledley [64] şi se referă la caracterizarea imaginilor microscopice conţinând 
cromozomi. Pentru această aplicaţie, primitivele folosite au fost cinci la număr, cele redate în 
continuare, unde marcajele romboidale indică poziţia interiorului obiectului (cromozomului): 
 

a b c d e
a

a

a

a

b

b

b
b

b

b

b
b

c c

d

d

  
       abdbabcbabdbabcb  babcbabe 
 

Fig. 7. Descrierea sintactică a cromozomilor. 
 
 Adăugarea la acest set de primitive a unei sintaxe care să descrie regulile de conectivitate 
între primitive permite obţinerea unei reprezentări sintactice unice pentru obiecte. Pentru cazul 
imaginilor de clasă (3) regulile de conectivitate sunt doar de tipul joncţiune între primitive, ceea 
ce permite descrieri simple sub formă de şiruri, ca în exemplele anterioare. 
 Dacă relaţiile de conectivitate sunt mai complexe ("dreapta-jos faţă de"), ca în exemplul 
următor al descrierii feţei umane, reprezentarea sintactică obţinută ia forma unui graf 
(Ballard[10]). Se remarcă şi structura mult mai complexă a primitivelor folosite("gură", "ochi", 
"sprâncene", etc.). 
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Gură

Limită păr

Sprânceană Sprânceană

Ochi Ochi

Nas (bază nas)

Limită
stânga
faţă

Limită
dreapta
faţă

Limită
jos
faţă            

Gură

Limită păr

Sprânceană Sprânceană

Ochi Ochi

Nas (bază nas)

Limită
stânga
faţă

Limită
dreapta
faţă

Limită
jos
faţă

stânga-sus

stânga-sus

dreapta-sus

stânga-jos

dreapta-jos

dreapta-sus
dreapta-jos

stânga-jos

susjos

stânga

dreapta

susjos

stânga

dreaptadreapta

stânga

susjossus jos

 
Fig. 8. Descriere sintactică pentru faţa umană. 

 
9.9. Detalii de implementare. 
 Aplicaţia PROImage, prezentată în capitolul 21 include, printre altele, şi implementarea 
segmentării cu prag. (pentru informaţii suplimentare se poate studia codul sursă din fişierul 
"his.pas"). 
 În continuare este prezentat un program PASCAL care extrage descriptorii Fourier dintr-o 
imagine binară de clasă (3) şi apoi reconstruieşte obiectele localizate în imagine pe baza unui 
număr predeterminat din aceşti descriptori. 
 
program Descriptori; 
uses Dos,Graph,Crt; 
type 
 Image = array [0..239] of array [0..255] of byte; 
const 
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var 
 i,j,m,n : integer; 
 Img1,Img2: ^Image; 
 Code  : byte; 
 Text  : string; 
 
(*---------------- PROCEDURA  D e s c r i p t ----------------------------*) 
Procedure Descript; 
type 
 Conv = array[0..7] of shortint; 
 vecb = array [0..0] of byte; 
 vecr = array [0..0] of real; 
 ivec = array [0..0] of integer; 
 pvec = array [0..0] of ^vecb; 
 rvec = array [0..0] of ^vecr; 
const 
 Cx : Conv = (-1,-1,0,1,1,1,0,-1); 
 Cy : Conv = (0,-1,-1,-1,0,1,1,1); 
var 
 i,j,k,s,x,y,xs,ys,xc,yc,nc : integer; 
 Pnc  : ^ivec;  {pointer la lista cu nr. de puncte/contur} 
 Px,Py  : ^pvec;  {pointer la lista de pointeri la listele coordonate} 
 Rp,Ip  : ^rvec;  {pointer la lista de pointeri la listele descriptori} 
 Fi,Rt,It : real; 
begin 
 {inversez imagine} 
 setfillstyle(SOLIDFILL,15); 
 bar(256,0,511,239); 
 bar(0,240,255,479); 
 for x:=0 to 255 do 
  for y:=0 to 239 do 
   Img1^[y,x]:=255-Img1^[y,x]; 
 
 {baleiez contur, aflu nc = număr contururi} 
 nc:=0; 
 for x:=1 to 254 do 
  for y:=1 to 238 do 
  begin 
   if (Img1^[y-1,x]=0) and (Img1^[y,x]=255) then 
   begin 
    nc:=nc+1; 
    xs:=x; 
    ys:=y; 
    xc:=x; 
    yc:=y; 
    Img1^[yc,xc]:=254; 
    j:=0; 
    while Img1^[yc+Cy[j],xc+Cx[j]]<>0 do 
     j:=(j+1) mod 8; 
    repeat 
     while Img1^[yc+Cy[j],xc+Cx[j]]=0 do 
      j:=(j+1) mod 8; 
     xc:=xc+Cx[j]; 
     yc:=yc+Cy[j]; 
     Img1^[yc,xc]:=254; 
     PutPixel(256+xc,yc,10); 
     j:=(j+5) mod 8; 
    until (xc=xs) and (yc=ys); 
   end; 
  end; 
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 {aloc vector cu număr pixeli/contur} 
 GetMem(Pnc,nc*SizeOf(integer)); 
 
 {completez vector Pnc} 
 i:=0; for x:=1 to 254 do 
  for y:=1 to 238 do 
  begin 
   if (Img1^[y-1,x]=0) and (Img1^[y,x]>=254) then 
   begin 
    Pnc^[i]:=0; 
    xs:=x; 
    ys:=y; 
    xc:=x; 
    yc:=y; 
    Img1^[yc,xc]:=253; 
    j:=0; 
    while Img1^[yc+Cy[j],xc+Cx[j]]<>0 do 
     j:=(j+1) mod 8; 
    repeat 
     while Img1^[yc+Cy[j],xc+Cx[j]]=0 do 
      j:=(j+1) mod 8; 
     xc:=xc+Cx[j]; 
     yc:=yc+Cy[j]; 
     Img1^[yc,xc]:=253; 
     PutPixel(256+xc,yc,5); 
     Pnc^[i]:=Pnc^[i]+1; 
     j:=(j+5) mod 8; 
    until (xc=xs) and (yc=ys); 
    i:=i+1; 
   end; 
  end; 
 
 GetMem(Px,nc*SizeOf(pointer)); 
 GetMem(Py,nc*SizeOf(pointer)); 
 GetMem(Rp,nc*SizeOf(pointer)); 
 GetMem(Ip,nc*SizeOf(pointer)); 
 for i:=0 to nc-1 do 
 begin 
  GetMem(Px^[i],Pnc^[i]); 
  GetMem(Py^[i],Pnc^[i]); 
  GetMem(rp^[i],Pnc^[i]*SizeOf(real)); 
  GetMem(ip^[i],Pnc^[i]*SizeOf(real)); 
 end; 
 
 {completez vectori Px , Py} 
 i:=0; 
 for x:=1 to 254 do 
  for y:=1 to 238 do 
  begin 
   if (Img1^[y-1,x]=0) and (Img1^[y,x]>=253) then 
   begin 
    xs:=x; 
    ys:=y; 
    xc:=x; 
    yc:=y; 
    Img1^[yc,xc]:=252; 
    j:=0; 
    while Img1^[yc+Cy[j],xc+Cx[j]]<>0 do 
     j:=(j+1) mod 8; 
    k:=0; 
    repeat 
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     while Img1^[yc+Cy[j],xc+Cx[j]]=0 do 
      j:=(j+1) mod 8; 
     xc:=xc+Cx[j]; 
     yc:=yc+Cy[j]; 
     Img1^[yc,xc]:=252; 
     Px^[i]^[k]:=xc; 
     Py^[i]^[k]:=yc; 
     k:=k+1; 
     j:=(j+5) mod 8; 
    until (xc=xs) and (yc=ys); 
    i:=i+1; 
   end; 
  end; 
 
 for i:=0 to nc-1 do 
  for k:=0 to Pnc^[i]-1 do 
   putpixel(256+Px^[i]^[k],Py^[i]^[k],0); 
 
 {calcul descriptori Fourier} 
 for i:=0 to nc-1 do 
 begin 
  for j:=0 to Pnc^[i]-1 do 
  begin 
   Rp^[i]^[j]:=0.0; 
   Ip^[i]^[j]:=0.0; 
   for k:=0 to Pnc^[i]-1 do 
   begin 
    Fi:=-2*PI*k*j/Pnc^[i]; 
    Rp^[i]^[j]:=Rp^[i]^[j]+Px^[i]^[k]*cos(Fi)-Py^[i]^[k]*sin(Fi); 
    Ip^[i]^[j]:=Ip^[i]^[j]+Px^[i]^[k]*sin(Fi)+Py^[i]^[k]*cos(Fi); 
   end; 
  end; 
  ErrSound; 
 end; 
 
 {reducere date} 
 s:=11; 
 for i:=0 to nc-1 do 
  for j:=s+1 to Pnc^[i]-1-s do 
  begin 
   Rp^[i]^[j]:=0.0; 
   Ip^[i]^[j]:=0.0; 
  end; 
 
 {transformarea inversă} 
 for i:=0 to nc-1 do 
 begin 
  for j:=0 to Pnc^[i]-1 do 
  begin 
   Rt:=0.0; 
   It:=0.0; 
   for k:=0 to Pnc^[i]-1 do 
   begin 
    Fi:=2*PI*k*j/Pnc^[i]; 
    Rt:=Rt+Rp^[i]^[k]*cos(Fi)-Ip^[i]^[k]*sin(Fi); 
    It:=It+Rp^[i]^[k]*sin(Fi)+Ip^[i]^[k]*cos(Fi); 
   end; 
   Px^[i]^[j]:=Round(Rt/Pnc^[i]); 
   Py^[i]^[j]:=Round(It/Pnc^[i]); 
   putpixel(Px^[i]^[j],240+Py^[i]^[j],0); 
  end; 
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  ErrSound; 
 end; 
 
 for i:=0 to nc-1 do 
 begin 
  FreeMem(Px^[i],Pnc^[i]); 
  FreeMem(Py^[i],Pnc^[i]); 
  FreeMem(Rp^[i],Pnc^[i]*SizeOf(real)); 
  FreeMem(Ip^[i],Pnc^[i]*SizeOf(real)); 
 end; 
 FreeMem(Px,nc*SizeOf(pointer)); 
 FreeMem(Py,nc*SizeOf(pointer)); 
 FreeMem(Rp,nc*SizeOf(pointer)); 
 FreeMem(Ip,nc*SizeOf(pointer)); 
end; 
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10. Clasificatori liniari. 
 
 
 
 

10.1. Clasificatorul de distanţă minimă. 
10.2. Formarea clasificatorului liniar. 
10.3. Funcţii discriminant liniare pe porţiuni. 
10.4. Formarea clasificatorului liniar pe porţiuni. 
10.5. Clasificatorul celor mai apropiaţi "k" vecini. 
10.6. Clasificatorul celor mai mici pătrate. 
 
 
 
 
 Pentru cazul a două clase şi două trăsături avem următoarea distribuţie posibilă a formelor 
de intrare în spaţiul formelor: 
 

x

y
(A)

(B)

 
Fig. 1. Principiul clasificatorului liniar. 

 
 Limita de decizie în acest caz este de forma: 
  nmxu +=           (1) 
 sau echivalent: 
  0ayaxa 321 =++          (2) 
 unde b, a1m, aa 321 −==−=  
 Funcţiile discriminant pentru cele două clase pot fi construite de forma: 
  321A ayaxa(x,y) ++=D         (3) 
  321B ayaxa(x,y) −−−=D         (4) 
 Generalizând, o funcţie discriminant liniară pentru spaţiul n-dimensional al formelor este 
dată de: 
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 sau, cu notaţia 1x 1n =+ , avem: 
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 care defineşte prin 0)(i =XD  ecuaţia unui hiperplan. 
 Matriceal, expresia de mai sus se scrie: 
  [ ] ...K1, pentru iww...ww)( 1i,nin2i1ii == + XXD     (7) 
 Sintetizând pentru toate valorile lui "i", obţinem: 
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 Limitele de decizie dintre oricare două clase se deduc din: 
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 Folosind notaţia: 
  jmim

ij
m www −=)(          (10) 

 se obţine ecuaţia limitei de decizie între două clase de forma: 
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 care reprezintă ecuaţia unui hiperplan care trece prin originea spaţiului extins al 
trăsăturilor, spaţiu a cărui utilizare simplifică mult studiul clasificatorilor liniari. 
 Pentru cazul a doar două clase, este suficientă doar o singură funcţie de decizie, )(XD , 
astfel încât: 

  




∈<
∈>

2

1

ω, pentru 0)(
ω, pentru 0)(

XXD
XXD

        (12) 

 Cazul a mai multe clase se poate reduce la clasificarea cu două clase, dacă se adoptă una 
din următoarele strategii de construcţie a clasificatorilor multicategoriali, strategii valabile pentru 
orice tip de clasificator (nu numai pentru cei liniari). 
 
 Strategia (1). Se construieşte, corespunzător fiecărei clase, un clasificator care să împartă 
spaţiul trăsăturilor în două regiuni, astfel încât una să conţină clasa respectivă, iar cealaltă restul 
claselor. 
 Decizia de clasificare se ia folosind regula: 
  ...K1j, ii), ()(ω ijj =≠∀>⇔∈ XDXDX       (13) 
 Se remarcă apariţia unei regiuni de nedeterminare (gri) pentru care nu se poate lua o 
decizie. 
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1
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Fig. 2. Clasificator liniar multicategorial, metoda 1. 
 
 Strategia (2). Se construieşte, corespunzător fiecărei perechi de clase, un clasificator care 
să împartă spaţiul trăsăturilor în două regiuni, astfel încât una să conţină clasele respective, iar 
cealaltă restul claselor: 

1

2 3

4
 

1

2

3

4

5

 
Fig. 3. Clasificator liniar multicategorial, metoda 2. 

 
 În acest caz se construiesc funcţii de decizie de forma: 
  j, unde i0)(ω sau ω ijji ≠>⇔∈∈ XDXX       (14) 
 Se ia decizia de apartenenţă la una din clase folosind regula: 
   ...K1i,j, unde j0)(ω iji =≠>⇔∈ XDX       (15) 
 
 Strategia (3). Fiecare funcţie discriminant separă doar două clase între ele, caz în care 
zona de nedeterminare se reduce foarte mult. 
 În acest caz se construiesc funcţii de decizie de forma: 
  )()()( jiij XDXDXD −=         (16) 
 regula de decizie folosită în acest caz fiind de forma: 
  ...K1i,j j,0)(ω iji =≠>⇔∈ unde XDX       (17) 
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Fig. 4. Clasificator liniar multicategorial, metoda 3. 

 
 Această strategie este cea mai puternică, reuşind să separe liniar clase care nu pot fi 
separate folosind primele două metode: 

1

2 3

 
Fig. 5. Exemplu de clasificare liniară multicategorială, metoda 3. 

 
10.1. Clasificatorul de distanţă minimă. 
 Pentru fiecare clasă se definesc vectorii prototip prin: 

  K1i
M
1 iM

1j
j

i
i ...,XR == ∑

=

         (18) 

 şi care reprezintă centrul de greutate (media) formelor care alcătuiesc setul de antrenament 
(învăţare, formare) al clasei iω , iar iM  fiind numărul de asemenea vectori. 
 Funcţiile discriminant se construiesc în acest caz pe baza distanţei de la un vector oarecare 
de intrare (formă) la vectorii prototip, distanţă notată ),( iRXd . Decizia se ia conform regulii: 
  ...K1i, jj), ,(),(ω jii =≠∀<⇔∈ RXdRXdX      (19) 
 sau echivalent: 
  ...K1i, jj), ,(),(ω j

2
i

2
i =≠∀<⇔∈ RXdRXdX      (20) 

 Dacă se foloseşte distanţa euclidiană, atunci: 

  ∑
=

−=
n

1m

2
immi )r(x),( RXd         (21) 

 Pe baza acestei distanţe se construieşte funcţia discriminant, punând, mai întâi, distanţa 
precedentă sub forma: 
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  2
i

T
i

22
ii 2),( RXRXRXRXd +−=−=       (22) 

 în care se remarcă faptul că primul termen este indepentent de clasă, deci poate fi eliminat, 
iar ultimul termen se calculează o singură dată, în faza de construcţie a clasificatorului. Atunci 
definirea funcţiei discriminant este imediată, folosind: 
  maximminim =−⇔=⇔∈ 2

i
T
ii

2
i 2),(ω RXRRXdX     (23) 

 rezultă: 
  2

i
T
ii 2 RXR)X(D −=         (24) 

 Deşi în acest caz s-a folosit distanţa euclidiană, în general mai pot fi folosite şi alte 
distanţe, cum ar fi distanţa generalizată (Minkovski), distanţa Manhattan, distanţa Hamming 
(pentru forme binare) sau distanţa Tanimoto (Hamming normalizată): 

  - distanţa Minkovski  
/p1n

1i

p
ii )y(x),( 







 −= ∑
=

YXd     (25) 

  - distanţa Manhattan  ∑
=

−=
n

1i
ii yx),( YXd      (26) 

  - distanţa Hamming  ∑
=

⊕=
n

1i
ii yx),( YXd      (27) 

  - distanţa Tanimoto  ∑∑
==

+=
n

1i
ii

n

1i
ii )y(xyx),( YXd    (28) 

 Funcţia de decizie dată de un clasificator liniar pentru clasa iω , adică: 

  ∑
+

=

=
1n

1k
kiki xw)(XD          (29) 

 defineşte prin 0)(i =XD  ecuaţia unui hiperplan în spaţiul )1(n +  dimensional (extins) al 
trăsăturilor, hiperplan ce trece prin origine. Un asemenea plan este complet determinat de vectorul 
normalei la plan, vector definit de: 
  [ ]T

1niin1ii www += ,...W         (30) 
 şi denumit vectorul de ponderi. Ca urmare se poate lucra direct cu aceşti vectori, modul de 
operare fiind: 
  00)( i

T
iii >⇔>=⇔∈ X,WXWXDX ω       (31) 

 spaţiul extins al trăsăturilor fiind echivalat în acest caz cu spaţiul ponderilor. 
 
10.2. Formarea clasificatorului liniar. 
 Fie T

n21 )x...xx(=X  un vector de formă, nR⊂∈ ΩX , unde Ω  este spaţiul 
formelor, iar "n" este numărul de trăsături. 
 Pentru cazul clasificării binare, funcţia discriminant este dată de: 

  XWXD T
1n

1i
ii

1n

1i

∆

i
)2(

i
)1(

i xw)xw(w)( ==−= ∑∑
+

=

+

=

      (32) 

 care poate fi interpretată ca fiind ecuaţia unui hiperplan în spaţiul extins al trăsăturilor, sau 
echivalent, ca produsul scalar dintre vectorul W şi vectorul extins X. Vectorul W, numit vectorul 
de ponderi, este normal la hiperplanul de decizie (care trece prin origine). 
 Ca urmare, în spaţiul ponderilor, regula de decizie este: 
  0sω T

1 >=⇔∈ XWX         (33) 
  0s T

2 <=⇔∈ XWX ω  
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Presupunând că avem un set de vectori (de antrenament) a căror apartenenţă la clase este 
cunoscută, formarea este un procedeu iterativ care permite construirea hiperplanului de decizie în 
cazul în care cele două clase sunt liniar separabile. 

 

plan de decizie

noul plan de decizie

ωωωω
ωωωω
1

2

W

X

W'

ααααX
plan de decizie

noul plan de decizie

ω
ω
1

2

W

X

W'

−αX

 
Fig. 6. Formarea clasificatorului liniar. 

 
 Dacă 1ω∈X  şi este clasificat greşit ca aparţinând lui 2ω , se poate corecta această situaţie 
construind un nou vector de ponderi prin adăugarea unei fracţiuni din X la vectorul de ponderi 
precedent: 
  XWW α+=′           (34) 
 Dacă 2ω∈X  şi este clasificat greşit ca aparţinând lui 1ω , se poate corecta această situaţie 
construind un nou vector de ponderi prin scăderea unei fracţiuni a lui X din vectorul de ponderi 
precedent: 
  XWW α−=′           (35) 
 Valoarea factorului de corecţie "α" se poate obţine din expresia produsului scalar: 
  2TTT )(s XXWXXWXW αα +=+=′=′       (36) 
 Rezultă: 

  2

ss
X
−′=α           (37) 

 Dacă se impune, de exemplu, ss −=′ , atunci rezultă: 

  2

T

2
X

XW−=α           (38) 

 În general însă, se pot utiliza diverse strategii pentru alegerea factorului de corecţie: 
 (1). Metoda factorului de corecţie constant: 
  0>= αα  const .,  
 (2). Metoda corecţiei absolute: 
  [ ]2T X/XW>=  întregmic mai celα  
 (3). Metoda corecţiei fracţionare: 

  ]20(2

T

,,
X

XW
∈= λλα   

 Corecţia în acest ultim caz se poate face direct funcţie de "λ", adică: 

  
XW

XWXW
XWWXXWX

X

XW
WW

T

TT
T

2

T −′
=⇒+=′⇔+=′ λλλ   (39) 
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 Ultima formulă obţinută dă informaţii despre semnificaţia lui "λ", adică: 
 (1). Dacă 1<λ , atunci planul de decizie se deplasează către "X" (în jurul originii), fără a-l 
atinge însă niciodată. 
 (2). Dacă 1=λ , atunci noul plan de decizie va trece prin "X". 
 (3). Dacă 21 << λ , planul de decizie trece de partea cealaltă în raport cu "X", 
clasificându-l corect. 
 (4). Dacă 2=λ , vectorul de formă "X" se va găsi de partea cealaltă a noului plan, la 
distanţă egală. 
 Dacă clasele sunt separabile liniar, plecând de la un hiperplan de decizie iniţial arbitrar 
ales, după un număr de iteraţii se reuşeşte clasificarea corectă a tuturor formelor din setul de 
antrenament. 
 Dacă clasele nu sunt separabile liniar, apar oscilaţii ale limitelor de decizie. S-au elaborat 
algoritmi care detectează aceste oscilaţii şi apoi adaugă (generează) noi vectori prototip 
subdivizând subclasele, până se realizează separabilitatea claselor. 
 
10.3. Funcţii discriminant liniare pe porţiuni. 
 Fiecare clasă este definită în acest caz de un set de vectori de referinţă: 
  { }

kM1m
k

m
k

k ...
)()( XR ==→ω         (40) 

 unde kM  este numărul de vectori de referinţă pentru clasa kω . 
 Pentru clasificatorul liniar pe porţiuni se defineşte distanţă între un vector de formă 
oarecare X şi clasa kω  prin: 

  ),(),(),ω( (k)
∆

(k)
m...M1mk

k

RXdXXdminXd ==
=

      (41) 

 Deci, practic, se construiesc funcţii discriminant de distanţă minimă pentru fiecare vector 
prototip ataşat unei clase. 
 Regula de decizie este: 
  ...K1k,jj),,ω(),ω(ω jkk =≠∀<⇔∈ XdXdX      (42) 
 sau echivalent: 
  ...K1k,jj),,ω(),ω(ω j...K1jkk =≠∀=⇔∈

=
XdminXdX      (43) 

 unde "K" este numărul de clase. 
 Expresia funcţiei discriminant corespunzătoare se deduce în continuare prin: 
  

2(k)
m

(k)
m

T22(k)
m

(k)
m 2),( XXXXXXXXd +−=−=      (44) 

 În continuare se procedează la fel ca la clasificatorul de distanţă minimă, adică, folosind 
remarca că primul termen al expresiei anterioare este redundant, avem: 

  
2(k)

m
(k)
m

T
∆

(k)
m 2),( XXXXXD −=        (45) 

 Funcţia discriminant pentru clasificatorul liniar pe porţiuni se scrie atunci: 

  )(),(),ω(
2(k)

m
(k)
m

T

...M1m

(k)
m...M1mk

kk

XXXmaxXXDmaxXD −==
==

    (46) 

 Regula de decizie pentru clasificatorul liniar pe porţiuni devine: 
  ),ω(),ω(ω j...K1jkk XDmaxXDX

=
=⇔∈        (47) 

 Acest clasificator poate fi văzut ca fiind obţinut prin divizarea fiecărei clase în subclase, 
fiecare caracterizate de câte un vector prototip, şi construind câte un clasificator multicategorial 
de distanţă minimă pentru fiecare clasă. 
 



10. Clasificatori liniari.  

 144

 
Fig. 7. Clasificator liniar pe porţiuni. 

 
10.4. Formarea clasificatorului liniar pe porţiuni. 
 În acest caz se procedează oarecum analog cazului clasificatorului de distanţă minimă, 
însă pentru fiecare vector prototip care defineşte o clasă în parte. 
 Dacă 1k ωω ⊂∈X  şi este clasificat greşit ca aparţinând lui 2p ωω ⊂ , se poate corecta 
această situaţie construind un nou vector de ponderi prin adăugarea unei fracţiuni din X la 
vectorul de ponderi precedent: 
  0kk >+=′ αα  ,XWW          (48) 
 Dacă 2p ωω ⊂∈X  şi este clasificat greşit ca aparţinând lui 1k ωω ⊂ , se poate corecta 
această situaţie construind un nou vector de ponderi, adaugând o fracţiune din X la vectorul de 
ponderi precedent: 
  0pp >−=′ αα  ,XWW          (49) 
 Metodele de alegere pentru factorul de corecţie "α" sunt aceleaşi: 
  (1). Metoda factorului de corecţie constant. 
  (2). Metoda corecţiei absolute. 
  (3). Metoda corecţiei fracţionare. 
 Singura condiţie pe care trebuie să o îndeplinească W este să fie perpendicular pe 
hiperplanul de decizie. Totuşi, în aceste condiţii, deoarece el intră în evaluarea funcţiilor de 
decizie, procesul de decizie va favoriza funcţiile pentru care |W|  este mai mare. De aceea se 
preferă lucrul cu versorul de ponderi, adică cu: 

  
XW
XWW

α
α

+
+=′

k

k
k , dacă kω∈X  e clasificat greşit în pω  şi    (50) 

  
XW
XW

W
α
α

−
−

=′
p

p
p , dacă pω∈X  e clasificat greşit în kω .    (51) 

 
10.5. Clasificatorul celor mai apropiaţi "k" vecini. 
 Clasificatorul liniar pe porţiuni descris anterior este un clasificator de distanţă minimă în 
raport cu vectorii prototip şi în acelaşi timp poate fi văzut ca un clasificator de tipul vecinului cel 
mai apropiat (NN - Nearest Neighbor). 
 O generalizare a metodei vecinului cel mai apropiat este clasificatorul celor mai apropiaţi 
"k" vecini. În acest caz apartenenţa unei forme la o clasă este decisă examinând un număr de "k" 
vecini (cei mai apropiaţi) ai formei respective, vecini a căror apartenenţă la clase este cunoscută. 
 Pentru găsirea celor mai apropiaţi "k" vecini se utilizează cel mai des distanţa euclidiană. 
Metoda se poate aplica cu succes şi pentru forme neseparabile liniar, şi pentru clasificări 
multicategoriale. 
 Pentru clasificarea formelor binare se utilizează distanţele Hamming sau Tanimoto. 
 Regula de decizie cea mai simplă folosită este cea a numărului maxim de voturi: 
  kω∈X , dacă între cei "k" vecini, cei mai mulţi aparţin clasei kω  
 Cazurile cu număr egal de voturi se elimină. 
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 Alteori, contribuţia vecinilor la luarea deciziei se consideră şi funcţie de distanţa între "X" 
şi cei "k" vecini, adică: 

  ∑
=

=
kN

1i i

(k)

)(
1)(
XD

XV   sau  ∑
=

=
kN

1i
2
i

(k)

)(
1)(

XD
XV    (52) 

 unde, între cei "k" vecini, există kN  aparţinând clasei kω . 
 Regula de decizie se scrie în acest caz: 
  c

(i)(j)
j ...N1j, ii), ()(ω =≠∀>⇔∈ XVXVX      (53) 

 Rezultate eronate pot apare dacă clasele sunt definite prin vectori prototip în număr foarte 
diferit de la o clasă la alta, clasa definită prin mai puţini vectori prototip fiind dezavantajată. În 
acest caz se măreşte numărul de voturi pentru fiecare vector prototip al clasei dezavantajate cu 
raportul între numărul de vectori prototip ai clasei dezavantajate şi numărul de vectori prototip 
pentru cealaltă clasă. 
 Această metodă este laborioasă dacă numărul de forme prototip este mare. O variantă a 
acestei metode duce la clasificarea cu ajutorul funcţiilor de potenţial, în care potenţialul unui 
punct (unei forme) este estimat prin superpoziţia potenţialelor celor mai apropiaţi "k" vecini. 
 
10.6. Clasificatorul celor mai mici pătrate. 
 Fie }{ ijZ  setul de forme de antrenament, unde ijZ  este forma "j" a clasei iω . Pe baza lor 
se construieşte clasificatorul, operaţia de clasificare constând în atribuirea (maparea), pentru 
fiecare formă din setul de antrenament a unui număr (de exemplu, indicele clasei). Generalizând, 
se poate considera clasificarea ca fiind o mapare a fiecărei forme din spaţiul trăsăturilor în puncte 
ataşate fiecărei clase din spaţiul de decizie (având aceeaşi dimensiune): 
 

1 2

3

V (0,0,1)
3

V (0,1,0)
2

V (1,0,0)
1

x x'

y y'

z z'

spaţiul formelor
spaţiul de decizie

 
Fig. 8. Principiul clasificatorului celor mai mici pătrate. 

 
 Deci în spaţiul de decizie, fiecărei clase îi va corespunde un punct iV . În cazul ideal, 
tuturor formelor dintr-o clasă ar trebui să le corespundă un singur punct în spaţiul de decizie. În 
realitate, această mapare se face cu o eroare care va fi minimizată. Deci corespondenţa va fi de 
forma: 
  ijij AZZ →           (54) 
 unde "A" este matricea transformării. Clasei iω  îi ataşăm în spaţiul de decizie vectorul 
(punctul) iV . 
 O măsură a erorii de clasificare este distanţa (în spaţiul de decizie) între punctul de mapare 
a vectorului de intrare ( ijAZ ) şi punctul ataşat clasei iω  ( iV ). 
 Eroarea de clasificare poate fi estimată folosind vectorul de eroare: 
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  iijij VAZ −=εr   - pentru forma "j" a clasei iω . 
 Eroarea de clasificare pentru toţi vectorii (formele) din clasa iω  poate fi măsurată prin: 

  ∑
=

=
iN

1j

2
ij

i
i N

1 εε r          (55) 

 unde iN  este numărul de forme de antrenament din clasa iω . 
 Eroarea globală de clasificare, pentru toate clasele se scrie atunci: 

  ∑
=

=
cN

1i
i

c

2

N
1 εε           (56) 

 unde Nc este numărul de clase. Relaţia anterioară trebuie corectată dacă probabilităţile de 
apariţie ale simbolurilor din diferite clase nu sunt egale, adică: 

  ∑
=

=
cN

1i
ii

c

2 P
N
1 εε          (57) 

 Se doreşte determinarea transformării "A" care să minimizeze eroarea de clasificare 
stabilită anterior: 
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 Rezultă: 
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 Condiţia de minimizare este: 

  0)22(
N
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 Rezultă în final: 
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 Matricea ∑
=

iN

1j

T
ijij ZZ  are semnificaţia unei matrici de autocorelaţie, iar ∑

=

iN

1j

T
iji ZV  are 

semnificaţia unei matrici de crosscorelaţie, adică: 
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T
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T
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T
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 de unde rezultă forma cel mai des utilizată pentru transformarea căutată: 
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 Matricea "A" se calculează cunoscând matricile de autocorelaţie şi crosscorelaţie definite 
anterior sau estimându-le plecând de la setul de forme de antrenament. Calculul lui "A" necesită 
inversarea unei matrici simetrice, pentru care există metode numerice puternice. 
 Dacă Ẑ  este forma care trebuie clasificată, mai întâi se face trecerea în spaţiul de decizie 
prin: 
  ẐAL =           (64) 
 unde "A" a fost deja calculat în faza de formare. În spaţiul de decizie se foloseşte un 
clasificator de distanţă minimă, deci ar trebui să calculăm, pentru fiecare clasă, distanţa: 
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  2
i

T22
i

2
i 2 VVLLVLd +−=−=        (65) 

 Primul termen al sumei este acelaşi pentru toate clasele, deci se poate renunţa la calculul 
lui, şi ca urmare funcţia discriminant poate fi definită sub forma: 
  2

i
T

i 2 VVLD −=          (66) 
 Regula de decizie se scrie atunci: 
  cjii N1jij ...,,DDẐ =≠∀>⇔∈   ω        (67) 
 Deoarece regula de mapare este construită, se poate alege, de exemplu, vectorul iV  de 
forma: 
  [ ]T

i 0100 ......V = , cu "1" pe poziţia "i" a vectorului. 

 Ca urmare avem c
2

i N1i1 ...,V =∀=   şi atunci funcţia de decizie pentru clasa "i" este: 

  c
T

i
T

ii
T

i N1i ..,ẐAVLVVLD ====  pentru       (68) 
 Cele cN  relaţii se pot grupa într-o singură relaţie matriceală de forma: 
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...
=⇒=



















=
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010
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D

D
D

cN

2

1

     (69) 

 Deci în condiţiile impuse lui iV , clasificarea înseamnă calculul vectorului "D" şi selecţia 
valorii maxime din el, reţinându-se indicele clasei. 
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11.1. Principiul metodei. 
 Presupunerea fundamentală care se face este că există pentru fiecare clasă o funcţie 
densitate de probabilitate care să poată fi folosită pentru determinarea probabilităţii ca o forma de 
intrare să aparţină unei clase. Aceste funcţii definite pe spaţiul formelor permit clasificarea prin 
selecţia clasei de probabilitate maximă. 
 Vom folosi următoarele notaţii: 
  )(ω jP  - probabilitatea apriorică a clasei jω ; 
  )/(ω j XP  - probabilitatea ca clasa jω  să includă forma X; 
  )/ω( jXP  - probabilitatea ca forma X să fie inclusă în clasa jω ; 
  ),ω(ω kjF - funcţia de pierdere, care descrie pierderea ce afectează procesul de 
recunoaştere când o formă din clasa jω  este clasificată ca aparţinând clasei kω . 
 Funcţii de pierdere uzuale sunt: 
a) Funcţia de pierdere simetrică, dată de: 

  




≠
=

=
kj,1
kj0

)/ω(ω kj  pentru 
 pentru ,

F         (1) 

 care mai poate fi scrisă: 
  (j,k)1)/ω(ω kj δF −=         (2) 
 unde (j,k)δ  este funcţia delta Kronecker. 
b) Funcţia de pierdere diagonală, descrisă de: 

  




≠
=−

=
kj,0
kjh

)/ω(ω j
kj  pentru     

 pentru ,
F        (3) 

 Pe baza funcţiei de pierdere se defineşte pierderea medie condiţionată sau riscul 
condiţionat pentru fiecare clasă prin: 

  ∑
=

=
CN

1j
jkjk )/(ω)/ω(ω),ω( XPFXL        (4) 
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 Folosind formula lui Bayes (sau formula cauzei), avem: 

  
)(

)(ω)/ω(
)/(ω jj

j XP
PXP

XP =         (5) 

 rezultă pentru riscul condiţionat expresia: 

  ∑
=

=
CN

1j
jjkjk )(ω)/ω()/ω(ω

)(
1),ω( PXPF
XP

XL      (6) 

 Decizia de clasificare se ia pe baza riscului minim de eroare, deci conform regulii: 
  k,j...N1j),,ω(),ω(ω Cjkk ≠=∀<⇔∈ XLXLX      (7) 
 Se remarcă faptul că procesul de luare a deciziei impune calculul a CN  funcţii de risc 
condiţionat, unde CN  este numărul de clase. 
 Trecerea la funcţii discriminant se face imediat definindu-le prin: 
  ),ω()( kk XLXD −=          (8) 
 adică: 

  ∑
=

−=
CN

1j
jjkjk )(ω)/ω()/ω(ω

)(
1(X) PXPF
XP

D      (9) 

 care defineşte funcţia de decizie pentru clasificatorul Bayes. 
 Deci regula de decizie devine: 
  k,j...N1j),()(ω Cjkk ≠=∀>⇔∈ XDXDX       (10) 
 Pentru funcţia de pierdere simetrică, riscul condiţionat are expresia: 

  [ ]∑
=

−=
CN

1j
jjjjk )(ω)/ω((j,k))(ω)/ω(

)(
1),ω( PXPδPXP
XP

XL    (11) 

 Dar din formula probabilităţii totale avem: 

  ∑
=

=
CN

1j
jj )(ω)/ω()( PXPXP         (12) 

 Şi ca urmare: 

  )(ω)/ω(
)(

11),ω( kkk PXP
XP

XL +=        (13) 

 Probabilitatea )(XP  este aceeaşi pentru toate funcţiile de risc condiţionat, deci putem 
folosi: 

  )(ω)/ω(),ω( kk

∆

k PXPXL −=         (14) 
 Rezultă funcţia de decizie a clasificatorului Bayes pentru funcţia de pierdere simetrică: 
  )(ω)/ω()( kkk PXPXD =         (15) 
 Pe baza ei se scrie regula de decizie: 

  
)(ω
)(ω

)/ω(
)/ω(λ)(ω)/ω()(ω)/ω(ω

k

j

j

k
jjkkk P

P
XP
XPPXPPXPX >=⇔>⇔∈   (16) 

 unde cu λ s-a notat raportul de verosimilitate. 
 Pentru funcţia de pierdere diagonală, expresia riscului condiţionat este 

  )(ω)/ω()h(
)(

1),ω( kkkk PXP
XP

XL −=       (17) 

 şi din aceleaşi considerente ca mai sus vom folosi: 

  )(ω)/ω(h),ω( kkk

∆

k PXPXL −=        (18) 
 Funcţia de decizie a clasificatorului Bayes pentru funcţia de pierdere diagonală este: 
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  )(ω)/ω(h)( kkkk PXPXD =         (19) 
 iar regula de decizie corespunzătoare se scrie: 

 
)(ωh
)(ωh

)/ω(
)/ω(λ)(ω)/ω(h)(ω)/ω(hω

kk

jj

j

k
jjjkkkk P

P
XP
XPPXPPXPX >=⇔>⇔∈   (20) 

 Probabilitatea globală de eroare pentru clasificatorul Bayes este: 

  ∑ ∫
= 











=

C

i

N

1i ω
iie )d/ω()(ωP XXPP        (21) 

 
11.2. Metode parametrice de clasificare statistică. 
 În cazul metodelor parametrice se presupun cunoscute caracteristicile statistice ale 
formelor de intrare, adică densitatea de probabilitate pentru fiecare clasă şi probabilităţile 
apriorice ale claselor. 
 Cel mai des, sistemele reale sunt descrise de legea normală. Pentru cazul unidimensional 
avem: 

  






 −−= 2

2

σ2
m)(x

π2σ
1(x) expϕ        (22) 

 unde "m" şi "σ" sunt respectiv media şi dispersia variabilei aleatoare cu distribuţie 
normală. 
 Pentru cazul multidimensional, mediei îi corespunde: 
  }{XEM =           (23) 
 iar dispersiei: 
  }))({( TMXMXEΦ −−=         (24) 
 unde E este operatorul speranţă matematică, iar Φ  este matricea de covarianţă a variabilei 
aleatoare multidimensionale ),...,x,x(x n21=X . 
 Densitatea de repartiţie multidimensională este: 

  



 −−−= − )()(
2
1

π)2(||
1)( 1T

2n/21 MXΦMXexp
Φ

XΘ /     (25) 

 Deci: 

  



 −−−= − )()(
2
1

π)2(||
1)/ω( k

1
k

T
k2n/2/1

k
k MXΦMXexp

Φ
XP    (26) 

 Pentru funcţia discriminant se preferă folosirea logaritmului: 

  [ ])(ω)/ω()( kk

∆

k PXPlogXD =         (27) 
 Renunţând la termenii care sunt independenţi de clasă, rezultă: 

  )(ω
2
1

2
1||

2
1)( kk

1
k

T
k

1
k

T
k

1
k

T
kk PlogMΦMXΦMXΦXΦlogXD +−+−−= −−−   (28) 

 Sunt foarte utile unele propuneri simplificatoare: 
1) Dacă matricile de covarianţă sunt egale pentru toate clasele se obţine binecunoscutul 
clasificator liniar: 

  )(ω
2
1)( kk

1T
k

1T
kk PlogMΦMXΦMXD +−= −−      (29) 

2) Făcând presupunerea suplimentară a clasificării binare, funcţia de decizie se scrie: 

  )(ω)/(ω
2
1

2
1)()( 212

1T
21

1T
1

1T
2

T
1 PPlogMΦMMΦMXΦMMXD ++−−= −−−  (29) 
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3) Dacă probabilităţile apriorice ale claselor sunt egale, funcţia de decizie multicategorială este: 

  k
1T

k
1T

kk 2
1)( MΦMXΦMXD −− −=        (30) 

4) Dacă trăsăturile formei de intrare sunt necorelate, atunci Φ  este o matrice diagonală şi avem: 

  k
T
k

T
kk 2

1)( MMXMXD −=         (31) 

 care este tocmai clasificatorul binar de distanţă minimă. Trăsături necorelate se obţin în 
urma transformării Hotteling (Karhunen-Loeve discretă). 
 
11.3. Metode neparametrice de recunoaştere statistică. 
 Pierderea medie condiţionată (riscul condiţionat) pentru un clasificator bayesian este dat 
de: 

  ∑
=

=
cN

1i
iiikk )(ω)/ω()/ω(ω

)(
1),ω( PXPF
XP

XL      (32) 

 Riscul global de clasificare incorectă, a cărui minimizare se doreşte, este dat de: 
  ∫=

Ω
k )d(),ω(r XXPXL         (33) 

 unde integrala se calculează peste întreg spaţiul formelor, deoarece, evident: 

  Ωω ⊆
=
U
cN

1k
k           (34) 

 Înlocuind prima formulă în cea precedentă, se obţine: 

 ∑ ∫∫ ∑
==









=








=

cc N

1i Ω
iiki

Ω

N

1i
iiik )d/ω()/ω(ω)(ωd)(ω)/ω()/ω(ωr XXPFPXPXPF   (35) 

 Deoarece orice clasificare multicategorială poate fi realizată folosind un set adecvat de 
clasificatori binari, formula anterioară devine pentru cazul 2Nc = : 

  ++= ∫∫
21 ω

1211
ω

1111 )d/ω()/ω(ω)(ω)d/ω()/ω(ω)(ωr XXPFPXXPFP  

   ∫∫ ++
21 ω

2222
ω

2122 )d/ω()/ω(ω)(ω)d/ω()/ω(ω)(ω XXPFPXXPFP   (36) 

 În expresia de mai sus ),ω(ω iiF este valoarea funcţiei de pierdere pentru cazul clasificării 
corecte, şi ca urmare, pentru simplificarea calculelor, se poate impune 0),ω(ω ii =F , de unde 
obţinem: 
  ∫∫ +=

12 ω
2122

ω
1211 )d/ω()/ω(ω)(ω)d/ω()/ω(ω)(ωr XXPFPXXPFP   (37) 

 Se urmăreşte construirea unui clasificator binar în condiţiile minimizării riscului global dat 
de expresia anterioară. Dacă clasificatorul dorit este unul linear, el este descris de vectorul de 
ponderi W (care dă normala la hiperplanul de decizie din spaţiul extins al trăsăturilor), regula de 
decizie fiind dată în acest caz de: 

  




<⇔∈
>⇔∈
0
0

T
2

T
1

XWX
XWX

ω
ω

        (38) 

 Condiţia de linearitate impusă clasificatorului nu este restrictivă. Ţinând cont de 
dependenţele existente, trebuie făcută înlocuirea: 
  )WXFF ,,/ω(ω)/ω(ω 2121 ↔        (39) 
 şi atunci avem: 
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 ∫∫ +=
12 ω

2122
ω

1211 )d/ω(),,/ω(ω)(ω)d/ω(),,/ω(ω)(ω XXPWXFPXXPWXFPr   (40) 

 Planul de decizie, deci parametrii clasificatorului trebuiesc determinaţi din condiţia 
minimizării riscului global, adică: 

  0)( =∇ Wr , unde 







=∇

+1n21 www ∂
∂

∂
∂

∂
∂ ...     (41) 

 Calculând gradientul riscului global, rezultă expresia: 
  ∫ ∇=∇

2ω
1211 )d/ω(),,/ω(ω)(ω)( XXPWXFPWr  

   )gXXPWXFP 12
ω

2122 ,(ω)d/ω(),,/ω(ω)(ω
1

ω+∇+ ∫    (42) 

 unde ultimul termen este datorat dependenţei gradientului de limitele de separare a 
claselor. Impunând ca funcţia de pierdere F să fie nulă pe aceste limite de separare, ultimul termen 
se anulează. 
 Funcţiile de pierdere care pot fi folosite în construcţia neparametrică a clasificatorilor 
bayesieni sunt enumerate în continuare: 
 (1). Funcţia de pierdere simetrică: 

  




≠
=

=
kj1
kj0

)/ω(ω jk  pentru 
 pentru 

,
,

F         (43) 

 (2). Funcţia de pierdere diagonală: 

  




≠
=−

=
kj0
kjh

)/ω(ω k
jk  pentru     

 pentru 
,

,
F        (44) 

 (3). Funcţii de pierdere dependente de distanţa între forma clasificată incorect şi clasa 
corectă: 

   
Fig. 1. Funcţii de pierdere dependente de distanţă. 

 
 Distanţa se măsoară de la planul de decizie la forma clasificată incorect folosind: 

  211n

1i

2
i

TT

w

d /
XW

W
XW









==

∑
+

=

        (45) 

 Dacă 0d < , înseamnă că forma a fost clasificată corect, deci în acest caz avem: 
  0d0(d) <=  pentru ,F         (46) 
 Pentru o funcţie de pierdere dependentă liniar de distanţa la planul de decizie, avem: 

  







∈<

∈≥
= incorectã eclasificar   pentru 

corectã eclasificar   pentru         

,X,XW,
W

XW
,X,XW,

F
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T
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1
T

21 0

00
,d)/ω(ω ω

ω
  (47) 
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∈≤
= incorectã eclasificar   pentru 

corectã eclasificar   pentru         

,X,XW,
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F
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T
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12 0

00
,d)/ω(ω ω

ω
  (48) 

 Se calculează: 
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WWXWWX
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 (49) 
 iar rezultatul se notează cu: 

  3

T2
∆ )(
)(X,

W

WXWWX
Wf

−
=        (50) 

 Ca urmare, gradientul riscului global poate fi exprimat cu: 
),ω(ω)d/ω(),()(ω)d/ω(),()(ω)( 12

ω
22

ω
11

12

gXXPWXfPXXPWXfPWr ++=∇ ∫∫    (51) 

 Aceste metode fiind neparametrice, caracteristicile statistice ale procesului sunt 
necunoscute, deci )(ωiP , )/ω( 1XP  nu se cunosc. De aceea se adoptă o procedură iterativă de 
estimare a lui "W", riscul global estimându-se şi el plecând de la formele din setul de 
antrenament: 

  






+≅

+=+

∑∑
==

21 N

1m

)2(
m12

2

N

1m

)1(
m21

1

),,/ω(ω
N
1),,/ω(ω

N
1)(

(i)∆(i))1(i

WXFWXFWr

WWW
   (52) 

 Metoda gradientului descrescător furnizează condiţia ca )i(W∆  să fie proporţional cu 
)(Wr∇ , deci să avem: 

  )(α(i))1(i WrWW ∇−=+         (53) 
 şi pe baza formulei precedente se poate utiliza drept estimaţie a gradientului: 

  ∑∑
∈∈

+≅∇
21 Mm

)2(
m

2Mm

)1(
m

1

(i)),(
N
1(i)),(

N
1)( WXfWXfWr     (54) 

 unde cu 21 M,M  s-au notat mulţimile indicilor care, la iteraţia "i" produc o clasificare 
corectă. 
 Generalizarea metodei precedente pentru cazul mai multor clase este imediată. 
 
11.4. Clasificatorul Bayes pentru forme codate binar. 
 Dacă forma X este codificată binar, trăsăturile n1ixi ..., =  pot lua deci doar două valori. 
Atunci )/ω( kXP  va fi definită de "n" probabilităţi de forma )/ω(x kip , fiecare reprezentând 
probabilitatea ca trăsătura ix  să fie "1" pentru toate formele din clasa kω . 
 Fiind doar două valori posibile, )/ω(x1 kip−  reprezintă probabilitatea ca trăsătura ix  să 
fie "0" pentru toate formele din clasa kω . 
 Presupunând independenţa statistică a trăsăturilor, probabilitatea ca "X" să aparţină clasei 
kω  se scrie: 
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 ∏
=

−−=
n

1i

x1
ki

x
kik

ii )]/ω(x1[)]/ω(x[)/ω( ppXP       (55) 

 Înlocuind relaţia anterioară în expresia funcţiei discriminant pentru un clasificator 
bayesian cu funcţie de pierdere simetrică: 
  )])P(ω/ω([)( kkk XPlogXD =        (56) 
 rezultă succesiv: 

  )(ω})]/ω(x1[)]/ω(x[{)( k

n

1i

x1
ki

x
kik

ii PlogplogplogXD +−+=∑
=

−   (57) 

  )(ω)]/ω(x1[)x1()/ω(xx)( k

n

1i
kii

n
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kiik PlogplogplogXD +−−+= ∑∑

==

  (58) 
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1i
ki

n

1i ki

ki
ik Plogplog

p
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==

  (59) 

 Folosind notaţiile: 
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∆
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+   (60) 

 relaţia obţinută anterior se scrie: 

  XWXD T
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iik xw)( ==∑
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=

        (61) 

 unde 1x 1n =+ . Se obţine deci, în ipoteza independenţei statistice a trăsăturilor şi pentru o 
funcţie de pierderi simetrică, un clasificator liniar. 
 Pentru cazul clasificării binare, funcţia de decizie este: 
  )()()( 21 XDXDXD −=         (62) 
 şi înlocuind: 
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 rezultă în final: 
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 În cazurile în care nu se cunoaşte probabilitatea apriorică a claselor se aplică criteriul 
verosimilităţii maxime, care implică presupunerea că toate clasele sunt egal probabile, aceasta 
pentru a evita estimările eronate ale acestor probabilităţi plecând de la numărul de forme din setul 
de antrenare. 
 
11.5. Aproximarea densităţilor de probabilitate. 
 Se disting două situaţii, cum ar fi: 
  (1). Se cunoaşte tipul distribuţiei respectate de formele din setul de antrenament, 
dar nu se cunosc parametrii acestei distribuţii. 
  (2). Nu se cunoaşte tipul distribuţiei. 
 În primul caz, cel mai adesea, parametrii care caracterizează distribuţia sunt media, care se 
estimează simplu prin: 

  ∑
=

=
kN

1i

k
i

k

k

N
1 )()( XM          (65) 

 şi dispersia, estimată prin: 
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  ∑
=

−=
kN

1i

2(k)(k)
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k

(k) )(
N
1 MXΦ         (66) 

 Cazul secund poate fi rezolvat prin trei modalităţi, primele două necesitând calculul 
histogramei de distribuţie pentru fiecare trăsătură în parte. Foarte utilă este asigurarea prealabilă a 
independenţei statistice a trăsăturilor. De aceea se utilizează transformarea Karhunen-Loeve care 
furnizează la ieşire valori necorelate sau, dacă vectorii de intrare pot fi modelaţi cu un proces 
Markov de ordinul unu, se poate utiliza cu foarte bune rezultate Transformarea Cosinus Discretă 
(DCT), care aproximează foarte bine transformarea KL. 
 

x
m

(k)

H(x  )(k)
m

 
Fig. 2. Construcţia histogramei de distribuţie. 

 

 O primă soluţie este aproximarea acestei histograme de distribuţie cu o funcţie analitică, 
aproximare pentru care există instrumente matematice foarte bine puse la punct. Cealaltă soluţie, 
mai economică din punct de vedere computaţional, propune păstrarea acestor histograme de 
distribuţie sub forma tabelară, uzual reţinându-se 3-20 valori. 
 Ambele soluţii furnizează deci o estimaţie a densităţii de probabilitate )k(

iϕ  pentru 
trăsătura "m" şi clasa "k". Independenţa statistică a trăsăturilor permite calculul unei estimări a 
densităţii de repartiţie multidimensionale folosind relaţia: 

  ∏
=

=
n

1i

(k)
i

(k)
i

(k) )(x)( ϕXΘ         (67) 

 Ultima soluţie are la bază aproximarea densităţilor de repartiţie multidimensionale pentru 
fiecare clasă în parte folosind metoda funcţiilor de potenţial, metodă ce va fi discutată în cadrul 
capitolului următor. 
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12.1. Construcţia clasificatorilor bazaţi pe funcţii de potenţial. 
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12.1. Construcţia clasificatorilor bazaţi pe funcţii de potenţial. 
 Această metodă constă în construirea unui "câmp potenţial" în jurul fiecărui punct (formă) 
cunoscut din spaţiul formelor. Apoi se calculează câmpul potenţial global al fiecărei clase 
folosind (după metoda potenţialelor electrice din electrotehnică) principiul superpoziţiei. 
 O formă de intrare necunoscută va fi atribuită acelei clase care exercită asupra ei câmpul 
cel mai puternic. 
 Numim funcţia de potenţial corespunzătoare unei forme cunoscute din clasa ωk , o funcţie: 
  R):Ω,( (k)

i →XXΦ          (1) 
 În general, pentru ca o funcţie oarecare să poată fi funcţie de potenţial, ea trebuie să 
îndeplinească următoarele condiţii: 
 (1). Să admită maxime pentru: 
  cm

k
m N1kN1m ...,...,XX )( =∀=∀=          (2) 

 (2). Să fie neglijabilă la distanţe mari de Xm
k( ): 

  ∞→→ )(0)( k
i

k
i

)()( X,Xd,X,XΦ  pentru       (3) 
 (3). Să fie continuă şi să scadă monoton cu distanţa. 
 (4). Dacă )()( k

i2
k

i1
)()( X,XΦX,XΦ = , atunci formele 1X  şi 2X  trebuie să aibă 

aproximativ acelaşi grad de similaritate în raport cu )k(
mX . 

 Funcţia de potenţial poate fi diferită de la o formă la alta în interiorul aceleiaşi clase, 
funcţie de influenţa fiecărei forme asupra procesului de recunoaştere, dar şi diferită de la o clasă 
la alta. Scăderea funcţiei de potenţial monoton cu distanţa dintre X şi )k(

mX  reflectă scăderea 
influenţei câmpului asupra formelor noi mai depărtate. 
 Câteva exemple de funcţii de potenţial simple sunt enumerate în continuare, pentru cazul 
unidimensional: 

 (1). funcţia de potenţial dreptunghiulară:  




>
≤

=
1x0
1x50

(x)
||,
||,.

 pentru    
 pentru 

ϕ   (4) 
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ϕ(x)

 

 (2). funcţia de potenţial triunghiulară:  




>
≤−

=
1 |x|,0
1 |x||x|,1

(x)
pentru       
pentru 

ϕ   (5) 

  -1 10

x

ϕ(x)
1

 

 (3). funcţia de potenţial gaussiană:    2
x2

e
π2
1(x)

−
=ϕ   (6) 

 (4). funcţia de potenţial tip descreştere exponenţială:  |x|e
2
1(x) −=ϕ   

 (7) 

 (5). funcţia de potenţial tip Cauchy:    
)x1(

1(x) 2+
=

π
ϕ   (8) 

 Se observă similitudinile care există, ca expresie, între funcţia de potenţial şi densitatea de 
probabilitate. În practică, funcţiile de potenţial se folosesc mult pentru estimarea densităţii de 
probabilitate. 
 Cunoscând funcţiile de potenţial ataşate tuturor formelor prototip din fiecare clasă, putem 
construi o funcţie discriminant ataşată unei clase, prin calculul câmpului potenţial global: 

  ∑
=

=
kM

1i

(k)
i

k
k ),(

M
1)( XXΦXD         (9) 

 Decizia se ia atunci după regula cunoscută: 
  cjkk ...N1k, jj), ()(ω =≠∀>⇔∈ XDXDX      (10) 
 Pentru cazul clasificării binare (două clase), funcţia discriminant este de forma: 

  ∑∑
==

−=
21 M

1i

)2(
i

2

M

1i

)1(
i

1

),(
M
1),(

M
1)( XXΦXXΦXD      (11) 

 Planul de decizie fiind dat de punctele de potenţial nul, regula de decizie în acest caz este 
de forma: 

  




<⇔∈
>⇔∈

0)(ω
0)(ω

2

1

XDX
XDX

         (12) 

 Dacă funcţia de potenţial folosită este cea gaussiană multidimensională (foarte des 
utilizată), atunci: 
  )]()([),( (k)

i
T(k)

i
(k)
i XXXXexpXXΦ −−−=       (13) 

 Dezvoltând expresia anterioară obţinem: 
  ]2[][),(

2(k)
i

(k)
i

T2(k)
i XXXexpXexpXXΦ −−=      (14) 

 primul factor fiind comun tuturor funcţiilor de potenţial, se foloseşte: 
  ]2[),(

2(k)
i

(k)
i

T(k)
i XXXexpXXΦ −=       (15) 
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 După definirea funcţiilor de potenţial pentru fiecare clasă în parte, ele pot fi apoi 
modificate aditiv sau multiplicativ, pentru a accentua sau diminua influenţa unui anume câmp. 
 O altă variantă permite evaluarea funcţiilor discriminant după metoda celor "k" vecini, 
astfel: 
 (1). se determină cei mai apropiaţi "k" vecini ai formei de intrare în clasificator. 
 (2). se sortează pe clase aceşti "k" vecini. 
 (3). se estimează potenţialul global al fiecărei clase doar pe baza potenţialului celor câţiva 
vecini. 
 (4). se execută clasificarea după regula descrisă anterior. 
 
12.2. Aproximarea densităţilor de probabilitate cu funcţii de potenţial. 
 Estimarea densităţilor de probabilitate ale claselor poate fi făcută folosind metoda 
funcţiilor de potenţial, astfel: 

  ∑
=

=
kM

1m

(k)
m

k
k ),(

M
1)/ω( XXΦXp         (16) 

 Pentru ca )/ω( kXp  să fie o densitate de probabilitate, funcţia ),( (k)
mXXΦ  trebuie să 

îndeplinească următoarele condiţii: 
  (1). +∞<)(XΦsup          (17) 

  (2). +∞<∫
+∞

∞−

XXΦ d)(          (18) 

  (3). 1)d( =∫
+∞

∞−

XXΦ          (19) 

  (4). 0(x)x
x

=
∞→

ϕlim          (20) 

 Funcţiile de potenţial descrise mai sus îndeplinesc aceste condiţii. 
 Dacă se foloseşte funcţia potenţial gaussiană: 

  






 −−−= 2

(k)
m

T(k)
m

n
(k)
m 2

)()(
)2(

1),(
σπσ

XXXXexpXXΦ     (21) 

 unde parametrul "σ" este un factor de netezire, rezultă: 

  ∑
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)2(M
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k 22)π2(M
1)/ω(

k

σσσσ

X
expXXexp

X
expXp   (23) 

 Dezvoltând în serii exponenţiala a doua, obţinem: 

  ∑ ∑
= =
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k h!
1

22)π2(M
1)/ω(

σσσσ
XXX

exp
X

expXp   (24) 

 Parametrul de netezire are o influenţă foarte mare asupra operaţiei de estimare a densităţii 
de probabilitate. Folosind formula anterioară, funcţia discriminant pentru clasa kω  a unui 
clasificator bayesian cu funcţie de pierdere simetrică poate fi construită cu: 

  ∑ ∑
= =
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 unde primul raport şi prima exponenţială se calculează doar o singură dată, în faza de 
construcţie a clasificatorului. 
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13.1. Modalităţi de descriere a clusterilor. 
 Problemele de grupare a datelor intervin când se lucrează cu date neetichetate în setul de 
antrenament. Asemenea situaţii apar fie când, în interiorul unei clase deja definite, se urmăreşte 
structurarea informaţiei existente în scopul construcţiei eficiente a funcţiei discriminant 
corespunzătoare, fie când, necunoscând nimic despre structura internă a setului de date, se 
studiază grupările naturale care apar în urma interdependenţelor între aceste date. 
 Fiind dat setul de date de antrenament Ωx ⊂= ,...N1ii }{ , pe baza lui se urmăreşte construcţia 
grupărilor (clusterilor) ,...,R1ii }{ =X , astfel încât: 
  ΩX...XX =∪∪∪ R21   şi      (1) 
  jiR1jiji ≠=∀∅=∩ ,...,,XX  
 Descrierea regiunilor (clusterilor) se poate face în mai multe moduri: 
 (1). Printr-un număr de hiperplane şi un număr de reguli logice care să localizeze clusterul 
în interiorul unei zone limitate de hiperplane. 
 (2). Prin coordonatele centrului clusterului şi o măsură a distanţei între formele aparţinând 
clusterului şi acest centru. 
 (3). Prin suprafeţe de proximitate descrise de ecuaţii de forma 0)( =xf , măsura distanţei 
de la forma studiată la suprafaţă fiind dată de chiar )(xf . 
 (4). Printr-un număr de forme prototip ataşate fiecărui cluster şi o măsură a distanţei între 
forma de intrare şi aceste forme prototip. Teoria funcţiilor de potenţial poate fi utilizată cu succes 
pentru deducerea măsurii acestei distanţe şi, evident, pentru construcţia unei funcţii discriminant 
între clase. 
 (5). Prin funcţii discriminant, regula de decizie rezultând din evaluarea acestora: 
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  ...R1j,ii),()( ijj =≠∀>⇔∈ xDxDXx       (2) 
 (6). Metode ierarhice, având de obicei la bază principiul dihotomiei, şi care realizează 
gruparea setului de forme de antrenament în două grupări pentru început, urmând ca apoi 
succesiv, să se subdividă aceste grupări în subgrupări de dimensiuni din ce în ce mai mici, până la 
obţinerea clusterilor doriţi. Decizia de apartenenţă se ia în urma parcurgerii arborelui binar (de 
obicei) care se obţine astfel. 
 
13.2. Gruparea prin descompunerea densităţlor de probabilitate. 
 O mixtură este o funcţie densitate de probabilitate complexă care poate fi reprezentată 
prin superpoziţia unor densităţi de probabilitate mai simple: 

  ∑
=

=
R

1i

(i)
i )(P)( xpxp          (3) 

 unde iP  are semnificaţia probabilităţii apriorice a clusterului "i", iar )((i) xp  este densitatea 
de probabilitate elementară ataşată clusterului "i". 
 Se întâlnesc următoarele situaţii: 
 (1). Se cunoaşte legea de repartiţie pentru clusterii a căror definire se doreşte, şi nici unul 
(sau numai o parte) din parametrii ce caracterizează aceste distribuţii. 
 (2). Nu se cunoaşte legea de repartiţie pentru aceşti clusteri. 
 De cele mai multe ori, fiecărui cluster îi corespunde un maxim local în mixtură. Asimilând 
aceste maxime locale (moduri) cu mediile variabilelor aleatoare ce generează mixtura, se obţine o 
simplificare a problemei. Dacă, în plus, densităţile de probabilitate elementare se suprapun foarte 
puţin se poate scrie: 
  i

(i)
i ),(P)( Xxxpxp ∈≅  pentru        (4) 

 Dacă nu poate fi făcută ultima supoziţie, se foloseşte soluţia determinării parametrilor 
necunoscuţi prin minimizarea unei funcţii de cost care evaluează diferenţele între densitatea de 
probabilitate reală şi cea obţinută prin superpoziţia densităţilor elementare. Această minimizare se 
face de obicei iterativ. Problema poate fi abordată şi din punctul de vedere al teoriei funcţiilor de 
potenţial, caz în care se estimează: 

  
N
NP i

i ≅ , iar ∑
=

≅
R

1i
ii ),m(N

N
1)( xθxp      (5) 

 unde im  este modul de ordinul "i", iar "θθθθ" denotă funcţia de potenţial utilizată, urmărindu-
se estimarea parametrilor intrinseci ai funcţiei de potenţial. 
 Localizarea iterativă a clusterilor în cazul în care se cunosc modurile distribuţiei de 
probabilitate )()()( m,...,m,m 0

R
0

2
0

1  şi se dispune de o distanţă ),( yxd  în spaţiul formelor, poate fi 
făcută folosind algoritmul de ajustare a centrelor ("center adjustment algorithm"): 
 (1). Atribuie succesiv fiecare formă "y" din setul de antrenament clusterului al cărui centru 
este cel mai apropiat, folosind estimarea curentă a centrului lui, )k(

im ; 
 (2). Calculează noile centre ale fiecărui cluster, adică )1k(

i
+m  care minimizează distanţa 

medie între centru şi elementele care alcătuiesc clusterul: 
  ∑

∈

=
(k)
iCy

i ),()( mydmQ          (6) 

 (3). Salt la pasul (1) pentru următoarea formă din setul de antrenament şi cu centrii ajustaţi 
în pasul (2) până când nu se mai schimbă de la o iteraţie la alta asignarea formelor la clase, 
asignare efectuată in pasul (1). 
13.3. Algoritmi neparametrici de grupare cu număr predeterminat de clase. 
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 Dacă se consideră clasificarea nesupervizată ca o metodă de grupare a claselor în scopul 
maximizării separabilităţii lor, atunci se pot construi diverse funcţii de cost a căror 
maximizare/minimizare permite formarea clusterilor. Funcţiile de cost se construiesc de obicei pe 
baza următoarelor matrici: 
  }))({( T(i)(i)(i)(i)

i xxxxEΦ −−=  - matricea de covarianţă a clasei "i"; 

  ∑
=

=
M

1i
ii

(in) )(ω ΦPΦ  - matricea de dispersie intraclasă; 

  ∑
=

−−=
M

1i

T(i)(i)(i)(i)
i

(ic) ))()((ω xxxxPΦ  - matricea de dispersie interclasă; 

  )()()( ΦΦΦ icinm +=  - matricea de dispersie mixtă. 
 Funcţiile de cost utilizate cel mai des şi care se construiesc pe baza lor sunt: 
  ])[( (in)1(m)

1 ΦΦtrC −=   (minimizare)     (7) 
  ])[( (m)1(in)

2 ΦΦtrC −=   (maximizare)     (8) 
  |]|/|[| (in)(m)

3 ΦΦlnC =   (maximizare)     (9) 
 Minimizarea/maximizarea lor permite construcţia unei transformări optimale din familia 
transformărilor Karhunen-Loeve, transformări care realizează transpunerea datelor de intrare într-
un spaţiu în care separabilitatea claselor (clusterilor) este optimizată. 
 Volumul mare de calcule necesar pentru transformarea precedentă face ca, cel mai adesea, 
pentru gruparea claselor într-un număr predeterminat de clase să fie preferat un algoritm iterativ 
de construcţie a clusterilor, numit algoritmul IZODATA: 
 (1). Se consideră o partiţie iniţială a formelor de intrare, )(Ω 0  şi pe baza ei se calculează 
mediile celor M clase, )0(

M
)0(

2
)0(

1 ,...,, mmm , iar numărul iteraţiei se iniţializează cu 0n = . 
 (2). Folosind mediile )n(

M
)n(

2
)n(

1 ,...,, mmm  rezultate în urma iteraţiei "n", se reclasifică 
vectorul de intrare curent în clusterul corespunzător celei mai apropiate medii. 
 (3) Dacă există cel puţin o formă de intrare din setul de antrenament a cărei asignare este 
schimbată, se calculează noile medii )()()( m,...,m,m 1n

M
1n

2
1n

1
+++  şi se reia pasul (2). În caz contrar 

algoritmul se opreşte. 
 Se remarcă faptul că ajustarea mediilor se face la algoritmul IZODATA pentru fiecare 
eşantion, în timp ce algoritmul ajustării centrelor, descris anterior, realizează acest lucru după 
reclasificarea tuturor eşantioanelor. Din aceeaşi clasă de algoritmi mai face parte şi metoda 
minimizării sumei erorilor medii pătratice care atribuie o formă de intrare din setul de 
antrenament unui alt cluster, doar dacă scade eroarea medie pătratică dată de: 

  ∑∑
= ∈

−=
M

1i

2
p

pω
ε

x
mx          (10) 

 Algoritmul cuprinde următorii paşi: 
 
        Algoritmul IZODATA. 

(1). Se alege o partiţionare iniţială a celor N eşantioane în clase (clusteri), calculându-
se mediile corespunzătoare fiecărui cluster precum şi eroarea "εεεε"; 

(2). Se iniţializează iteraţia cu 0n = ; 
(3). 1nn +=  
(4). Se extrage următoarea formă din setul de antrenament pi ω∈x . Dacă 1N p = , 

adică ix  este singura formă asignată clasei pω , se continuă cu pasul (8); 
(5). Se calculează: 
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,mx

,mx
ε∆     (11) 

(6). Se asignează nx  clasei kω  dacă qk ε∆ε∆ ≤ , pentru toţi "q"; 
(7). Se calculează "ε" şi mediile pm  şi qm . 
(8). Dacă Nn < , salt la pasul (3), în caz contrar salt la pasul (9). 
(9). Stop dacă "ε" nu s-a modificat după ultima parcurgere a mulţimii de N eşantioane, 

în caz contrar salt la pasul (2). 
 
13.4. Algoritmul L.B.G. (Linde-Buzo-Gray) de cuantizare vectorială. 
 Un algoritm intuitiv şi eficient pentru alegerea unui cuantizor vectorial (sau de bloc) 
definit pe baza unor măsuri de distorsiune relativ generale, a fost dezvoltat de Linde, Buzo şi 
Gray, el putând fi utilizat atât în descrieri de surse probabilistice cu caracteristici cunoscute, cât şi 
pentru studierea secvenţelor lungi de date. Algoritmul este bazat pe o abordare datorată lui Lloyd, 
nu este o tehnică variaţională şi nu implică diferenţierea. Folosind tehnici variaţionale comune, 
algoritmul produce cuantizori ce ating condiţii necesare dar nu şi suficiente pentru optim. Cel 
puţin la nivel local, optimul este asigurat. 
 
 13.4.1. Cuantizarea vectorială.  
 Un cuantizor pe N nivele (clase), K-dimensional este o aplicaţie q care atribuie fiecărui 
vector de intrare x: 
  ) , ... , x(x 1K-0=x ,         (12) 
 un vector de refacere x̂ : 
  )(xqx̂ = ,          (13) 
 obţinut dintr-un alfabet de refacere finit Â : 
  ,...,N}1;i{yi ==Â          (14) 

 Cuantizorul q este complet descris de alfabetul de refacere (cartea de coduri) Â  împreună 
cu partiţia spaţiului vectorial de intrare S: 
  ,...,N},1;i{ i == SS          (15) 
 în seturile: 
  }y)(;{ ii == xqxS          (16) 
 ale aplicaţiei vectorilor de intrare în vectorul de refacere i (cuvântul de cod i). Asemenea 
cuantizori mai sunt denumiţi şi cuantizori de bloc, cuantizori vectoriali sau coduri sursă de bloc. 
 
 13.4.2. Măsuri ale distorsiunii.  
 Presupunem că distorsiunea cauzată de refacerea unui vector de intrare x de către un 
vector de refacere x̂  este dată de o măsură nenegativă a distorsiunii ),( x̂xd . Multe asemenea 
măsuri ale distorsiunii au fost propuse în literatură. Cea mai uzuală, din motive de compatibilitate 
matematică, este eroarea medie pătratică a distorsiunii: 

   xx),(
1K

0i

2
ii∑

−

=

−= ˆx̂xd ,        (17) 

 Alte măsuri comune ale distorsiunii sunt νl  sau norma Holder: 



  13. Algoritmi de grupare 
(clustering). 

 165

   xx),(
/1ν1K

0i
ii ν

ν

x̂xˆx̂xd −=












−= ∑
−

=

 ,      (18) 

 şi puterea νννν a    sa, distorsiunea de ordinul νννν: 

   ν

ν

νν x̂xˆx̂xd −=−=∑
−

=

1K

0i
ii xx),( ,       (19) 

 Cum ambele măsuri ale distorsiunii date prin relaţiile anterioare depind de puterea νννν    a 
erorilor în coordonate separate, măsura din prima relaţie este adeseori mai folositoare, deoarece 
fiind o distanţă (sau metrică) şi satisfăcând inegalitatea triunghiului, permite limitarea distorsiunii 
totale mai uşor, într-un sistem cu mai mulţi paşi, prin sumarea distorsiunilor individuale întâlnite 
la fiecare treaptă, în timp ce distorsiunea de ordinul νννν din relaţia a doua nu are această proprietate. 
 Alte măsuri ale distorsiunii sunt ∞l , sau norma Minkowski: 
   xx),( ii1Ki0

ˆmaxx̂xd −=
−≤≤

,        (20) 

 distorsiunea pătratică ponderată: 

  
21K

0i
iii xxw),( ∑

−

=

−= ˆx̂xd ,        (21) 

 unde 1K0i0wi −=≥ ,...,,  
 şi o distorsiune mai generală, distorsiunea cuadratică: 

  ) x)(xx(xB)()(),( jj

1K

0i

1K

0j
iii,j

t ˆˆx̂xBx̂xx̂xd −−=−−= ∑∑
−

=

−

=

 ,    (22) 

 unde {i,j}BB =  este o matrice KxK  simetrică, pozitiv definită. 
 Toate măsurile descrise anterior pentru distorsiune au proprietatea că depind de vectorii x 
şi x̂  numai prin vectorul de eroare xx ˆ− . Asemenea măsuri ale distorsiunii având forma: 
  )(),( x̂xLx̂xd −= ,         (23) 
 sunt numite măsuri diferenţă ale distorsiunii. Măsuri ale distorsiunii care au această formă, 
dar depind de x şi x̂  într-un mod mai complicat, au fost propuse pentru sistemele de compresie de 
date. 
 Interesantă este măsura distorsiunii propusă de Itakura şi Saito şi de Chaffee care apare în 
sistemele de compresie vocală şi are forma: 
     t))(()(),( x̂xxRx̂xx̂xd −−= ,     (24) 
 unde pentru fiecare x, matricea )(xR  cu dimensiunea KxK  este simetrică şi pozitiv 
definită. 
 Această distorsiune seamănă cu distorsiunea pătratică anterioară, dar matricea de 
ponderare depinde de vectorul de intrare x. 
 O măsură a distorsiunii )( x̂,xd  între x şi o refacerea x̂ , ar putea fi văzută ca o măsură a 
distorsiunii între două filtre sau modele normalizate (cu câştig unitar). În acest caz o măsură a 
distorsiunii a fost propusă de Itakura şi Saito şi de Chaffee, ea fiind exprimată prin relaţia: 
  }1,...,K0;j1,...,K0j);k(k{)( x −=−=−= rxR      (25) 
 definită de: 

   2de ea  (k) i k θ
2π

π

K

0m

i m θ
ix πθ /r

−

− =

−∫ ∑= ,      (26) 

 descrisă prin x, când intrarea are un spectru plat de amplitudine, unitar (sistemele LPC 
standard îşi minimizează implicit această distorsiune, ceea ce sugerează că este o măsură potrivită 
a acesteia, pentru cuantizarea următoare). 
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 Fie ),...,X(X 1k-0=X  un vector real aleator descris de o funcţie de distribuţie cumulativă 
având forma: 
  }1,...,K1,0;ix{X)( ii −=≤= PxF        (27) 
 O măsură a performanţei cuantizorului q aplicată vectorului aleator X este dată de 
distorsiunea aşteptată: 
  ))}(,({)( XqXdEqD =         (28) 
  unde E denotă operatorul speranţă matematică aplicat distribuţiei de mai sus F. 
 Această măsură a performanţei este semnificativă din punct de vedere fizic dacă 
cuantizorul q va fi folosit la cuantizarea unei secvenţe de vectori: 
  ), ... , X(X 1nk+k-nkn =X         (29) 
care sunt staţionari şi ergodici, de vreme ce distorsiunea medie temporară: 

  ∑
−

=

−
1n

0i
ii

1 ))(X, (Xn qd          (30) 

converge cu probabilitatea "1" către )( qD  pentru ∞→n  (din teoria ergodică), de unde rezultă 
că )( qD  descrie distorsiunea medie (temporală) pentru rularea pe durată mare. 
 
 13.4.3. Cuantizarea optimală.  
 Un cuantizor pe N nivele va fi numit optimal (sau optimal global), dacă minimizează 
distorsiunea aşteptată, cu alte cuvinte, ∗q  este optimal dacă pentru toţi ceilalţi cuantizori q având 
N vectori de refacere avem: 
  )(*)( qDqD ≤          (31) 
 Un cuantizor va fi numit optim local dacă )( qD  este doar un minim local, altfel spus, 
modificări uşoare ale lui q duc la o creştere a distorsiunii. Scopul proiectării cuantizorului de bloc 
este de a obţine un cuantizor optimal, dacă este posibil, iar dacă nu, un cuantizor optim local. 
Câţiva asemenea algoritmi au fost propuşi în literatură pentru proiectarea asistată de calculator a 
cuantizorilor local optimali. 
 În 1957, într-o lucrare nepublicată, S. Lloyd a propus două metode de proiectare a 
cuantizorului pentru cazul scalar )1k( = , cu un criteriu dat de distorsiunea eroare pătratică. 
"Metoda II" era o abordare variaţională directă, în care a luat derivatele în raport cu simbolurile 
de refacere iy  şi cu punctele limită ce defineau iS , făcând aceste derivate zero. Din aceasta 
rezultă în general doar un cuantizor "de punct staţionar" (derivata zero multidimensională) care 
satisface condiţii necesare dar nu şi suficiente pentru optimalitate. Folosind argumentele derivatei 
a-II-a, este uşor de stabilit că asemenea cuantizoare "de punct staţionar" asigură măcar optime 
locale pentru măsuri folosind regula puterii νννν.... 
 Lloyd a demonstrat optimalitatea globală pentru anumite distribuţii folosind tehnica 
căutării exhaustive a tuturor optimumurilor locale. În esenţă, aceeaşi tehnică a fost propusă şi 
utilizată în problema paralelă a analizei de grup de către Danelius în 1950, Fischer în 1953 şi Cox 
în 1957. Această tehnică a fost dezvoltată în mod independent de Max în 1960 iar cuantizorul 
rezultat este în mod uzual cunoscut sub denumirea de cuantizorul Lloyd-Max. 
 De remarcat că în câteva situaţii, abordarea variaţională eşuează: 

• dacă k nu este egal cu 1 sau 2, nevoile de calcul devin prea complexe. 
• dacă sunt dorite în plus măsuri ale distorsiunii mai complexe, puterea de calcul 

cerută de ecuaţiile variaţionale poate deveni exorbitantă. 
• dacă distribuţia de probabilităţi în cauză are componente discrete, atunci 

derivatele necesare nu există, dând naştere la probleme de calcul. 
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• dacă lipseşte o descriere probabilistică precisă a vectorului aleator X şi ne 
bazăm proiectarea pe o secvenţă lungă studiată, atunci nu există nici o 
modalitate evidentă de a aplica metoda variaţională. 

 
 Pentru a descrie "Metoda 1" a lui Lloyd în cazul general, presupunem mai întâi că 
distribuţia este cunoscută.  
 Fiind dat un cuantizor q descris de un alfabet de refacere Â : 
  ,...,N}1;i={yi=Â ,         (32) 
 şi partiţia S:  
  ,...,N},1;i{Si ==S          (33) 
 atunci distorsiunea aşteptată de forma: 
  )(}),({ qDSÂD =          (34) 
 poate fi scrisă ca: 

  ∑
=

∈∈=
N

1i
iii )(}S)|,y({]},([ SXPXXdESÂD      (35) 

 unde })|,y({ ii SXXdE ∈  este distorsiunea condiţionată aşteptată, fiind dat iSX ∈ , sau 
echivalent, fiind dat iy)( =Xq  

 Presupunem că avem dat un anume alfabet de refacere Â , dar nu este specificată nici o 
partiţie. O partiţie optimă pentru Â  poate fi uşor construită printr-o aplicaţie de la fiecare x la 

Ây ∈i , minimizând distorsiunea  ),y( ixd , deci cu alte cuvinte, alegând distorsiunea minimă sau 
cel mai apropiat cuvânt de cod pentru fiecare intrare. 
 O regulă de departajare, cum ar fi alegerea refacerii cu cel mai mic index, este necesară în 
cazul în care mai mult de un cuvânt de cod minimizează distorsiunea.  
 Partiţia notată:  
  ,...,N}1;i{)( i == PÂP          (36) 
 construită în această manieră este astfel încât: 
   iPx ∈  (sau echivalent iy)( =xq )       (37) 
 dacă şi numai dacă:  
   ),y(),y( ji xdxd ≤          (38) 
 oricare ar fi “j” şi de aici avem:  
  ))),((()])(,([

Ay
yXdminEÂPÂD

ˆ∈
=        (39) 

 care, la rândul ei, implică pentru orice partiţie S ca: 
  )])(,([]),([ ÂPÂDSÂD ≥         (40) 
 Astfel, pentru un alfabet de refacere fixat Â , cea mai bună partiţie posibilă este )(ÂP . 
 Reciproc, să presupunem că avem o partiţie ,...,N}1;i{ i == SS  descriind cuantizorul. 
Pentru moment vom presupune că măsura distorsiunii şi distribuţia sunt astfel încât pentru fiecare 
set S cu probabilitatea diferită de zero într-un spaţiu euclidian k-dimensional există un vector de 
minimă distorsiune )(Sx̂  pentru care: 

  ) ) , (( )= )) (, (( SXuXdEminSXSx̂XdE
u

∈∈      (41) 

 Analog cazului măsurii erorii pătratice a distorsiunii şi a distribuţiei de probabilitate 
uniformă, numim vectorul )(Sx̂  centroidul sau centrul de greutate a setului S. Dacă asemenea 
puncte există, atunci în mod clar pentru o partiţie fixată S: 
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  ,...,N}1;i{ i == SS          (42) 

nici un alfabet de refacere Â : 
  ,...,N}1;i{yi ==Â          (43) 
nu poate produce o distorsiune medie mai mică decât alfabetul de refacere )(Sx̂ : 
  ,...,N}1);i({)( i == Sx̂Sx̂         (44) 
conţinând centroizii seturilor din S, deoarece avem inegalitatea din relaţia: 

  ≥∈∈=∑
=

N

1i
iii )()),y((]),([ SXPrSXXdESÂD  

   ])),(([)(),y)(( ii

N

1i u
SSX̂DSXPrSXXdEmin =∈∈≥∑

=

   (45) 

 Centroizii din relaţia anterioară există pentru toate seturile S cu probabilitate nenulă pentru 
măsuri ale distorsiunii relativ generale. 
 În particular, dacă ),( yxd  este convex în y, atunci centroizii pot fi calculaţi folosind 
tehnicile de programare convexe standard. În anumite cazuri, pot fi găsiţi uşor folosind tehnici 
variaţionale. Dacă probabilitatea unui set S este zero, atunci centroidul poate fi definit într-o 
manieră arbitrară, din moment ce speranţa matematică dată de S nu are o definiţie unică. 
 
 13.4.4. Algoritmul L.B.G. pentru distribuţie cunoscută. 
 

(0) Iniţializarea : fie dat N = numărul de clase, un prag de distorsiune 0≥ε , un 
alfabet de refacere iniţial de clasă N notat 0Â  şi o distribuţie F. 

  Facem 0m =  şi ∞=−1D . 
(1) Fiind dat N}1i{ im ,...,;yÂ == , găsim partiţia de distorsiune minimă: 

  ,...,N}1i{)( im == ;SÂP  cu iSx ∈ , 
  dacă ),y(),y( ji xdxd ≤  oricare ar fi “j”. 
  Calculăm distorsiunea medie rezultantă mD  de forma: 

   )},({)})(,({D
mAj

mmm yXdEÂPÂD
ˆ

min
∈

==    (46) 

(2) Dacă ε)/DD(D mm1m ≤−− , oprire la mÂ  şi )( mÂP  ce descriu cuantizorul final. 
  Dacă ε)/DD(D mm1m >−− , continuăm cu pasul (3) 
(3) Căutăm alfabetul de refacere optimal de forma: 
  ,...,N}1);i({))(( im == Sx̂ÂPx̂  pentru )( mÂP . 

  Facem ))(( m1m ÂPx̂Â =+ . 
  Înlocuim m cu 1m +  şi reluăm de la pasul (1). 

 
 Dacă într-un punct oarecare, partiţia optimală )( mÂP  are o celulă iS  astfel încât 

0)( i =∈ SXPr , atunci algoritmul asignează ca centroid un vector arbitrar şi continuă. 
 O alternativă mai simplă este aceea că dacă cuantizorul final produs de algoritm are 
probabilitatea zero pentru o celulă, atunci vom rula din nou algoritmul cu alte condiţii iniţiale. 
 Deoarece avem 1mm DD −≤ , de aici rezultă că fiecare iteraţie a algoritmului fie reduce 
distorsiunea, fie o lasă neschimbată. Cum mD  este necrescător şi pozitiv, el trebuie să aibă o 
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limită inferioară, să zicem ∞D , pentru ∞→m . Dacă un cuantizor limitat ∞Â  există în sensul 
Euclidian uzual ∞→ ÂÂm  cu ∞→m , atunci: 

  ∞∞∞ = D)})(,({ ÂPÂD          (47) 
 şi ∞Â  are proprietatea că: 
  ))(( ÂPx̂Â =∞ ,         (48) 
cu alte cuvinte, ∞Â  este exact centroidul propriei sale partiţii optimale (cuantizorul limită, dacă 
există, este numit cuantizor de punct fix). 
 O condiţie necesară a unui cuantizor pentru a fi optimal, este aceea de a fi un cuantizor de 
punct fix. În cazul lui Lloyd, dacă un cuantizor de punct fix este astfel ales încât nu există nici o 
probabilitate pe frontiera celulelor de partiţie, altfel spus, dacă: 
 ),y()],y([ ji XdXdPr = , pentru un ji ≠ , oricare ar fi 0i ≠ ,    (49) 
atunci cuantizorul este optim local. 
 O tehnică similară a fost propusă în 1953 de Fischer în problema analizei de grup folosind 
deciziile lui Bayes cu privire la costul erorii pătratice. 
 În 1965, Forgy a propus algoritmul pentru analiza de grup în cazul multidimensional al 
erorii pătratice a distorsiunii şi o distribuţie de eşantioane. 
 În 1977, Chen a propus în esenţă acelaşi algoritm pentru cazul multidimensional cu erorea 
pătratică drept măsură a distorsiunii şi l-a folosit la proiectarea cuantizoarelor bidimensionale 
pentru vectori uniform distribuiţi în cerc. 
 Deoarece algoritmul nu pune nici un fel de condiţii de diferenţiabilitate, el este aplicabil 
pentru distribuţii discrete pure. Acest fapt are o aplicabilitate importantă atunci când nu se 
cunoaşte dinainte o descriere probabilistică a sursei ce va fi comprimată, şi din acest motiv 
trebuie să ne bazăm în proiectare pe studiul unei secvenţe lungi de date, ce urmează a fi 
compresată. 
 
 13.4.5. Algoritmul L.B.G. pentru distribuţie necunoscută.  
 

(0) Iniţializarea: fie dat N = număr de clase, pragul distorsiunii 0≥ε , un alfabet de 
refacere iniţial de clasă N, notat cu 0Â  şi o secvenţă studiată jx  de forma: 

}1n,...,0j;x{ j −= . 
  Facem 0m =  şi ∞=−1D .      (50) 
(1) Fie dat 
   }N,...,1i;{ˆ

im == yA ,      (51) 
  căutăm partiţia de distorsiune minimă  
   }N,...,1i;{)ˆ(P im == SA      (52) 
  pentru secvenţa studiată ij Sx ∈  dacă: 
   ), d(), d( ljij yxyx ≤ ,      (53) 
  oricare ar fi l. 
  Calculăm distorsiunea medie: 

   ),  d(minn)})ˆ(P,ˆ({DD j

1n

0j
ˆ

1
mmm

m

yxAA
Ay∑

−

= ∈

−==    (54) 
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(2) Dacă avem ε≤−− mm1m D/)DD( ,      (55) 

  ne oprim la mÂ  ca alfabet de refacere final. 
  Dacă avem ε>−− mm1m D/)DD( ,     (56) 
  continuăm cu pasul (3). 
(3) Căutăm alfabetul de refacere optimal: 
  }N,...,1i);(ˆ{))ˆ(P(ˆ im == SxAx  pentru )ˆ(P mA .   (57) 

  Facem ))ˆ(P(ˆˆ
m1m AxA =+ .      (58) 

  Înlocuim m cu 1m +  şi reluăm de la pasul (1). 
 
 Dacă secvenţa de vectori aleatori este staţionară şi ergodică, atunci se respectă teorema 
ergodică, conform căreia cu probabilitatea unu, nG  converge spre distribuţia reală de bază, notată 
F, pentru ∞→n . 
 O tehnică similară folosită în analiza de grup cu funcţii de cost tip eroare medie pătratică a 
fost dezvoltată de McQueen în anul 1967, fiind numită metoda "K-means".  
 Altă tehnică, mult mai utilizată, folosind metoda "K-means" este metoda "IZODATA" a lui 
Ball şi Hall. Ideea principală, aceea de a găsi partiţiile de distorsiune minimă şi centroizii este 
aceeaşi, dar secvenţa de date studiată este folosită într-o manieră diferită, iar cuantizorii rezultaţi 
vor fi, în general, diferiţi. Tehnica lor este secvenţială, încorporează vectorii studiaţi unul câte 
unul şi se sfârşeşte când ultimul vector este încorporat. Aceasta este în contrast cu algoritmul 
anterior, care consideră toţi vectorii studiaţi pentru fiecare iteraţie. 
 Scopul metodei "K- means" este de a produce o partiţie: 
  ][ 1N00 −= S,...,SS             (59) 
 a alfabetului studiat, cuprinzând toţi vectorii din secvenţa de studiu. 
  }1,...,n0;i{ i −== xA          (60) 

 Alfabetul de refacere corespunzător Â  va fi colecţia centroizilor Euclidieni a seturilor iS ; 
cu alte cuvinte, alfabetul de refacere final va fi optimal pentru partiţia finală, dar aceasta ar putea 
să nu fie optimală pentru alfabetul de refacere final, cu excepţia cazului când ∞→n . 
 Pentru a obţine S, mai întâi ne gândim la fiecare iS  ca la o colecţie de vectori în care 
punem vectori din secvenţa studiată până când toţi vectorii sunt distribuiţi. Iniţial vom începe prin 
a pune primii N vectori în seturi separate, altfel spus ii Sx ∈ . 
 La fiecare iteraţie, un nou vector studiat mx  este observat. Găsim setul iS  pentru care 
distorsiunea între mx  şi centroidul )( iSx̂  este minimizată şi apoi includem mx  în acel set. Altfel 
la fiecare iteraţie noul vector este adăugat în setul cu cel mai apropiat centroid. La următoarea 
iteraţie, setul va avea un nou centroid. Operaţia continuă, până când toţi vectorii eşantion sunt 
încorporaţi. 
 Deşi similar ca filozofie, algoritmul "K-means" are câteva diferenţe esenţiale. În 
particular, este potrivit pentru cazul când doar secvenţa de studiu trebuie clasificată, deci acolo 
unde o secvenţă lungă de vectori trebuie grupată într-o manieră care să ofere o distorsiune 
scăzută. 
 Procedura secvenţială este eficientă din punct de vedere al calculului, dar un "cuantizor" 
nu este determinat decât atunci când procedura se opreşte. 
 Recent, Levenson şi alţii au folosit o variantă a algoritmilor "K-means" şi IZODATA cu o 
măsură a distorsiunii propusă de Itakura, pentru a determina modelele de recunoaştere a vorbirii 
indiferent de vorbitor. 
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 13.4.6. Alegerea alfabetului de refacere iniţial. 
 Există câteva metode de a alege alfabetul de refacere iniţial 0Â  cerut de algoritm. 
 O metodă ce poate fi folosită pe distribuţii de eşantioane este cea de la metoda "K-
means", cu alte cuvinte alegând primii N vectori din secvenţa studiată. 
 Altă metodă este de a utiliza un cuantizor uniform pentru întregul alfabet al sursei sau 
pentru cea mai mare parte a sa, dacă acesta este limitat. De exemplu, dacă este utilizat pe o 
distribuţie de eşantioane, se poate folosi un cuantizor uniform k-dimensional pe un cub euclidian 
k-dimensional, incluzând toate, sau cea mai mare parte a punctelor în secvenţa studiată. 
 A treia tehnică este utilă când se doreşte proiectarea de cuantizoare de clase succesive mai 
mari, până se atinge un nivel acceptabil al distorsiunii. 
 
       Construcţia succesivă de cuantizoare. 

(0) Iniţializarea : facem 1M =  şi definim )()1(0 Ax̂Â =  centroidul întregului alfabet, 
sau centroidul secvenţei studiate, dacă se foloseşte o distribuţie de 
eşantioane. 

(1) Fiind dat un alfabet de refacere (M)0Â  conţinând M vectori: 
   ,...,M}1;i{ i =y , 
  "descompunem" fiecare vector iy  în doi vectori alăturaţi: 
   εy +i  şi εy −i ,  M,...,1i = . 

  unde εεεε este vectorul perturbaţiei fixat. Colecţia A~  dată de: 
   ,...,M}1,i,{ ii =−+ εyεy , 
  are M2MM =+  vectori. 
 Înlocuim M cu 2M.  
 
(2) Dacă NM =  facem (M)0 A~Â =  şi ne oprim. 0Â  este deci alfabetul de refacere 

iniţial pentru algoritmul de cuantizare de clasă N. 
 Dacă NM ≠  rulăm algoritmul pentru un cuantizor de clasa (nivel) M cu )M(~A , 

pentru a determina un alfabet de refacere bun (M)0Â  şi apoi ne întoarcem 
la pasul (1). 

 
 Aici considerăm cuantizoare de clasa M cu ,...1,0R,2M R ==  şi continuăm până obţinem 
un set de valori iniţiale pentru un cuantizor de clasă N.  
 Folosind algoritmul de descompunere pe o secvenţă studiată se poate începe cu un 
cuantizor de clasa (nivel) 1, constând în centroidul secvenţei studiate. Apoi acest vector este 
descompus în doi vectori şi algoritmul pentru cuantizori de clasa (nivel) 2 este rulat folosind 
această pereche de vectori pentru a obţine un cuantizor bun de punct fix de clasă sau nivel 2. 
Fiecare din aceşti doi vectori este apoi descompus şi algoritmul este rulat pentru a obţine un 
cuantizor bun de clasă 4.  
 Se remarcă că putem avea cuantizoare de punct fix pentru valorile N,...,8,3,2,1 . 
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Fig. 1. Distribuţia de test pentru cuantizarea vectorială. 

 
 În acest caz avem cuantizoare cu două clase şi cu două optime locale. Unul are clasele de 
ieşire )383.0( , celălalt, care este optim global, are clasele de ieşire de )71.0( −  şi )13.0( , din 
care rezultă o eroare medie pătratică de )048.0( .  
 Algoritmul modificat este testat pe o secvenţă de 2000  de eşantioane alese în 
conformitate cu densitatea de probabilitate arătată. Zgomotul Gaussian a fost adăugat pornind de 
la o valoare unitară şi reducând valoarea cu aproximativ %50  la fiecare rulare succesivă. Ipoteza 
iniţială a fost )5.0( +  şi )5.0( − , ceea ce înseamnă un optim local. Fiecare rulare a fost oprită când 
distorsiunea s-a modificat cu mai puţin de 0.1% faţă de valoarea sa anterioară. 
 
13.5. Detalii de implementare. 
 În continuare este prezentată o implementare simplă a algoritmului LBG de cuantizare 
vectorială. Este vorba de un program C++ care reduce numărul de culori dintr-o imagine de la 256 
la 8, 16, 32 sau 64 culori. Noile culori se determină din condiţia de minimizare a erorii medii 
pătratice de aproximare a vechilor culori. Atât imaginea iniţială cât şi cea finală sunt imagini de 
tip “.BMP” (bitmap cu 256 culori indexate). O asemenea implementare poate fi folosită foarte 
simplu la generarea modelelor de goblen plecând de la orice imagine color. 
 Alegerea setului iniţial de culori (alfabetul de refacere iniţial) se face folosind metoda 
descrisă în paragraful 13.4.6. Iniţial, se consideră că alfabetul de refacere iniţial are doar o singură 
clasă (care coincide, evident, cu media aritmetică a setului de intrare) şi apoi se dublează numărul 
de clase prin divizarea fiecărei clase în două, după care se rulează algoritmul LBG. Operaţiile 
precedente se repetă până la atingerea numărului dorit de clase (culori). 
 Implementarea prezentată în continuare furnizează la ieşire, pe lângă imaginea bitmap cu 
număr redus de culori şi un alt fişier de acelaşi tip care conţine paleta de culori în format grafic si 
modul de etichetare a acestor culori. La acestea se adaugă un număr de fişiere text conţinând 
"harta" goblenului. 
 
// Acestă funcţie realizează reducerea numărului de culori dintr-o 
// imagine de la 256 la nColors folosind algoritmul LBG de cuantizare 
// vectorială. Pentru claritate, nu au fost incluse optimizări evidente, 
// cum ar fi utilizarea histogramei la calculul distorsiunii 
 
BOOL CreateGoblenModel(CString* pstrFilePath, int nColors) 
{ 
 // aşteaptă număr colori 
 if (nColors == -1) { 
  do { 
   _tprintf(_T("Color Count (8,16,32 or 64): ")); 
   _tscanf(_T("%d"), &nColors); 
  } while (nColors!=8 && nColors!=16 && nColors!=32 && nColors!=64); 
 } 
 
 // aşteaptă nume fişier 
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 if (pstrFilePath == NULL) { 
  pstrFilePath = new CString; 
  TCHAR c; 
  scanf(_T("%c"), &c); 
  do { 
   _tprintf(_T("Image File Path: ")); 
   _getts(pstrFilePath->GetBuffer(MAX_PATH)); 
   pstrFilePath->ReleaseBuffer(); 
  } while (pstrFilePath->GetLength() == 0);  
 } 
 
 // deschide fişier BITMAP (256 culori neapărat!!) 
 BOOL bRet = Open_BMPFile(pstrFilePath); 
 if (bRet == FALSE) 
  return FALSE; 
 
 double dmin; 
 int p, q; 
 double* Red = (double*)malloc(nColors*sizeof(double)); 
 double* Grn = (double*)malloc(nColors*sizeof(double)); 
 double* Blu = (double*)malloc(nColors*sizeof(double)); 
 Red[0]=0; 
 Grn[0]=0; 
 Blu[0]=0; 
 // calculează valoarea medie pentru cele 3 componente de culoare 
 // ele constituie coordonatele nodului iniţial 
 for (q=0; q<BMIH.biHeight; q++) { 
  for (p=0, dmin=0.0; p<BMIH.biWidth; p++) { 
   Red[0] += RGBQ[SMatrix[p][q]].rgbRed; 
   Grn[0] += RGBQ[SMatrix[p][q]].rgbGreen; 
   Blu[0] += RGBQ[SMatrix[p][q]].rgbBlue; 
  } 
 } 
 Red[0] /= BMIH.biWidth * BMIH.biWidth; 
 Grn[0] /= BMIH.biWidth * BMIH.biWidth; 
 Blu[0] /= BMIH.biWidth * BMIH.biWidth; 
 
 int i, j, k, m, u, v; 
 double eps = 0.001, DC = 1000000.0, DP, d, R,G,B; 
 int NC = 1, s; 
 
 // Bucla principală a algoritmului LBG de cuantizare vectorială. 
 // Numărul initial de centroizi (culori) este 1, el se dublează la 
 // fiecare pas până la atingerea numărului dorit 
 v=0, m=0; 
 while((1<<v) < nColors) { 
  // dublează numărul de centroizi 
  for (u=0; u<NC; u++) { 
   Red[u] += 0.005; 
   Grn[u] += 0.005; 
   Blu[u] += 0.005; 
   Red[u+NC] = Red[u] - 0.01; 
   Grn[u+NC] = Grn[u] - 0.01; 
   Blu[u+NC] = Blu[u] - 0.01; 
  } 
  NC = NC * 2; 
 
  // ajustează pozitie centroizi până distorsiunea relativă scade sub prag 
  DC = 1000000.0; 
  _tprintf(_T("\n\nCOLORS=%3d\n"), NC); 
  do { 



13. Algoritmi de grupare (clustering).  

 174

   DP = DC; 
   DC = 0; 
   // calcul distorsiune 
   for (q=0; q<BMIH.biHeight; q++) { 
    for (p=0, dmin=0.0; p<BMIH.biWidth; p++) { 
     _tprintf(_T("\rx=%3d y=%3d"), q, p); 
     dmin = 256.0 * 256 * 3; 
     j = SMatrix[p][q]; 
     for (i=0; i<NC; i++) { 
      d =(RGBQ[j].rgbRed-Red[i]) * (RGBQ[j].rgbRed-Red[i]); 
      d+=(RGBQ[j].rgbGreen-Grn[i]) * (RGBQ[j].rgbGreen-Grn[i]); 
      d+=(RGBQ[j].rgbBlue-Blu[i]) * (RGBQ[j].rgbBlue-Blu[i]); 
      if (d < dmin) { 
       dmin = d; 
       k = i; 
      } 
     } 
     DMatrix[p][q] = k; 
     DC += dmin; 
    } 
   } 
 
   k = 0; 
   DC = DC / BMIH.biWidth / BMIH.biHeight; 
   _tprintf(_T("\nEpoch%3d, Error=%f\n"), m, (DP-DC)/DC); 
   // recalculează poziţie centroizi 
   if ((DP - DC) / DC > eps) { 
    for (i=0; i<NC; i++) { 
     _tprintf(_T("Recompute node=%3d\n"), i); 
     s=0; R=0.0; G=0.0; B=0.0; 
     for (q=0; q<BMIH.biHeight; q++) { 
      for (p=0; p<BMIH.biWidth; p++) { 
       if (DMatrix[p][q] == i) { 
        j = SMatrix[p][q]; 
        R += (float)RGBQ[j].rgbRed; 
        G += (float)RGBQ[j].rgbGreen; 
        B += (float)RGBQ[j].rgbBlue; 
        s++; 
       } 
      } 
     } 
     if (s != 0) { 
      Red[i] = R / s; 
      Grn[i] = G / s; 
      Blu[i] = B / s; 
     } 
    } 
   } else 
    k = 1; 
   m++; 
  } while (k == 0); 
  v++; 
 } 
 
 // ordonează culorile din paletă funcţie de luminanţă 
 long Index[64]; 
 for(i=0; i<nColors; i++) 
  Index[i] = i; 
 for(i=0; i<nColors; i++) { 
  for(j=0; j<nColors-1; j++) { 
   if ((Red[j]+Grn[j]+Blu[j]) > (Red[j+1]+Grn[j+1]+Blu[j+1])) { 
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    R = Red[j]; 
    G = Grn[j]; 
    B = Blu[j]; 
    Red[j] = Red[j+1]; 
    Grn[j] = Grn[j+1]; 
    Blu[j] = Blu[j+1]; 
    Red[j+1] = R; 
    Grn[j+1] = G; 
    Blu[j+1] = B; 
    k = Index[j]; 
    Index[j] = Index[j+1]; 
    Index[j+1] = k; 
   } 
  } 
 } 
 
 // reconstruieşte noua imagine 
 for(q=0; q<BMIH.biHeight; q++) { 
  for(p=0; p<BMIH.biWidth; p++) { 
   for(i=0; i<nColors; i++) { 
    if (Index[i] == DMatrix[p][q]) 
     break; 
   } 
   DMatrix[p][q] = i; 
  } 
 } 
 
 CString strModulePath = GetOutputPath(); 
 _tprintf(_T("\nOutput to folder: %s\n"), strModulePath); 
 
 // imaginea generată va fi salvată în fişierul GOBLEN.BMP 
 CString strNewFile = strModulePath + _T("GOBLEN.bmp"); 
 bRet = fBMP.Open(strNewFile, CFile::modeCreate | CFile::modeWrite); 
 if (bRet == FALSE) { 
  _tprintf(_T("Cannot Open Destination File!!!")); 
  return FALSE; 
 } 
 // construieşte noua paletă 
 for(i=0; i<nColors; i++) { 
  RGBQ[i].rgbRed = Red[i] + 0.5; 
  RGBQ[i].rgbGreen= Grn[i] + 0.5; 
  RGBQ[i].rgbBlue = Blu[i] + 0.5; 
 } 
 free(Red); 
 free(Grn); 
 free(Blu); 
 for(i=nColors; i<256; i++) { 
  RGBQ[i].rgbRed = 0; 
  RGBQ[i].rgbGreen= 0; 
  RGBQ[i].rgbBlue = 0; 
 } 
 // scrie antetul şi apoi conţinutul fişierului rezultat 
 fBMP.Write(&BMFH, sizeof(BITMAPFILEHEADER)); 
 fBMP.Write(&BMIH, sizeof(BITMAPINFOHEADER)); 
 for (i=0; i<256; i++) 
  fBMP.Write(&RGBQ[i], sizeof(RGBQUAD)); 
 for(q=BMIH.biHeight-1; q>=0; q--) { 
  for(p=0; p<L; p++) { 
   i = DMatrix[p][q]; 
   fBMP.Write(&i, 1); 
  } 
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 } 
 fBMP.Close(); 
 
 // ataşează fiecărei colori din cele max 64 posibile un caracter 
 BYTE  c; 
 char  Cod[64] = {'0','1','2','3','4','5','6','7', 
      '8','9','A','B','C','D','E','F', 
      'G','H','J','K','L','M','N','P', 
      'R','S','T','U','V','X','Y','Z', 
      'a','b','c','d','e','f','g','h', 
      'j','k','m','n','o','p','q','r', 
      's','t','u','v','x','y','z','w', 
      '@','#','$','%','&','*','<','>'}; 
 u = (BMIH.biWidth + PW - 1) / PW; 
 v = (BMIH.biHeight + PH - 1) / PH; 
 for(i=0; i<u; i++) { 
  for(j=0; j<v; j++) { 
   strNewFile.Format(_T("%sGOBL%02d%02d.TXT"), strModulePath, i, j); 
   // deschide fişier text 
   bRet = fTXT.Open(strNewFile, CFile::modeCreate | CFile::modeWrite); 
   if (bRet == FALSE) { 
    _tprintf(_T("Cannot Open Output Text File!!!")); 
    return FALSE; 
   } 
   // scrier fişier text 
   for(q=j*PH; q<j*PH+PH && q<BMIH.biHeight; q++) { 
    for(p=i*PW; p<i*PW+PW && p<BMIH.biWidth; p++) { 
     c = Cod[DMatrix[p][q]]; 
     fTXT.Write(&c, 1); 
     if (p%10 == 9) { 
      c=0x20; 
      fTXT.Write(&c, 1); 
     } 
    } 
    c = 0x0d; 
    fTXT.Write(&c, 1); 
    c = 0x0a; 
    fTXT.Write(&c, 1); 
    if (q%10 == 9) { 
     c = 0x0d; 
     fTXT.Write(&c, 1); 
     c = 0x0a; 
     fTXT.Write(&c, 1); 
    } 
    if (q%PH == PH-1) { 
     c = 0x0c; 
     fTXT.Write(&c, 1); 
    } 
   } 
   fTXT.Close(); 
  } 
 } 
 Free_BMatrix(SMatrix, BMIH.biWidth, BMIH.biHeight); 
 Free_BMatrix(DMatrix, BMIH.biWidth, BMIH.biHeight); 
 
 // crează fişier paletă 
 strNewFile = strModulePath + _T("PALLETE.BMP"); 
 bRet = fPAL.Open(strNewFile, CFile::modeCreate | CFile::modeWrite); 
 if (bRet == FALSE) { 
  _tprintf(_T("Cannot Open Palette File!!!")); 
  return FALSE; 
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 } 
 BMIH.biWidth = nColors * 16; 
 BMIH.biHeight = 200; 
 BMIH.biSizeImage = BMIH.biWidth * BMIH.biHeight; 
 BMFH.bfSize = BMIH.biSizeImage + BMFH.bfOffBits; 
 
 fPAL.Write(&BMFH, sizeof(BITMAPFILEHEADER)); 
 fPAL.Write(&BMIH, sizeof(BITMAPINFOHEADER)); 
 for (i=0; i<256; i++) 
  fPAL.Write(&RGBQ[i], sizeof(RGBQUAD)); 
 for(q=0; q<BMIH.biHeight-24; q++) { 
  for(p=0; p<BMIH.biWidth; p++) { 
   c = p / 16; 
   fPAL.Write(&c, 1); 
  } 
 } 
 
 HRSRC hResource = ::FindResource(NULL, 
            (LPCTSTR)IDR_BINARY_HEADER, 
            _T("BINARY")); 
 HGLOBAL hGlobal = ::LoadResource(NULL, hResource); 
 BYTE* pHeader = (BYTE*)::LockResource(hGlobal); 
 
 for(q=0; q<24; q++) { 
  for(p=0; p<BMIH.biWidth; p++) { 
   if (pHeader[q*1024+p] == 0) 
    c = 0; 
   else 
    c = nColors-1; 
   fPAL.Write(&c, 1); 
  } 
 } 
 fPAL.Close(); 
 return TRUE; 
} 
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 Reţelele neurale (neuronale) artificiale (Haykin[47]), (Kohonen[62][63]), (Lipmann[66]), 
(Rumelhart[98]) încearcă să se apropie de modelul creierului uman. Spre deosebire de maşinile 
Von--Neuman care se caracterizează prin existenţa unei unităţi procesoare care execută 
instrucţiuni stocate în memorie, într-o secvenţă aflată sub controlul numărătorului de program, 
alte arhitecturi propuse încearcă să exploateze cât mai eficient paralelismul care este de obicei 
inerent. "Procesoarele" care formează reţelele neuronale, sunt denumite neuroni artificiali. 
 Dacă majoritatea calculatoarelor existente în momentul de faţă dispun de o singură unitate 
procesoare, extrem de puternică şi de rapidă, la cealaltă extremă din punctul de vedere al structurii 
interne se plasează aceste reţele neurale artificiale, caracterizate printr-o simplificare extremă a 
unităţilor componente, alături de o extindere cât mai largă a conexiunilor între aceste unităţi 
procesoare. 
 Orice reţea neurală este caracterizată de trei elemente: modelul neuronului, arhitectura 
reţelei şi algoritmul de antrenare folosit. 
 
14.1. Modele de neuroni. 
 În ceea ce priveşte modelele de neuroni, cel mai mult folosite în momentul de faţă sunt 
cele fără memorie, deci care implementează o relaţie de forma: 

  )θxw(y
N

1i
jiijj ∑

=

−= f          (1) 

 unde jy  este ieşirea neuronului "j", ix  este intrarea "i" a neuronului, ijw  este ponderea 
conexiunii de la intrarea "i" la neuronul "j", iar jθ  este pragul ataşat neuronului "j". Deci în 
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esenţă, sunt aplicate un set de intrări ),...,x,x(x n21 , fiecare reprezentând, de obicei, ieşirile altor 
neuroni. Fiecare intrare este multiplicată cu o pondere corespunzătoare ),...,w,w(w in2i1i , analog 
puterii sinapsei, şi apoi toate rezultatele sunt sumate pentru a determina nivelul de activare al 
neuronului. 
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Fig. 1. Structura neuronului artificial. 

 
 Funcţia (a)fY =  este o funcţie neliniară care poate fi de tipul limitare hardware, prag 
logic, sigmoidă simetrică sau nu, sau chiar funcţia identică. 
 Limitarea hardware se implementează în unul din următoarele două moduri: 
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 Pragul logic realizează limitarea domeniului de ieşire la zero pentru valori de intrare 
negative (sau uneori la -1) şi la +1 pentru valori ce depăşesc un anumit prag pozitiv. Pentru 
anumite aplicaţii se preferă utilizarea neuronului liniar. 
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 Funcţia sigmoidă, foarte des folosită, asigură limitarea domeniului de ieşire al neuronului 
la gama )1,0(  pentru sigmoida asimetrică şi la )1,1( +−  pentru sigmoida simetrică. 
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 Prin această funcţie se obţine un câştig neliniar pentru neuronul artificial. Acest câştig 
variază de la valori mici pentru excitaţii negative mari (curba este aproape orizontală), la valori 
mari pentru excitaţii mari şi pozitive. Grossberg (1973) a găsit că acest câştig neliniar 
caracteristic rezolvă dilema saturării. 
 În ciuda diversităţii de modele de neuroni, majoritatea sunt bazate pe această configuraţie. 
 Modele mai sofisticate de neuroni introduc variabila timp, un astfel de model fiind descris 
de următoarele relaţii: 
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 unde ju  caracterizează starea curentă a neuronului. 
 
14.2. Arhitecturi de reţele neurale. 
 Deşi un singur neuron poate realiza funcţii simple de detecţie de modele, puterea calcului 
neural provine din conectarea neuronilor în cadrul reţelelor. O reţea neurală simplă este aranjarea 
unui grup de neuroni pe un strat ca în figura următoare: 
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Fig. 2. Reţea neurală cu un strat. 

 
 Setul de intrare X are fiecare element conectat cu fiecare neuron, cu cîte o pondere 
separată. Fiecare neuron scoate la ieşire o sumă a produsului ponderi-intrări corespunzătoare. 
Actualele reţele artificiale şi biologice au unele din conexiuni lipsă dar conectivitatea totală a fost 
arătată aici din raţiuni de generalitate. 
 Este convenabil să reprezentăm ponderile ca fiind elementele unei matrici. Dimensiunile 
matricii fiind N linii pe K coloane, unde N este numărul de intrări, iar K numărul de neuroni. În 
acest fel putem calcula pentru setul de neuroni cele K funcţii de activare ca simple înmulţiri de 
matrici: 
  )()( TT XWfAfYXWA ==⇒=        (6) 
  unde X, A, Y sunt vectori linie, W este o matrice NxK. 
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 Reţelele cu mai multe straturi, mult mai generale şi mai complexe, oferă în general, o 
capacitate mare de calcul. Asemenea reţele au fost construite în orice configuraţie imaginabilă, 
aranjând neuronii în straturi imitând structura straturilor dintr-o anumită zonă a creierului. Aceste 
reţele multistrat au capacităţi sporite, dovedite relativ la reţelele cu un singur strat, iar în ultimii 
ani algoritmi performanţi s-au dezvoltat pentru antrenarea lor.  
 Reţelele multistrat pot fi formate prin simpla cascadare de straturi, ieşirile unui strat 
devenind intrări pentru stratul următor.  
 Reţelele multistrat nu furnizează nici o creştere a puterii de calcul în raport cu reţelele 
cu un singur strat dacă nu este prezentă o funcţie de activare neliniară între straturi. Calculul 
ieşirii unui strat liniar constă în înmulţirea vectorului de intrare cu prima matrice de ponderi, apoi 
(dacă nu este prezentă o funcţie de activare neliniară) multiplicând vectorul rezultat cu a doua 
matrice de ponderi. Aceasta ar putea fi exprimată prin : 
  )( XWWY T

1
T

2=          (7) 
 Având în vedere că înmulţirea de matrici este asociativă, relaţia poate fi rescrisă : 
  XWWXWWY T
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 Aceasta arată că o reţea liniară cu două straturi este exact echivalentă cu o reţea cu un 
singur strat ce are matricea ponderilor egală cu produsul celor două matrici. De aici, se poate 
trage concluzia că funcţia de activare neliniară este vitală pentru extinderea capacităţilor reţelelor 
faţă de cele cu un singur strat. 
 Reţelele considerate până acum nu au conexiuni cu răspunsuri spre înapoi ("feedback"), 
conexiuni care să aplice valorile de la ieşirea unui strat spre intrarea aceluiaşi strat sau a altui 
strat. Această clasă specială, numită reţele nerecurente sau cu răspuns (propagare a fluxului de 
date) spre înainte ("feed foreward") prezintă un interes considerabil şi sunt larg aplicate. 
 În general, reţelele care conţin conexiuni feedback sunt denumite reţele recurente. 
Reţelele nerecurente nu au memorie, ieşirile fiind determinate doar pe baza intrărilor curente şi a 
valorilor ponderilor.  
 În cîteva configuraţii, reţelele recurente recirculează ieşirile anterioare înapoi spre intrare; 
de aici ieşirile lor sunt determinate pe baza intrărilor curente şi ieşirilor anterioare. Din acest 
motiv reţelele recurente pot etala proprietăţi similare cu memoria pe termen scurt a omului. 
 
14.3. Algoritmi de antrenare a reţelelor neurale. 
 Dintre toate caracteristicile interesante ale reţelelor neurale, nici una nu captează atâta 
imaginaţie ca abilitatea lor de a învăţa.  
 Antrenarea reţelelor artificiale este însă limitată, multe probleme dificile rămânând a fi 
rezolvate. Oricum, impresionante demonstraţii au fost deja făcute, cum ar fi NetTalk a lui 
Sejnowski. 
 Algoritmii de antrenare sunt categorizaţi în supervizaţi şi nesupervizaţi. O reţea este 
antrenată dacă aplicarea unui set de intrări produce ieşirea dorită sau una apropiată . Antrenarea 
este realizată prin aplicarea secvenţială de vectori de intrare, în timpul fiecărei asemenea operaţii 
ajustând ponderile din reţea în acord cu o procedură predeterminată. În timpul antrenării, 
ponderile din reţea converg gradual spre valori pentru care fiecare vector de intrare produce 
vectorul de ieşire dorit. 
 Antrenarea supervizată cere pentru fiecare vector de antrenare perechea vector ţintă care 
este ieşirea dorită. Acestea sunt denumite pereche de antrenare. Uzual, o reţea este antrenată după 
un număr de astfel de perechi de antrenare.  
 Un vector de intrare este aplicat, ieşirea reţelei este calculată şi comparată cu vectorul 
ţintă, iar diferenţa (eroarea) este trimisă înapoi, iar ponderile sunt schimbate în acord cu un 
anumit algoritm care tinde să minimizeze eroarea la un nivel acceptabil. 
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 Învăţarea nesupervizată nu cere cunoştinţe apriorice despre datele aplicate la intrarea 
reţelei, reţelele se auto-organizează pentru a produce ieşirile dorite. Antrenarea supervizată a fost 
criticată ca fiind biologic neplauzibilă. Antrenarea nesupervizată este un model mai plauzibil de 
învăţare în sistemele biologice.  
 Dezvoltată de Kohonen (1984) şi încă de mulţi alţii, antrenarea nesupervizată nu cere 
vector ţintă pentru ieşiri, de aceea nu au loc comparaţii cu răspunsul ideal. Setul de antrenare nu 
consă decât în vectori de antrenare. Algoritmul de antrenare modifică ponderile reţelei pentru a 
produce un vector de ieşire consistent. Procesul de antrenare este deci extragerea de proprietăţi 
statistice ale setului de antrenare şi a vectorilor, dintr-un grup similar de vectori, în clase. 
Aplicând la intrare un vector, dintr-o clasă dată, va produce la ieşire un vector specific, dar aici nu 
este nici o cale de a determina care model specific va fi găsit la ieşire de un vector de intrare 
dintr-o clasă dată.  
 De aici, ieşirea unei astfel de reţele trebuie în general transformată într-o formă ce să 
poată fi înţeleasă, ulterior procesului de antrenare.  
 Marea majoritate a algoritmilor utilizaţi în prezent au evoluat de la concepţiile lui Hebb 
(1961). El propunea un model pentru învăţare nesupervizată unde "tăriile" sinapselor (ponderile) 
sunt mărite dacă atît neuronul sursă cît şi neuronul destinaţie sunt active. În acest fel modelele 
utilizate în reţele sunt puternice, iar fenomenul de folosire şi învăţare prin repetiţie este explicat. 
 O reţea neurală artificială utilizând algoritmul de învăţare al lui Hebb va modifica 
ponderile în acord cu produsul nivelelor de excitaţie dintre neuronii sursă şi destinaţie. Legea de 
învăţare este descrisă de ecuaţia:  
  jii,ji,j YαY(n)w)1(nw +=+          (9) 
unde: (n)wi,j  - valoarea ponderii de la neuronul "i" la neuronul "j" înaintea ajustării; 
 )1(nwi,j +  - valoarea ponderii de la neuronul "i" la neuronul "j" după ajustare; 
 α − coeficientul de învăţare; 
 iY  - ieşirea neuronului "i" şi intrarea neuronului "j"; 
 jY  - ieşirea neuronului "j". 
 Au fost construite reţele pentru a folosi algoritmul de învăţare al lui Hebb. Oricum, 
algoritmi de antrenare mai buni au fost descoperiţi de Rosenblatt (1962), Widrow (1959), 
Widrow, Hoff (1960), realizând reţele capabile să înveţe o arie largă de modele de intrare, la o 
rată de învăţare ridicată, algoritmi care au perfecţionat algoritmul de învăţare al lui Hebb. 
   
14.4. Perceptronul cu un singur strat. 
 Căutând să descopere modele hardware/software ale neuronului biologic şi a reţelei sale 
de interconectare McCulloch şi Pitts (1943) au publicat primul studiu sistematic al reţelelor 
neurale artificiale. Într-o lucrare ulterioară Pitts şi McCulloch (1947) au explorat configuraţii de 
reţele pentru recunoaştere de modele cu invarianţă la rotaţie şi translaţie. 
 S-a folosit cel mai mult modelul neuronului descris anterior, însă folosind nelinearitatea 
prag logic: 
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 Aceste sisteme poartă numele de perceptron. În general, acestea constau într-un singur 
strat de neuroni artificiali conectaţi prin ponderi la un set de intrări. 
 Rosenblatt (1962) a demonstrat teorema învăţării perceptronilor, Widrow (Widrow 
1961,1963, Widrow şi Angell 1962, Widrow şi Hoff 1960) au făcut un număr de demonstraţii 
convingătoare asupra perceptronilor ca sisteme. Minsky (Minsky şi Papert 1969) au analizat 
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aceste probleme cu o mare rigurozitate, dovedind că există severe restricţii în ceea ce poate 
reprezenta perceptronul cu un singur strat.  
 În ciuda limitărilor pe care le prezintă, studiul perceptronilor a fost extins (chiar dacă nu 
sunt folosiţi pe scară largă). Teoria lor reprezintă o fundaţie pentru multe alte forme de reţele 
neurale artificiale şi au demonstrat că reprezintă principii importante în acest domeniu. Pentru 
aceste motive ei reprezintă punctul logic de început în studiul teoriei reţelelor neurale artificiale. 
 Valabilitatea teoremei învăţării perceptronilor a lui Rosenblatt (1962) demonstrează că 
perceptronii pot învăţa orice poate fi reprezentat. Este important de făcut distincţia între 
reprezentare şi învăţare. Reprezentarea se referă la abilitatea perceptronului (sau a altor reţele) de 
a simula o funcţie specifică. Învăţarea reclamă existenţa unei proceduri sistematice de ajustare a 
ponderilor din reţea pentru a produce acea funcţie. 
 
14.5. Perceptronul multistrat. 
 În figura următoare este arătat modelul neuronului folosit ca bloc de construcţie 
fundamental pentru reţelele perceptron multistrat: 
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Fig. 3. Structura unui neuron. 

 
 unde -"a" reprezintă suma intrărilor ponderate pentru neuronul respectiv; 
  - ( )af  funcţia neliniară de ieşire sigmoidă simetrică sau nu, sau chiar funcţie 
liniară. 

 

11 22 MN

z 
1 

z
2

z
N

M2
M1

2N

1N
21 

12 
w 

w 

w
w

w

w
w

w

11

x 
1 

x
2

x
K

22 KM

y 
1 

y
2

y
M

K2
K1

2M

1M
21 

12 
w 

w 

w
w

w

w
w

w

11

u
1 

u
2

u
L

22 LK
L2

L1

2K

1K
21 

12 
w 

w 

w
w

w

w
w

w

w 
(z)(z)(z) (z)

(z)

(z)

(z)

(z)

(z)

(y)

(y)

(y)

(y)

(y)

(y)

(y)

(y)(y)
w 

(x)(x) (x)

(x)

(x)

(x)

(x)

(x)

(x)

 
Fig. 4. Arhitectura tipică a perceptronului cu trei straturi. 

 O arhitectură tipică pentru un perceptron cu trei straturi este prezentată în figura 4. 
 Capabilitatea perceptronului multistrat rezidă în neliniaritatea folosită în nodurile sale. 
Dacă nodurile sunt elemente liniare, atunci un perceptron cu un singur strat avînd ponderi 
apropiate poate realiza foarte bine aceleaşi calcule ca şi reţeaua multistrat. 



 14. Reţele neurale folosite în recunoaşterea de forme. 

 185

 Algoritmul backpropagation este o metodă sistematică de antrenare a reţelelor neurale 
artificiale. El are un fundament matematic puternic, dar care nu este întotdeauna practic. 
 Pentru a antrena reţeaua, un vector X este aplicat la intrare, iar ieşirea Y este calculată. 
Ponderile care conectează intrările sunt modificate la o valoare care să minimizeze eroarea dintre 
ieşirea obţinută şi ieşirea dorită. După un anumit număr de paşi, reţeaua va învăţa să diferenţieze 
vectorii cu care a fost antrenată de alţi vectori de intare. 
 Fiecare neuron are intrările conectate cu ieşirile stratului precedent. Relaţiile care descriu 
funcţionarea perceptronului multistrat sunt: 
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 unde: N - numărul de neuroni de pe stratul de ieşire; 
  M - numărul de neuroni de pe stratul intermediar (ascuns); 
  K - numărul de neuroni de pe stratul de intrare (ascuns); 
  L - numărul de intrări în reţea 
  pjz  - ieşirea neuronului "j" de pe stratul de ieşire pentru forma "p" de intrare; 
  pjy  - ieşirea neuronului "j" de pe stratul intermediar pentru forma "p" de intrare; 
  pjx  - ieşirea neuronului "j" de pe stratul de intrare pentru forma "p" de intrare; 
  pju  - valoarea aplicată intrării "j" în reţea pentru forma "p" de intrare; 

  )z(
ijw  - ponderea conexiunii neuronului "i" de pe stratul intermediar cu neuronul "j" 

de pe stratul de ieşire; 
  )y(

ijw  - ponderea conexiunii neuronului "i" de pe stratul de intrare cu neuronul "j" 
de pe stratul de intermediar; 
  )z(

ijw  - ponderea conexiunii intrării "i" în reţea cu neuronul "j" de pe stratul de 
intrare. 
 Funcţia de eroare corespunzătoare formei de intrare "p" este dată de: 

  ∑
=

−=
M

1j

2
pjpjp )z(d

2
1E          (12) 

 Toate ponderile reţelei neurale se vor modifica în sensul minimizării acestei erori, 
folosind, de exemplu, metoda gradientului descrescător, adică: 
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 Pentru fiecare strat în parte, derivata parţială a erorii medii pătratice în raport cu ponderea 
curentă poate fi exprimată prin: 
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 unde funcţia de activare corespunzătoare nodului "j" din fiecare strat este dată de: 
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 Se poate evalua derivata parţială a funcţiei de activare în raport cu ponderea curentă: 
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 Rezultă: 
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 Se notează funcţia de eroare pentru nodul "j" din fiecare strat şi forma "p", cu: 
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 şi atunci rezultă: 
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 de unde se obţine regula de ajustare a ponderilor: 
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 Funcţia de eroare poate fi evaluată folosind: 
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 unde: 
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 Rezultă: 
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 Derivata funcţiei sigmoidale asimetrice în raport cu funcţia de activare este dată de: 
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 În cazul în care se foloseşte sigmoida simetrică drept nelinearitate de ieşire, avem: 
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 În anumite aplicaţii, pentru stratul de ieşire se pot folosi neuroni lineari, caz în care aceste 
derivate sunt date de: 
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 Obiectivul antrenării reţelei neurale este de a ajusta ponderile astfel încît aplicarea unui set 
de intrări să producă ieşirea dorită. Antrenarea asigneaza fiecărui vector de intrare un vector 
pereche denumit vector ţintă care reprezintă ieşirea dorită.  
 Algoritmul "backpropagation" include deci următorii paşi: 
 
        Algoritmul "backpropagation" 

Pasul 1: Iniţializarea ponderilor şi a offseturilor. 
 Se setează toate ponderile şi offseturile nodurilor la valori aleatoare mici. 
Pasul 2: Aplică intrarea şi ieşirea dorită. 
 Se prezintă un vector continuu cu valorile de intrare 1N10 x,...,x,x −  şi se specifică 

ieşirile dorite 1M10 ,...,d,dd − . Dacă reţeaua este folosită drept clasificator, 
atunci, de obicei, toate ieşirile dorite sunt setate la zero, exceptând cele 
care corespund clasei valorilor de intrare, care sunt setate la "1". Intrarea 
poate fi alta la fiecare încercare sau eşantioanele dintr-un set de antrenare 
pot fi prezente ciclic până cînd ponderile se stabilizează. 

Pasul 3: Calcularea ieşirilor actuale. 
 Folosind neliniaritatea sigmoidală anterioară, se calculează ieşirile 1M10 ,...,y,yy − . 
Pasul 4: Modificarea ponderilor 
Pasul 5: Salt la Pasul 2. 

 
 Pentru Pasul 4 se foloseşte algoritmul recursiv descris anterior pornind de la nodurile de 
ieşire către înapoi, spre primul strat ascuns. Ponderile se modifică conform formulelor descrise 
anterior. Funcţia de eroare are expresii diferite pentru stratul de ieşire: 
  )z(d)z1(zδ jjjjj −⋅−⋅=         (27) 
 şi straturile ascunse: 
  )w(δ)x1(xδ

k
jkkjjj ∑ ⋅⋅−⋅=         (28) 

 unde jd  este ieşirea dorită a nodului "j", jy  este ieşirea actuală, iar "k" parcurge toate 
nodurile din straturile de deasupra nodului j. Pragurile nodurilor interne sunt adaptate într-o 
manieră asemănătoare, presupunînd că ele sunt ponderi conectate la intrări cu valori constante. 
 Rumelhart, Hinton, Williams (1966) descriu o metodă de îmbunătăţire a timpului de 
antrenare a reţelelor backpropagation, atâta timp cât este respectată stabilitatea sistemului. Se 
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numeşte "momentum" şi aduce un termen în plus la ajustarea ponderilor, proporţional cu 
cantitatea schimbării anterioare. Această ajustare este făcută "cu memorare" şi serveşte la 
modificarea ponderilor din subsecvenţele următoare: 
  ( ) ( ) ))1(tw(t)(wαxδηtw1tw ijij

'
ijijij −−⋅+⋅⋅+=+      (29) 

 unde α este coeficientul "momentum", setat de obicei în jurul valorii de 0.9 )1α0( << . 
 După un număr suficient de repetări a acestor pasi, eroarea dintre ieşirea actuală şi 
vectorul ţintă se va reduce ca valoare, iar reţeaua se spune că este antrenată. Din acest punct, 
reţeaua este folosită pentru recunoaştere şi ponderile nu se mai schimbă. 
 Condiţia de stop poate fi una din următoarele: 
1. Număr prestabilit de paşi; 
2. Eroarea medie pătratică globală (pentru întreg setul de antrenare) scade sub un anumit prag; 
3. Numărul de erori de clasificare pentru setul de antrenare este zero. 
 O teoremă interesantă ce pune în evidenţă capabilităţile perceptronului multinivel a fost 
enunţată de Kolmogorov. Această teoremă spune că orice funcţie continuă de N variabile poate fi 
calculată folosind numai sumări liniare şi neliniare, dar variind crescător continuu numai funcţii 
de o singură variabilă. Aceasta implică că un perceptron cu 3 nivele cu )1N2(N +  noduri 
folosind neliniarităţi variind crescător continuu, poate calcula orice funcţie continuă de o singură 
variabilă. Din păcate, teorema nu indică cum pot fi selectate ponderile şi neliniarităţile în reţea 
sau cît de sensibilă este funcţia de ieşire la variaţiile ponderilor şi a funcţiilor interne. 
 
14.6. Alte tipuri de reţele neurale. 
 În continuare sunt prezentate foarte pe scurt câteva tipuri importante de reţele neurale. 
Pentru fiecare reţea neurală în parte se prezintă tipul de neuron, arhitectura reţelei şi algoritmul de 
antrenare. În ultimul paragraf al capitolului curent pot fi găsite implementări simple în limbajul C 
ale acestor reţele. 
 
 14.6.1. Reţeaua Hopfield. 
 Acest tip de reţea poate fi folosit ca memorie asociativă sau pentru rezolvarea unor 
probleme de optimizare. Foloseşte neuroni cu intrări binare, a căror ieşire conţine nelinearităţi de 
tipul limitare hardware (vezi primul paragraf al acestui capitol). 
 Arhitectura unei reţele Hopfield cu N neuroni este prezentată în figura 5. Ieşirea fiecărui 
neuron este aplicată tuturor celorlalte noduri prin intermediul unor ponderi ijt . Hopfield a 
demonstrat că această reţea converge dacă ponderile sunt simetrice ( jiij tt = ) 
 Deşi simplitatea ei o face atractivă, această reţea prezintă două limitări majore când este 
utilizată ca memorie adresabilă prin conţinut. În primul rând, numărul de forme prototip care pot 
fi stocate şi apoi regăsite corect în reţea este limitat la aproximativ 15% din numărul de neuroni. 
Dacă se încearcă stocarea prea multor forme prototip, reţeaua ar putea converge către un prototip 
fictiv. A doua limitare prezentă la reţeaua Hopfield apare dacă prototipurile memorate în reţea 
sunt foarte asemănătoare (prezintă un mare număr de biţi identici), caz în care reţeaua devine 
instabilă. 
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Fig. 5. Arhitectura reţelei Hopfield. 
 

 Dacă reţeaua Hopfield este folosită drept clasificator, ieşirea reţelei (după convergenţă) 
trebuie comparată cu fiecare formă prototip, după care se poate lua decizia de apartenenţă la una 
din clasele ataşate formelor prototip. 
 
      Algoritmul de antrenare a reţelei Hopfield. 

Pasul 1. Iniţializează ponderile conexiunilor: 
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 unde ijt  este ponderea conexiunii de la nodul “i” la nodul “j”, iar s
ix  (unde 

}1,1{x s
i −∈ ) este valoarea intrării “i” pentru un vector din clasa “s”. 

Pasul 2. Aplică un vector de intrare necunoscut. 
  Ni0,x)0( ii ≤≤=µ       (31) 
 unde este ieşirea nodului “i” la momentul “t”. 
Pasul 3. Iterează până la convergenţă. 
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,f µµ    (32) 

 unde funcţia neliniară hf  este de tipul limitare hardware, descrisă deja în primul 
paragraf al acestui capitol. Operaţia se repetă până când toate ieşirile 
neuronilor rămân neschimbate. În acest caz, configuraţia ieşirilor coincide 
cu forma prototip cea mai apropiată de forma necunoscută de intrare. 

Pasul 4. Repetă paşii 2-3 pentru orice altă formă necunoscută de intrare. 
 O implementare simplă a acestei reţele este prezentată în finalul capitolului. 
 
 14.6.2. Reţeaua Hamming. 
 Arhitectura reţelei Hamming este prezentată în figura 6. 
 Acest tip de reţea poate fi folosit drept clasificator pentru forme binare afectate de zgomot. 
Ea conţine neuroni de tip prag logic. Se remarcă în arhitectura reţelei prezenţa a două straturi, 
primul (cel inferior) realizează o valoare proporţională cu distanţa Hamming la un număr de M 
forme prototip. Stratul superior selectează nodul cu ieşirea maximă. 
 

0x 1x 2Nx − 1Nx −

0µ 1µ 2N −µ 1N −µ

0x′ 1x′ 2Nx −′ 1Nx −′
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Fig. 6. Arhitectura reţelei Hamming. 
 
      Algoritmul de antrenare a reţelei Hamming. 

Pasul 1. Iniţializează ponderile conexiunilor şi offseturile: 
 În reţeaua inferioară 
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 unde ijt  este ponderea conexiunii de la nodul “i” la nodul “j”, iar s

ix  

(unde }1,1{x s
i −∈ ) este valoarea intrării “i” pentru un vector din clasa 

“s”. 
Pasul 2. Aplică un vector de intrare necunoscut. 
  Ni0,x)0( ii ≤≤=µ       (34) 
 unde este ieşirea nodului “i” la momentul “t”. 
Pasul 3. Iterează până la convergenţă. 
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 unde funcţia neliniară hf  este de tipul limitare hardware, descrisă deja în 
primul paragraf al acestui capitol. Operaţia se repetă până când toate 
ieşirile neuronilor rămân neschimbate. În acest caz, configuraţia ieşirilor 
coincide cu forma prototip cea mai apropiată de forma necunoscută de 
intrare. 

Pasul 4. Repetă paşii 2-3 pentru orice altă formă necunoscută de intrare. 
 O implementare simplă a acestei reţele este prezentată în finalul capitolului. 
 
 14.6.3. Clasificatorul Carpenter-Grossberg. 

0µ 1µ 2N −µ 1N −µ

0x′ 1x′ 2Nx −′ 1Nx −′

0x 1x 2Nx − 1Nx −

Calcul 
scoruri de 
coincidenţă 

MAXNET 
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 Arhitectura unei reţele Carpenter-Grossberg cu trei neuroni pe stratul de intrare şi doi 
neuroni pe cel de ieşire este prezentată în figura următoare: 

Fig. 7. Arhitectura reţelei Carpenter-Grossberg. 
 
 Această reţea implementează un clasificator nesupervizat, fără număr prestabilit de clase. 
Principial, prima formă de intrare din secvenţă este selectată ca fiind prima formă prototip. Apoi 
următoarea intrare este comparată cu vectorii prototip şi, funcţie de distanţa dintre ei, fie este 
atribuit primei clase, fie este selectată ca vector prototip al unei noi clase. Operaţia de atribuire a 
unei forme de intrare unei clase implică recalcularea prototipului asociat. 
 
    Algoritmul de antrenare a reţelei Carpenter-Grossberg. 

Pasul 1. Iniţializări: 
  1Mj0,1Ni0),1/(N1)0(b,1)0(t ijij −≤≤−≤≤+==        (36) 
  Setează ]1,0[∈ρ  
 unde ijb  este ponderea conexiunii dintre nodul “i” de intrare şi nodul “j” 

de ieşire, iar ijt  este ponderea conexiunii de la nodul “j” de ieşire la nodul 
“i” de intrare. Ele definesc prototipul corespunzător nodului “j” de ieşire. 
Parametrul ρ specifică cât de apropiat trebuie să fie o intrare faţă de un 
prototip pentru a lua decizia de apartenenţă la aceeaşi clasă. 

Pasul 2. Aplică un vector de intrare necunoscut. 
Pasul 3. Calculează scorurile de coincidenţă. 

  1Mj0(t)xb
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0i
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 unde jµ  este ieşirea nodului “j” iar ix  este elementul “i” al intrării (0 sau 
1). 

Pasul 4. Selectează cel mai apropiat prototip: 
  }{ jjj µµ max=∗       (38) 

 Aceasta se realizează folosind conexiunile inhibitorii laterale dintre 
neuronii de ieşire. 

 
 
 
Pasul 5. Testul de vigilenţă: 

0x 1x 2x

1y0y
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  ∑
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  Dacă ρ>⋅ XXT /  salt la Pasul 7, în caz contrar salt la Pasul 6. 
Pasul 6. Inactivează cel mai apropiat prototip găsit în Pasul 4 prin forţarea la zero a 

nodului corespunzător. Ca urmare acest prototip nu mai este luat în 
considerare la calculul maximului din Pasul 4. 

Pasul 7. Adaptează cel mai apropiat prototip: 
  iijij (t)xt)1(tt ∗∗ =+       (40) 

  ]xt50]/[(t)x[t)1(tb
1N

0i
iijiijij ∑

−

=
∗∗∗ +=+ .     (41) 

Pasul 8. Salt la Pasul 2 pentru o nouă intrare. 
 O implementare simplă a acestei reţele este prezentată în finalul capitolului. 
 
 14.6.4. Harta de trăsături Kohonen. 
 Kohonen, plecând de la presupunerea că, deşi o parte a structurării creierului uman este 
predeterminată genetic, există organizare determinată prin învăţare, pe baza unor algoritmi 
fiziologici care au la bază auto-organizarea în structurile "superioare" ale cortexului. 
 Folosind acest model el propune un tip de reţea neurală numită "harta de trăsături cu auto-
organizare" (Kohonen self-organizing feature map). Împreună cu algoritmul de antrenare 
corespunzător acestei reţele se realizează practic un cuantizor vectorial, în mod iterativ prin 
ajustarea ponderilor conexiunilor între nodurile reţelei şi intrare. 
 Vectorii de intrare N-dimensionali (valori continue) sunt aplicaţi la intrare succesiv, 
ajustarea ponderilor corespunzătoare făcându-se folosind interconexiunile extensive care unesc 
nodurile reţelei. Fiecare neuron este conectat cu fiecare ieşire dar şi cu neuronii vecini prin 
conexiuni excitatorii/inhibitorii laterale. O remarcă importantă este faptul că fiecare nod este 
conectat cu neuronii din vecinătatea pătratică aferentă lui, dar dimensiunea acestei vecinătăţi 
scade în timp. 
 

x x x0 1 N-1
...  

Fig. 8. Arhitectura reţelei Kohonen. 
 

 Algoritmul de antrenare a reţelei Kohonen este descris în caseta următoare: 
 
 
      Algoritmul de antrenare a reţelei Kohonen 

(1). Iniţializează ponderile. 
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 Ponderile conexiunilor de la cele N intrări la cele M noduri se setează la valori 
aleatoare mici. Raza iniţială a vecinătăţilor ataşate fiecărui nod se setează la 
valoarea maximă. 

(2). Aplică o nouă intrare. 
(3). Calculează distanţă dintre vectorul de intrare şi vectorul de ponderi pentru fiecare 

nod. 

  ∑
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−=
1N

0i

2
ijij (t)](t)[D wx      (42) 

 unde: - (t)ix  este valoarea aplicată intrării "i" la momentul "t"; 
  - (t)ijw  este ponderea conexiunii dintre intrarea "i" şi nodul "j" la 

momentul "t". 
(4). Selectează nodul "k" de distanţă minimă: 
  j1,...,M0jk DD

−=
= min       (43) 

(5). Actualizează ponderile pentru nodul "k" şi toate nodurile din vecinătatea aferentă 
nodului "k" la momentul "t". Regula de ajustare a ponderilor este: 

  1,...,N0(t)], i(t)(t)[(t))1(t ijiijij −=−+=+ wxηww  (44) 
 Coeficientul )1,0((t) ∈η  este factorul de câştig, care descreşte şi el în timp. 
(6). Salt la pasul (2). 

 
 Calculul distanţei din pasul (3) poate fi redus la un simplu produs scalar, tipic pentru 
neuronul liniar dacă poate fi asigurată condiţia normalizării vectorilor de intrare şi a vectorilor de 
ponderi aferenţi după fiecare ajustare. Selectarea nodului care furnizează distanţa minimă poate fi 
efectuată iterativ, după modelul reţelei MAXNET, care converge (furnizează la ieşire) valoarea 
maximă aplicată la intrare. 
 După antrenare, ponderile conexiunilor intrare-ieşire tind să specifice clusterii detectaţi în 
spaţiul formelor de intrare prin centrele lor. Ca urmare, densitatea locală a acestor clusteri tinde să 
aproximeze densitatea de probabilitate calculată sau estimată pentru vectorii de formă care 
constituie setul de antrenament. 
 O implementare simplă a acestei reţele este prezentată în finalul capitolului. 
 
 14.6.5. Reţele RBF (Radial Basis Functions). 
 Reţelele RBF sunt reţele hibride cu două straturi, care conţin pe primul strat M neuroni ce 
implementează funcţia Gaussiană normalizată de activare: 
  ∑ −−−−=
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2
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2
j

2
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2
jj )2()2/||(z σσ /|mx|exp/mxexp     (45) 

în timp ce cei N neuroni de pe stratul al doilea realizează suma ponderată a intrărilor, trecută 
printr-o nelinearitate sigmoidală. 
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 În formulele anterioare x este vectorul de intrare, jm (media) şi jσ (dispersia) descriu 
formele prototip ataşate grupărilor create în domeniul de intrare, iar kθ  este valoarea pragului de 
activare. 
 Primul strat al reţelei realizează o partiţionare a spaţiului de intrare în grupări descrise prin 
medie şi dispersie, în timp ce stratul al doilea ia decizia de apartenenţă a formei de intrare la une 
din clase (o clasă poate include una sau mai multe grupări), funcţie de configuraţia de activare a 
neuronilor de pe primul strat. 
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 Arhitectura tipică a unei reţele RBF este prezentată în figura următoare: 
 
 

Fig. 9. Arhitectura reţelei RBF. 
 
 Antrenarea acestei reţele se face de obicei nesupervizat pentru stratul de intrare şi 
supervizat pentru stratul de ieşire, dar poate fi folosită şi metoda “backpropagation” de antrenare 
supervizată pentru ambele straturi. 
 Funcţia de eroare corespunzătoare formei de intrare "p" este dată de: 
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 Toţi parametrii reţelei neurale se vor modifica în sensul minimizării acestei erori, folosind, 
de exemplu, metoda gradientului descrescător, adică: 

  (p)
jk

p
(p)
jk w

Eη∆w
∂
∂ )(

−=  (p)
ij

p
(p)
ij m

Eη∆m
∂
∂ )(

−=  (p)
j

p
(p)
j

Eη∆
∂σ
∂σ

)(

−=    (48) 

 Dacă se notează funcţia de activare a nodului “k” de ieşire cu )( p
ka , şi se defineşte )( y

kδ  ca 
fiind funcţia de eroare corespunzătoare aceluiaşi nod, atunci derivata parţială a erorii medii 
pătratice în raport cu ponderea curentă se calculează cu: 
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 şi atunci se obţine regula de ajustare a ponderilor: 
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 Funcţia de eroare poate fi evaluată folosind: 
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 unde derivata funcţiei sigmoidale asimetrice în raport cu funcţia de activare este dată de: 
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 Oarecum similar se face adaptarea celorlalţi parametri ai reţelei, media şi dispersia. Dacă 
se defineşte )( z

jδ  ca fiind funcţia de eroare corespunzătoare nodului “j” de pe primul strat, atunci 
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derivata parţială a erorii medii pătratice în raport cu media/dispersia ataşată nodului curent se 
calculează cu: 
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 şi atunci se obţine regula de ajustare a mediilor/dispersiilor: 
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 Funcţia de eroare poate fi evaluată folosind: 
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 În afara unor formule de calcul diferite, algoritmul "backpropagation" pentru reţeaua RBF 
nu prezintă diferenţe esenţiale faţă de cel pentru perceptronul multistrat. 
 
14.7. Detalii de implementare. 
 Acest paragraf include implementări simple, în limbajul C, ale reţelelor neurale de tip 
Hopfield, Hamming, Carpenter-Grossberg, Kohonen şi RBF, precum şi a perceptronului 
multistrat cu algoritmul backpropagation de antrenare. Dar pentru început iată un set de rutine (de 
alocare şi de generare numere aleatoare) utilizate în aceste implementări: 
/*-------------------------------------------------------------------------*/ 
int *IVector(int N) 
{ 
 int* v; 
 v=(int *)malloc((unsigned)N*sizeof(int)); 
 if (!v) { 
  printf("eroare de alocare 1"); 
  exit(1); 
 } 
 return v; 
} 
/*-------------------------------------------------------------------------*/ 
void Free_IVector(int *v, int N) 
{ 
 free(v); 
} 
/*-------------------------------------------------------------------------*/ 
double *DVector(int N) 
{ 
 double *v; 
 v = (double *)malloc((unsigned)N*sizeof(double)); 
 if (!v) { 
  printf("eroare de alocare 2"); 
  exit(1); 
 } 
 return v; 
} 
/*-------------------------------------------------------------------------*/ 
void Free_DVector(double *v,int N) 
{ 
 free(v); 
} 
/*-------------------------------------------------------------------------*/ 



 14. Reţele neurale folosite în recunoaşterea de forme. 

 197

byte **BMatrix(int M, int N) 
{ 
 byte** m; 
 m = (byte **)malloc((unsigned) M*sizeof(byte*)); 
 if (!m) { 
  printf("eroare de alocare 3"); 
  exit(1); 
 } 
 for (int i=0; i<M; i++) { 
  m[i] = (byte *)malloc((unsigned) N*sizeof(byte)); 
  if (!m[i]) { 
   printf("eroare de alocare 4"); 
   exit(1); 
  } 
 } 
 return m; 
} 
/*-------------------------------------------------------------------------*/ 
void Free_BMatrix(byte **m, int M, int N) 
{ 
 for (int i=0; i<M; i++) 
  free(m[i]); 
 free(m); 
} 
/*-------------------------------------------------------------------------*/ 
int **IMatrix(int M, int N) 
{ 
 int** m; 
 m = (int **)malloc((unsigned) M*sizeof(int*)); 
 if (!m) { 
  printf("eroare de alocare 5"); 
  exit(1); 
 } 
 for (int i=0; i<M; i++) { 
  m[i] = (int *)malloc((unsigned) N*sizeof(int)); 
  if (!m[i]) { 
   printf("eroare de alocare 6"); 
   exit(1); 
  } 
 } 
 return m; 
} 
/*-------------------------------------------------------------------------*/ 
void Free_IMatrix(int **m, int M, int N) 
{ 
 for (int i=0; i<M; i++) 
  free(m[i]); 
 free(m); 
} 
/*-------------------------------------------------------------------------*/ 
double **DMatrix(int M, int N) 
{ 
 double** m; 
 m = (double **)malloc((unsigned) M*sizeof(double *)); 
 if (!m) { 
  printf("eroare de alocare 7"); 
  exit(1); 
 } 
 for (int i=0; i<M; i++) { 
  m[i] = (double *)malloc((unsigned) N*sizeof(double)); 
  if (!m[i]) { 
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   printf("eroare de alocare 8"); 
   exit(1); 
  } 
 } 
 return m; 
} 
/*-------------------------------------------------------------------------*/ 
void Free_DMatrix(double **m, int M, int N) 
{ 
 for (int i=0; i<M; i++) 
  free(m[i]); 
 free(m); 
} 
/*-------------------------------------------------------------------------*/ 
double ***TMatrix(int L,int M,int N) 
{ 
 double*** m; 
 int i,j; 
 m=(double***)malloc((unsigned) L*sizeof(double**)); 
 if (!m) { 
  printf("eroare de alocare 9"); 
  exit(1); 
 } 
 for(i=0;i<L;i++) { 
  m[i]=(double**)malloc((unsigned) M*sizeof(double*)); 
  if (!m[i]) { 
   printf("eroare de alocare 10"); 
   exit(1); 
  } 
 } 
 for(i=0;i<L;i++) { 
  for(j=0;j<M;j++) { 
   m[i][j]=(double*)malloc((unsigned) N*sizeof(double)); 
   if (!m[i][j]) { 
    printf("eroare de alocare 11"); 
    exit(2); 
   } 
  } 
 } 
 return m; 
} 
/*-------------------------------------------------------------------------*/ 
void Free_TMatrix(double ***m,int L,int M,int N) 
{ 
 int i,j; 
 for(i=0;i<L;i++) 
  for(j=0;j<M;j++) 
   free(m[i][j]); 
 for(i=0;i<L;i++) 
  free(m[i]); 
 free(m); 
} 

 
Reţeaua Hopfield 
 
#include <alloc.h> 
#include <conio.h> 
#include <math.h> 
#include <stdio.h> 
#include <stdlib.h> 
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#define NN 80 
#define NC 4 
 
int **Class; 
struct Hopfield 
{ 
 int *X; 
 int **W; 
 int *Y; 
 int *Z; 
} H; 
 
int **IMatrix(int M,int N); 
int *IVector(int N); 
void Free_IMatrix(int **m,int M,int N); 
void Free_IVector(int *v,int N); 
 
void Define_Net(void); 
void Train_Net(void); 
int Use_Net(void); 
/*-------------------------------------------------------------------------*/ 
void Define_Net(void) 
{ 
 //alocări 
 H.X=IVector(NN); 
 H.W=IMatrix(NN,NN); 
 H.Y=IVector(NN); 
 H.Z=IVector(NN); 
 Class=IMatrix(NC,NN); 
} 
/*-------------------------------------------------------------------------*/ 
void Train_Net() 
{ 
 int i,j,k; 
 
 for(i=0;i<NN;i++) 
  for(j=0;j<NN;j++) 
   if(i!=j) 
    for(k=0,H.W[i][j]=0;k<NC;k++) 
     H.W[i][j]+=Class[k][i]*Class[k][j]; 
   else 
    H.W[i][j]=0; 
} 
/*-------------------------------------------------------------------------*/ 
int Use_Net(void) 
{ 
 int i,j,k,m; 
 m=0; 
 do { 
  for(i=0;i<NN;i++)   //salvează ieşiri 
   H.Z[i]=H.Y[i]; 
  for(j=0;j<NN;j++) {  //actualizează ieşiri 
   for(i=0,k=0;i<NN;i++) 
    k+=H.W[i][j]*H.Z[i]; 
   if(k<0) 
    H.Y[j]=-1; 
   else 
    H.Y[j]=1; 
  } 
  for(i=0,k=0;i<NN;i++) //test convergenţă 
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   if(H.Z[i]!=H.Y[i]) 
    k++; 
  printf("%4d",m++); 
 } 
 while(k!=0 && m<100); 
 
 for(j=0;j<NC;j++) { 
  for(i=0,k=0;i<NN;i++) 
   if(H.Y[i]!=Class[j][i]) 
    k++; 
  if(k==0) 
   break; 
 } 
 return(j); 
} 
 
 
/***************************************************************************/ 
main() 
{ 
 int i,j; 
 
 clrscr(); 
 Define_Net(); 
 
 //iniţializare clase 
 printf("classes\n"); 
 for(i=0;i<NC;i++) 
  for(j=0;j<NN;j++) 
   if(sin((i+1)*(j+1))>=0.0) 
    Class[i][j]=1,printf("X"); 
   else 
    Class[i][j]=-1,printf("_"); 
 
 Train_Net(); 
 
 //aplică intrare 
 for(i=0;i<NN;i++) 
  H.Y[i]=Class[2][i]; 
 H.Y[0]=-1; 
 H.Y[3]=1; 
 H.Y[33]=-1; 
 H.Y[66]=1; 
 printf("input\n"); 
 for(i=0;i<NN;i++) 
  if(H.Y[i]==1) 
   printf("X"); 
  else 
   printf("_"); 
 printf("steps "); 
 
 //reiterează până la convergenţă 
 j=Use_Net(); 
 printf("\nclass %d",j); 
 
 //dealocări 
 Free_IMatrix(Class,NC,NN); 
 Free_IVector(H.Z,NN); 
 Free_IVector(H.Y,NN); 
 Free_IMatrix(H.W,NN,NN); 
 Free_IVector(H.X,NN); 



 14. Reţele neurale folosite în recunoaşterea de forme. 

 201

 getch(); 
 return(0); 
} 

 
Reţeaua Hamming 
 
#include <alloc.h> 
#include <conio.h> 
#include <math.h> 
#include <stdio.h> 
#include <stdlib.h> 
 
#define NN 80 
#define NC 4 
 
int **Class; 
struct Hamming 
{ 
 int *XI;   //intrare *2 în subreţeaua inferioară 
 int **WI;  //ponderi *2 în subreţeaua inferioară 
 int *TI;   //praguri *2 în subreţeaua inferioară 
 double **WS; //ponderi în subreţeaua superioară 
 double *YS;  //ieşire curentă în subreţeaua superioară 
 double *ZS;  //ieşire precedentă în subreţeaua superioară 
} H; 
 
int **IMatrix(int M,int N); 
int *IVector(int N); 
void Free_IMatrix(int **m,int M,int N); 
void Free_IVector(int *v,int N); 
double **DMatrix(int M,int N); 
double *DVector(int N); 
void Free_DMatrix(double **m,int M,int N); 
void Free_DVector(double *v,int N); 
 
/***************************************************************************/ 
 
main() 
{ 
 int i,j,k,m; 
 double eps,sum; 
 
 clrscr(); 
 
 //alocări 
 H.XI=IVector(NN); 
 H.WI=IMatrix(NC,NN); 
 H.TI=IVector(NC); 
 H.WS=DMatrix(NC,NC); 
 H.YS=DVector(NC); 
 H.ZS=DVector(NC); 
 Class=IMatrix(NC,NN); 
 
 //iniţializare clase 
 printf("classes\n"); 
 for(i=0;i<NC;i++) 
  for(j=0;j<NN;j++) 
   if(sin((i+1)*(j+1))>=0.0) 
    Class[i][j]=1,printf("X"); 
   else 
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    Class[i][j]=-1,printf("_"); 
 
 eps=0.8/NC; 
 //asignare ponderi şi praguri 
 for(i=0;i<NC;i++) 
  for(j=0;j<NN;j++) 
   H.WI[i][j]=Class[i][j]; 
 for(i=0;i<NC;i++) 
  H.TI[i]=NN; 
 for(i=0;i<NC;i++) 
  for(j=0;j<NC;j++) 
   if(i==j) 
    H.WS[i][j]=1.0; 
   else 
    H.WS[i][j]=-eps; 
 
 //aplică intrare 
 for(i=0;i<NN;i++) 
  H.XI[i]=Class[3][i]; 
 H.XI[0]=-1, H.XI[3]=1, H.XI[33]=-1, H.XI[66]=1; 
 for(i=0;i<NC;i++) { 
  for(j=0,k=0;j<NN;j++) 
   k+=H.WI[i][j]*H.XI[j]; 
  H.YS[i]=k-H.TI[i]/2.0; 
  if(H.YS[i]<0.0) 
   H.YS[i]=0.0; 
 } 
 printf("input\n"); 
 for(i=0;i<NN;i++) 
  if(H.XI[i]==1) 
   printf("X"); 
  else 
   printf("_"); 
 printf("steps "); 
 
 //reiterează până la convergenţă 
 m=0; 
 do { 
  for(i=0;i<NC;i++)  //salvează ieşiri 
   H.ZS[i]=H.YS[i]; 
  for(j=0;j<NC;j++) { //actualizează ieşiri 
   for(i=0,sum=0.0;i<NC;i++) 
    if(i!=j) 
     sum+=H.ZS[i]; 
   H.YS[j]=H.ZS[j]-eps*sum; 
   if(H.YS[j]<0) 
    H.YS[j]=0; 
  } 
  //test convergenţă 
  for(i=0,k=0;i<NC;i++) 
   if(H.YS[i]>0.0) 
    k++; 
  printf("%4d",m++); 
 } 
 while(k!=1 && m<100); 
 
 //test apartenenţă 
 for(i=0;i<NC;i++) 
  if(H.YS[i]>0.0) 
    break; 
 printf("\nclass %d",i); 
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 //dealocări 
 Free_IMatrix(Class,NC,NN); 
 Free_DVector(H.ZS,NC); 
 Free_DVector(H.YS,NC); 
 Free_DMatrix(H.WS,NC,NC); 
 Free_IVector(H.TI,NC); 
 Free_IMatrix(H.WI,NC,NN); 
 Free_IVector(H.XI,NN); 
 getch(); 
 return(0); 
} 

 
Reţeaua Carpenter Grossberg 
 
#include <alloc.h> 
#include <conio.h> 
#include <math.h> 
#include <stdio.h> 
#include <stdlib.h> 
 
#define NN 80 
#define NC 4 
 
int **Input; 
 
struct CarpGros 
{ 
 int  *X;  /* intrare       */ 
 double **WB;  /* ponderi conexiuni directe */ 
 int  **WT;  /* ponderi conexiuni inverse */ 
 double *Y;  /* ieşire       */ 
 double *Z;  /* inhibări laterale    */ 
} C; 
 
int **IMatrix(int M,int N); 
int *IVector(int N); 
void Free_IMatrix(int **m,int M,int N); 
void Free_IVector(int *v,int N); 
double **DMatrix(int M,int N); 
double *DVector(int N); 
void Free_DMatrix(double **m,int M,int N); 
void Free_DVector(double *v,int N); 
 
/***************************************************************************/ 
 
main() 
{ 
 int i,j,k,m,X; 
 double p,Max,T; 
 
 clrscr(); 
 
 //alocări 
 C.X=IVector(NN); 
 C.WB=DMatrix(NC,NN); 
 C.WT=IMatrix(NC,NN); 
 C.Y=DVector(NC); 
 C.Z=DVector(NC); 
 Input=IMatrix(NC+1,NN); 
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 //iniţializare Input 
 printf("input string\n"); 
 for(i=0;i<NC;i++) 
  for(j=0;j<NN;j++) 
   if(sin((i+1)*(j+1))>=0.0) 
    Input[i][j]=1,printf("X"); 
   else 
    Input[i][j]=0,printf("_"); 
 for(i=0;i<NN;i++) 
  Input[NC][i]=Input[1][i]; 
 Input[NC][0]=0, Input[NC][3]=1, Input[NC][33]=0, Input[NC][66]=1; 
 for(i=0;i<NN;i++) 
  if(Input[NC][i]==1) 
   printf("X"); 
  else 
   printf("_"); 
 
 //asignare ponderi 
 p=0.9; 
 for(i=0;i<NC;i++) 
  for(j=0;j<NN;j++) 
   C.WT[i][j]=1; 
 for(i=0;i<NC;i++) 
  for(j=0;j<NN;j++) 
   C.WB[i][j]=1.0/(1.0+NN); 
 for(i=0;i<NC;i++) 
  C.Z[i]=1.0; 
 
 //aplică succesiv intrări 
 for(m=0;m<=NC;m++) 
 { 
  for(i=0;i<NN;i++)   //aplică intrare 
   C.X[i]=Input[m][i]; 
  for(j=0;j<NC;j++)   //actualizează ieşiri 
   for(i=0,C.Y[j]=0.0;i<NN;i++) 
    C.Y[j]+=C.WB[j][i]*C.X[i]; 
P3: Max=0.0; 
  for(j=0;j<NC;j++)   //selectează forma tipică apropiată 
   if(C.Y[j]*C.Z[j]>Max) 
    k=j, Max=C.Y[j]; 
  for(i=0,X=0;i<NN;i++) //test vigilenţă 
   X+=C.X[i]; 
  for(i=0,T=0.0;i<NN;i++) 
   T+=C.WT[k][i]*C.X[i]; 
  if(T/X > p) { 
   for(i=0;i<NN;i++) { 
    for(j=0,C.WB[k][i]=0.0;j<NN;j++) 
     C.WB[k][i]+=C.WT[k][j]*C.X[j]; 
    C.WB[k][i]=C.WT[k][i]*C.X[i]/(0.5+C.WB[k][i]); 
    C.WT[k][i]*=C.X[i]; 
   } 
   for(i=0;i<NC;i++) 
    C.Z[i]=1.0; 
   printf("%d",k); 
  } 
  else { 
   C.Z[k]=0.0; 
   goto P3; 
  } 
 } 
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 //dealocări 
 Free_IMatrix(Input,NC+1,NN); 
 Free_DVector(C.Z,NC); 
 Free_DVector(C.Y,NC); 
 Free_IMatrix(C.WT,NC,NN); 
 Free_DMatrix(C.WB,NC,NN); 
 Free_IVector(C.X,NN); 
 return(0); 
} 

 
Harta de trăsături Kohonen 
 
#include <alloc.h> 
#include <conio.h> 
#include <graphics.h> 
#include <math.h> 
#include <stdio.h> 
#include <stdlib.h> 
 
#define NC 4 
#define NN 2 
#define MM 10 
#define STEPS 5000 
 
struct KohonenMap 
{ 
 int  Rad;  /* raza iniţială a vecinătăţii */ 
 double Eta;  /* raza iniţială a vecinătăţii */ 
 double *XI;  /* intrare în reţea     */ 
 double ***WC; /* ponderi intrare-ieşire   */ 
 double ***WP; /* ponderi intrare-ieşire   */ 
} K; 
 
double ***TMatrix(int L,int M,int N); 
double *DVector(int N); 
void Free_TMatrix(double ***m,int L,int M,int N); 
void Free_DVector(double *v,int N); 
 
/***************************************************************************/ 
 
main() 
{ 
 int i,j,k,m,n,s; 
 int GrDriver,GrMode; 
 char Text[10]; 
 double d,Min; 
 
 clrscr(); 
 
 //alocări 
 K.XI=DVector(NN); 
 K.WC=TMatrix(NN,MM,MM); 
 K.WP=TMatrix(NN,MM,MM); 
 
 //asignare ponderi iniţiale 
 K.Rad=3; 
 K.Eta=0.7; 
 srand(1); 
 for(i=0;i<NN;i++) 
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  for(j=0;j<MM;j++) 
   for(k=0;k<MM;k++) 
    K.WC[i][j][k]=K.WP[i][j][k]=rand()/32767.0-0.5; 
 
 detectgraph(&GrDriver,&GrMode); 
 initgraph(&GrDriver,&GrMode,"C:\\bc31\\bgi"); 
 settextstyle(DEFAULT_FONT,HORIZ_DIR,1); 
 settextjustify(LEFT_TEXT,BOTTOM_TEXT); 
 setfillstyle(SOLID_FILL,0); 
 setcolor(15); 
 cleardevice(); 
 
 //aplică succesiv intrări 
 for(s=0;s<STEPS;s++) 
 { 
  sprintf(Text,"%4d",s); 
  outtextxy(0,10,Text); 
  for(i=0;i<NN;i++) 
   K.XI[i]=rand()/327.67-50.0; 
 
  //calculează nodul de distanţă minimă 
  Min=1000000.0; 
  for(j=0;j<MM;j++) 
   for(k=0;k<MM;k++) { 
    for(i=0,d=0.0;i<NN;i++) 
     d+=(K.XI[i]-K.WC[i][j][k])*(K.XI[i]-K.WC[i][j][k]); 
    if(d<Min) 
     Min=d, m=j, n=k; 
   } 
 
 //actualizează ponderi 
 for(i=0;i<NN;i++) 
  for(j=0;j<MM;j++) 
   for(k=0;k<MM;k++) 
    K.WP[i][j][k]=K.WC[i][j][k]; 
 for(j=-K.Rad;j<=K.Rad;j++) 
  if(m+j>=0 && m+j<MM) 
   for(k=-K.Rad;k<=K.Rad;k++) 
    if(n+k>=0 && n+k<MM) 
     for(i=0;i<NN;i++) 
      K.WC[i][m+j][n+k]=K.WP[i][m+j][n+k]+K.Eta 
            *(K.XI[i]-K.WP[i][m+j][n+k]); 
 
  //afişează poziţie noduri 
  cleardevice(); 
  for(j=0;j<MM;j++) 
   for(k=0;k<MM;k++) 
    putpixel(K.WC[0][j][k]+360,K.WC[1][j][k]+174,15); 
 
  //actualizează parametri 
  K.Rad=3.0*(STEPS-s)/STEPS+0.5; 
  K.Eta=0.1*(STEPS-s)/STEPS; 
  if(s==STEPS-1) 
   getch(); 
 } 
 closegraph(); 
 
 //dealocări 
 Free_TMatrix(K.WP,NN,MM,MM); 
 Free_TMatrix(K.WC,NN,MM,MM); 
 Free_DVector(K.XI,NN); 
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 return(0); 
} 

 
Perceptron multistrat antrenat cu algoritmul “backpropagation” 
 
#include <alloc.h> 
#include <conio.h> 
#include <dos.h> 
#include <graphics.h> 
#include <math.h> 
#include <stdio.h> 
#include <stdlib.h> 
#include <time.h> 
 
#define NN 80 
#define N1 40 
#define N2 20 
#define NC 8 
#define STEPS 200 
#define ETA 0.35 
#define ALPH 0.7 
 
double **Input; 
struct Perceptron 
{ 
 double *XI;  /* intrare în reţea            */ 
 double **WI1p; /* ponderi precedente intrare -> primul strat   */ 
 double **WI1c; /* ponderi curente intrare -> primul strat    */ 
 double *T1p; /* praguri precedente pentru primul strat     */ 
 double *T1c; /* praguri curente pentru primul strat      */ 
 double *X1;  /* ieşiri din primul strat          */ 
 double *S1;  /* erori pentru primul strat         */ 
 double **W12p; /* ponderi precedente primul strat -> al 2-lea strat */ 
 double **W12c; /* ponderi curente primul strat -> al 2-lea strat  */ 
 double *T2p; /* praguri precedente pentru al 2-lea strat    */ 
 double *T2c; /* praguri curente pentru al 2-lea strat     */ 
 double *X2;  /* ieşiri din al 2-lea strat         */ 
 double *S2;  /* erori pentru stratul al 2-lea        */ 
 double **W2Yp; /* ponderi precedente al 2-lea strat -> ieşire   */ 
 double **W2Yc; /* ponderi curente al 2-lea strat -> ieşire    */ 
 double *TYp; /* praguri precedente pentru stratul de ieşire   */ 
 double *TYc; /* praguri curente pentru stratul de ieşire    */ 
 double *Y;  /* ieşire din reţea            */ 
 double *SY;  /* erori pentru stratul de ieşire       */ 
 double *D;  /* ieşire dorită din reţea          */ 
} P; 
 
double **DMatrix(int M,int N); 
double *DVector(int N); 
void  Free_DMatrix(double **m,int M,int N); 
void  Free_DVector(double *v,int N); 
void  Alloc_Net(void); 
void  DeAll_Net(void); 
/*-------------------------------------------------------------------------*/ 
void Alloc_Net(void) 
{ 
 P.XI=DVector(NN); 
 P.WI1p=DMatrix(NN,N1); 
 P.WI1c=DMatrix(NN,N1); 
 P.T1p=DVector(N1); 
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 P.T1c=DVector(N1); 
 P.X1=DVector(N1); 
 P.S1=DVector(N1); 
 P.W12p=DMatrix(N1,N2); 
 P.W12c=DMatrix(N1,N2); 
 P.T2p=DVector(N2); 
 P.T2c=DVector(N2); 
 P.X2=DVector(N2); 
 P.S2=DVector(N2); 
 P.W2Yp=DMatrix(N2,NC); 
 P.W2Yc=DMatrix(N2,NC); 
 P.TYp=DVector(NC); 
 P.TYc=DVector(NC); 
 P.Y=DVector(NC); 
 P.SY=DVector(NC); 
 P.D=DVector(NC); 
} 
/*-------------------------------------------------------------------------*/ 
void DeAll_Net(void) 
{ 
 Free_DVector(P.D,NC); 
 Free_DVector(P.SY,NC); 
 Free_DVector(P.Y,NC); 
 Free_DVector(P.TYc,NC); 
 Free_DVector(P.TYp,NC); 
 Free_DMatrix(P.W2Yc,N2,NC); 
 Free_DMatrix(P.W2Yp,N2,NC); 
 Free_DVector(P.S2,N2); 
 Free_DVector(P.X2,N2); 
 Free_DVector(P.T2c,N2); 
 Free_DVector(P.T2p,N2); 
 Free_DMatrix(P.W12c,N1,N2); 
 Free_DMatrix(P.W12p,N1,N2); 
 Free_DVector(P.S1,N1); 
 Free_DVector(P.X1,N1); 
 Free_DVector(P.T1c,N1); 
 Free_DVector(P.T1p,N1); 
 Free_DMatrix(P.WI1c,NN,N1); 
 Free_DMatrix(P.WI1p,NN,N1); 
 Free_DVector(P.XI,NN); 
} 
 
/***************************************************************************/ 
 
main() 
{ 
 int i,j,k,m; 
 int GrDriver,GrMode; 
 char Text[10]; 
 double Save; 
 
 clrscr(); 
 
 //alocări 
 Alloc_Net(); 
 Input=DMatrix(4*NC+1,NN); 
 
 // initializare Input 
 printf("input string\n"); 
 for(i=0;i<4*NC;i++) 
  for(j=0;j<NN;j++) 
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   if(sin((i+1)*(j+1))>=0.0) 
    Input[i][j]=1.0,printf("X"); 
   else 
    Input[i][j]=-1.0,printf("_"); 
 for(i=0;i<NN;i++) 
  Input[4*NC][i]=Input[2][i]; 
 Input[4*NC][0]=-1.0; 
 Input[4*NC][3]=1.0; 
 Input[4*NC][31]=-1.0; 
 for(i=0;i<NN;i++) 
  if(Input[4*NC][i]==1.0) 
   printf("X"); 
  else 
   printf("_"); 
 
 //asignare ponderi şi praguri iniţiale 
 srand(1); 
 for(i=0;i<NN;i++) 
  for(j=0;j<N1;j++) 
   P.WI1p[i][j]=P.WI1c[i][j]=rand()/32767.0-0.5; 
 for(i=0;i<N1;i++) 
  P.T1p[i]=P.T1c[i]=rand()/32767.0-0.5; 
 for(i=0;i<N1;i++) 
  for(j=0;j<N2;j++) 
   P.W12p[i][j]=P.W12c[i][j]=rand()/32767.0-0.5; 
 for(i=0;i<N2;i++) 
  P.T2p[i]=P.T2c[i]=rand()/32767.0-0.5; 
 for(i=0;i<N2;i++) 
  for(j=0;j<NC;j++) 
   P.W2Yp[i][j]=P.W2Yc[i][j]=rand()/32767.0-0.5; 
 for(i=0;i<NC;i++) 
  P.TYp[i]=P.TYc[i]=rand()/32767.0-0.5; 
 
 detectgraph(&GrDriver,&GrMode); 
 initgraph(&GrDriver,&GrMode,"C:\\bc31\\bgi"); 
 settextstyle(DEFAULT_FONT,HORIZ_DIR,1); 
 settextjustify(LEFT_TEXT,BOTTOM_TEXT); 
 setfillstyle(SOLID_FILL,0); 
 setcolor(1); 
 cleardevice(); 
 
 //aplică succesiv intrări şi ieşirile dorite 
 for(k=0;k<STEPS;k++) 
  for(m=0;m<4*NC;m++) { 
   sprintf(Text,"%4d %3d",k,m); 
   outtextxy(0,10,Text); 
 
   for(i=0;i<NN;i++)   //aplică intrare 
    P.XI[i]=Input[m][i]; 
   for(i=0;i<NC;i++)   //aplică ieşire dorită 
    P.D[i]=0.0; 
   P.D[m%8]=1.0; 
 
   //actualizează ieşiri 
   for(j=0;j<N1;j++) { 
    for(i=0,P.X1[j]=0.0;i<NN;i++) 
     P.X1[j]+=P.WI1c[i][j]*P.XI[i]; 
    P.X1[j]=1.0/(1.0+exp(-P.T1c[j]-P.X1[j])); 
    //line(5*j,300,5*j,300.5-50.0*P.X1[j]); 
   } 
   for(j=0;j<N2;j++) { 
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    for(i=0,P.X2[j]=0.0;i<N1;i++) 
     P.X2[j]+=P.W12c[i][j]*P.X1[i]; 
    P.X2[j]=1.0/(1.0+exp(-P.T2c[j]-P.X2[j])); 
    //line(5*j,200,5*j,200.5-50.0*P.X2[j]); 
   } 
   for(j=0;j<NC;j++) { 
    for(i=0,P.Y[j]=0.0;i<N2;i++) 
     P.Y[j]+=P.W2Yc[i][j]*P.X2[i]; 
    P.Y[j]=1.0/(1.0+exp(-P.TYc[j]-P.Y[j])); 
    //line(5*j,100,5*j,100.5-50.0*P.Y[j]); 
   } 
 
   //adaptează ponderi şi praguri 
   for(j=0;j<NC;j++) { 
    P.SY[j]=P.Y[j]*(1.0-P.Y[j])*(P.D[j]-P.Y[j]); 
    //line(5*j+400,100,5*j+400,100.5-50.0*P.SY[j]); 
   } 
   for(j=0;j<NC;j++) { 
    for(i=0;i<N2;i++) { 
     Save=P.W2Yc[i][j]; 
     P.W2Yc[i][j]+=ETA*P.SY[j]*P.X2[i]+ALPH 
          *(P.W2Yc[i][j]-P.W2Yp[i][j]); 
     P.W2Yp[i][j]=Save; 
    } 
    Save=P.TYc[j]; 
    P.TYc[j]+=ETA*P.SY[j]+ALPH*(P.TYc[j]-P.TYp[j]); 
    P.TYp[j]=Save; 
   } 
 
   for(i=0;i<N2;i++) { 
    for(j=0,P.S2[i]=0.0;j<NC;j++) 
     P.S2[i]+=P.W2Yp[i][j]*P.SY[j]; 
    P.S2[i]*=P.X2[i]*(1.0-P.X2[i]); 
    //line(5*i+400,200,5*i+400,200.5-50.0*P.S2[i]); 
   } 
   for(j=0;j<N2;j++) { 
    for(i=0;i<N1;i++) { 
     Save=P.W12c[i][j]; 
     P.W12c[i][j]+=ETA*P.S2[j]*P.X1[i]+ALPH 
          *(P.W12c[i][j]-P.W12p[i][j]); 
     P.W12p[i][j]=Save; 
    } 
    Save=P.T2c[j]; 
    P.T2c[j]+=ETA*P.S2[j]+ALPH*(P.T2c[j]-P.T2p[j]); 
    P.T2p[j]=Save; 
   } 
 
   for(i=0;i<N1;i++) { 
    for(j=0,P.S1[i]=0.0;j<N2;j++) 
     P.S1[i]+=P.W12p[i][j]*P.S2[j]; 
    P.S1[i]*=P.X1[i]*(1.0-P.X1[i]); 
    //line(5*i+400,300,5*i+400,300.5-50.0*P.S1[i]); 
   } 
   for(j=0;j<N1;j++) { 
    for(i=0;i<NN;i++) { 
     Save=P.WI1c[i][j]; 
     P.WI1c[i][j]+=ETA*P.S1[j]*P.XI[i]+ALPH 
          *(P.WI1c[i][j]-P.WI1p[i][j]); 
     P.WI1p[i][j]=Save; 
    } 
    Save=P.T1c[j]; 
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    P.T1c[j]+=ETA*P.S1[j]+ALPH*(P.T1c[j]-P.T1p[j]); 
    P.T1p[j]=Save; 
   } 
   if(k==STEPS-1) 
    getch(); 
   cleardevice(); 
  } 
 closegraph(); 
 printf("\n antrenare terminată"); 
 
 for(i=0;i<NN;i++)     //aplică intrare 
  P.XI[i]=Input[4*NC][i]; 
 for(j=0;j<N1;j++) {    //calculează ieşiri 
  for(i=0,P.X1[j]=0.0;i<NN;i++) 
   P.X1[j]+=P.WI1c[i][j]*P.XI[i]; 
  P.X1[j]=1.0/(1.0+exp(-P.T1c[j]-P.X1[j])); 
 } 
 for(j=0;j<N2;j++) { 
  for(i=0,P.X2[j]=0.0;i<N1;i++) 
   P.X2[j]+=P.W12c[i][j]*P.X1[i]; 
  P.X2[j]=1.0/(1.0+exp(-P.T2c[j]-P.X2[j])); 
 } 
 for(j=0;j<NC;j++) { 
  for(i=0,P.Y[j]=0.0;i<N2;i++) 
   P.Y[j]+=P.W2Yc[i][j]*P.X2[i]; 
  P.Y[j]=1.0/(1.0+exp(-P.TYc[j]-P.Y[j])); 
 } 
 for(j=0;j<NC;j++) 
  printf("\n%12.6f ",P.Y[j]); 
 
 //dealocări 
 Free_DMatrix(Input,4*NC+1,NN); 
 DeAll_Net(); 
 return(0); 
} 
 

Reţea RBF cu antrenare hibridă. 
 
#include <stdlib.h> 
#include <stdio.h> 
#include <math.h> 
 
#define DBL_MAX 1.7976931348623158e+308 
#define PI   3.1415926535 
#define byte  unsigned char 
 
#define OFF 20   // ofset geometric pentru construcţia claselor 
 
#define NC 3   // numărul de clase 
#define NC1 4   // numărul total de clase (inclusiv clasa de rejecţie) 
#define NZ 256  // numărul total de clusteri 
#define NI 2   // numărul de intrări în reţea (x,y) 
#define NF 600  // numărul de forme per clasă 
#define NN (NC1*NF) // numărul total de forme de intrare 
 
#define EPOCHS 200 // parametri antrenare 
#define ETA  0.35 
#define ALPH 0.7 
 
double **Input; // matrice date de intrare 
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byte  **Image; // matrice imagine bitmap 
int  *Histo; // histograma distribuţiei datelor de intrare 
 
typedef struct tagBITMAPFILEHEADER { // antet fişier bitmap 
 unsigned short bfType; 
 unsigned long bfSize; 
 unsigned short bfReserved1; 
 unsigned short bfReserved2; 
 unsigned long bfOffBits; 
} BITMAPFILEHEADER; 
 
typedef struct tagBITMAPINFOHEADER { // antet bitmap 
 unsigned long biSize; 
 long    biWidth; 
 long    biHeight; 
 unsigned short biPlanes; 
 unsigned short biBitCount; 
 unsigned long biCompression; 
 unsigned long biSizeImage; 
 long    biXPelsPerMeter; 
 long    biYPelsPerMeter; 
 unsigned long biClrUsed; 
 unsigned long biClrImportant; 
} BITMAPINFOHEADER;  
 
typedef struct tagRGBQUAD {    // paleta de culori 
 byte rgbBlue; 
 byte rgbGreen;  
 byte rgbRed; 
 byte rgbReserved; 
} RGBQUAD; 
 
struct RBFNet  // reţea RBF 
{ 
 double *XI;  // intrare în reţea 
 double **Mp; // medii precedente 
 double **Dp; // dispersii precedente 
 double **Mc; // medii curente 
 double **Dc; // dispersii curente 
 double *Z;  // ieşiri din primul strat 
 
 double **Wp; // ponderi precedente strat de ieşire 
 double **Wc; // ponderi curente strat de ieşire 
 double *Tp;  // praguri precedente strat de ieşire 
 double *Tc;  // praguri curente strat de ieşire 
 double *Ey;  // funcţia de eroare 
 double *Y;  // ieşire din reţea 
 double *D;  // ieşire dorită din reţea 
} R; 
 
double **DMatrix(int M,int N); 
byte  **BMatrix(int M,int N); 
double *DVector(int N); 
int  *IVector(int N); 
void Free_DMatrix(double **m,int M,int N); 
void Free_BMatrix(byte **m,int M,int N); 
void Free_DVector(double *v,int N); 
void Free_IVector(int *v,int N); 
void Alloc_Net(void); 
void Free_Net(void); 
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/*-------------------------------------------------------------------------*/ 
void Alloc_Net(void) 
{ 
 //alocă primul strat 
 R.XI=DVector(NI); 
 R.Mp=DMatrix(NI,NZ); 
 R.Dp=DMatrix(NI,NZ); 
 R.Mc=DMatrix(NI,NZ); 
 R.Dc=DMatrix(NI,NZ); 
 R.Z=DVector(NZ); 
 //alocă stratul secund 
 R.Wp=DMatrix(NZ,NC); 
 R.Wc=DMatrix(NZ,NC); 
 R.Tp=DVector(NC); 
 R.Tc=DVector(NC); 
 R.Ey=DVector(NC); 
 R.Y=DVector(NC); 
 R.D=DVector(NC); 
} 
/*-------------------------------------------------------------------------*/ 
void Free_Net(void) 
{ 
 //dealocă stratul secund 
 Free_DVector(R.D,NC); 
 Free_DVector(R.Y,NC); 
 Free_DVector(R.Ey,NC); 
 Free_DVector(R.Tc,NC); 
 Free_DVector(R.Tp,NC); 
 Free_DMatrix(R.Wc,NZ,NC); 
 Free_DMatrix(R.Wp,NZ,NC); 
 //dealocă primul strat 
 Free_DVector(R.Z,NZ); 
 Free_DMatrix(R.Dc,NI,NZ); 
 Free_DMatrix(R.Mc,NI,NZ); 
 Free_DMatrix(R.Dp,NI,NZ); 
 Free_DMatrix(R.Mp,NI,NZ); 
 Free_DVector(R.XI,NI); 
} 
 
/*-------------------------------------------------------------------------*/ 
 
main() 
{ 
 int  idum, i, j, k, n, nEr; 
 long  r, x1, y1, x2, y2, x3, y3; 
 double x, y, Sum, Save, Sgn, Err; 
 
 // defineşte intrare 
 r = (long)((480.0-OFF-OFF)/(2+sqrt(3.0))); 
 x1 = r+OFF; 
 y1 = r+OFF; 
 x2 = 2*r+OFF; 
 y2 = 479-r-OFF; 
 x3 = 3*r+OFF; 
 y3 = r+OFF; 
 
 // creaza reţea 
 Alloc_Net(); 
 // creează matrice date de intrare 
 Input = DMatrix(NN, NI); 
 // creează bitmap 
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 Image = BMatrix(480, 640); 
 
 idum = -1; 
 ran1(&idum); 
 i = 0; 
 // generează formele din prima clasă 
 do { 
  x = (ran1(&idum)*2-1)*r; 
  y = (ran1(&idum)*2-1)*r; 
  if (x*x+y*y <= r*r) { 
   x += x1; 
   y += y1; 
   Input[i][0] = x/400.0; 
   Input[i][1] = y/400.0; 
   i++; 
  } 
 } while(i < NF); 
 // generează formele din clasa a doua 
 do { 
  x = (ran1(&idum)*2-1)*r; 
  y = (ran1(&idum)*2-1)*r; 
  if (x*x+y*y <= r*r) { 
   x += x2; 
   y += y2; 
   Input[i][0] = x/400.0; 
   Input[i][1] = y/400.0; 
   i++; 
  } 
 } while(i < 2*NF); 
 // generează formele din clasa a treia 
 do { 
  x = (ran1(&idum)*2-1)*r; 
  y = (ran1(&idum)*2-1)*r; 
  if (x*x+y*y <= r*r) { 
   x += x3; 
   y += y3; 
   Input[i][0] = x/400.0; 
   Input[i][1] = y/400.0; 
   i++; 
  } 
 } while(i < 3*NF); 
 // generează formele din clasa de rejecţie 
 do { 
  x = ran1(&idum)*(4*r+2*OFF-2)+1; 
  y = ran1(&idum)*478+1; 
  if(((x-x1)*(x-x1)+(y-y1)*(y-y1) > r*r) 
  && ((x-x2)*(x-x2)+(y-y2)*(y-y2) > r*r) 
  && ((x-x3)*(x-x3)+(y-y3)*(y-y3) > r*r)) { 
   Input[i][0] = x/400.0; 
   Input[i][1] = y/400.0; 
   i++; 
  } 
 } while(i < NN); 
 
 // iniţializează bitmap (fond alb) 
 for (j=0; j<480; j++) { 
  for (i=0; i<640; i++) 
   Image[j][i] = 0xff; 
 } 
 // trasează limitele claselor (trei cercuri tangente) 
 for (k=0; k<360; k++) { 
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  i = (int)(x1 + r *sin(k*PI/180)); 
  j = (int)(y1 + r *cos(k*PI/180)); 
  Image[j][i] = 0x00; 
  i = (int)(x2 + r *sin(k*PI/180)); 
  j = (int)(y2 + r *cos(k*PI/180)); 
  Image[j][i] = 0x00; 
  i = (int)(x3 + r *sin(k*PI/180)); 
  j = (int)(y3 + r *cos(k*PI/180)); 
  Image[j][i] = 0x00; 
 } 
 // trasează formele de intrare 
 for (k=0; k<NF; k++) {   // prima clasă: simbol x 
  i = (int)(400.0*Input[k][0]); 
  j = (int)(400.0*Input[k][1]); 
  Image[j][i] = 0xaa; 
  Image[j-1][i-1] = 0xaa; Image[j-1][i+1] = 0xaa; 
  Image[j+1][i-1] = 0xaa; Image[j+1][i+1] = 0xaa; 
 } 
 for (k=NF; k<NF*2; k++) {  // a doua clasă: simbol + 
  i = (int)(400.0*Input[k][0]); 
  j = (int)(400.0*Input[k][1]); 
  Image[j][i] = 0xaa; 
  Image[j][i-1] = 0xaa; Image[j][i+1] = 0xaa; 
  Image[j-1][i] = 0xaa; Image[j+1][i] = 0xaa; 
 } 
 for (k=NF*2; k<NF*3; k++) { // a treia clasă: simbol o 
  i = (int)(400.0*Input[k][0]); 
  j = (int)(400.0*Input[k][1]); 
  Image[j-1][i-1] = 0xaa; Image[j-1][i] = 0xaa; Image[j-1][i+1] = 0xaa; 
  Image[j][i-1] = 0xaa; Image[j][i+1] = 0xaa; 
  Image[j+1][i-1] = 0xaa; Image[j+1][i] = 0xaa; Image[j+1][i+1] = 0xaa; 
 } 
 for (k=NF*3; k<NN; k++) {  // clasa de rejecţie: simbol I 
  i = (int)(400.0*Input[k][0]); 
  j = (int)(400.0*Input[k][1]); 
  Image[j-1][i-1] = 0xaa; Image[j-1][i] = 0xaa; Image[j-1][i+1] = 0xaa; 
  Image[j][i] = 0xaa; 
  Image[j+1][i-1] = 0xaa; Image[j+1][i] = 0xaa; Image[j+1][i+1] = 0xaa; 
 } 
 
 ///////////////////////////// 
 // antrenare strat intrare // 
 ///////////////////////////// 
 //construieşte nesupervizat prototipuri pentru primul strat 
 int z = 1; // contor clase (una singură la început, clasa 0) 
 for (i=0; i<NI; i++) { 
  for (n=0, R.Mc[i][0]=0.0; n<NN; n++) 
   R.Mc[i][0] += Input[n][i]; 
  R.Mc[i][0] /= NN;  // medie 
  for (n=0, R.Dc[i][0]=0.0; n<NN; n++) 
   R.Dc[i][0] += (Input[n][i]-R.Mc[i][0])*(Input[n][i]-R.Mc[i][0]); 
  R.Dc[i][0] /= NN;  // dispersie 
 } 
 
 int s = 1; // offset poziţie neuron curent în stratul de intrare 
 do { 
  if(s*2 > NZ) break; 
  s = s*2; 
 } while(1); 
 
 double DP, DC, eps=0.001; 
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 do { //while z<NZ 
  srand(1); 
  if(z == s) { 
   // completează numărul de clase până la NZ 
   for (j=0; j<NZ-z; j++) { 
    for (i=0; i<NI; i++) { 
     Sgn=(rand()/32767000.0-0.0005); 
     R.Mp[i][j*2] = R.Mc[i][j]+Sgn*R.Dc[i][j]; 
     Sgn=(rand()/32767000.0-0.0005); 
     R.Mp[i][j*2+1] = R.Mc[i][j]+Sgn*R.Dc[i][j]; 
    } 
   } 
   // păstrează restul claselor 
   for (i=0; i<NI; i++) { 
    for (j=2*(NZ-z); j<NZ; j++) 
     R.Mp[i][j] = R.Mc[i][j]; 
   } 
   z = NZ; 
  } else { 
   // dublează numărul de clase 
   for (j=0; j<z; j++) { 
    for (i=0; i<NI; i++) { 
     Sgn=(rand()/32767000.0-0.0005); 
     R.Mp[i][j*2] = R.Mc[i][j] + Sgn*R.Dc[i][j]; 
     Sgn=(rand()/32767000.0-0.0005); 
     R.Mp[i][j*2+1] = R.Mc[i][j] - Sgn*R.Dc[i][j]; 
    } 
   } 
   z = z*2; 
  } 
 
  // LBG: bucla de minimizare a erorii de aproximare pentru 'z' clase 
  DC=DBL_MAX; 
  do { 
   DP=DC; 
   DC=0; 
   // Iniţializări 
   Histo = IVector(z); 
   for (j=0; j<z; j++) { 
    for (i=0; i<NI; i++) { 
     R.Mc[i][j] = 0.0; 
     R.Dc[i][j] = 0.0; 
    } 
    Histo[j] = 0; 
   } 
   // află pentru fiecare vector de intrare partiţia cea mai apropiată 
   for (n=0; n<NN; n++) { 
    double dMinDist2, dDist2; 
    int  nMinClass=-1; 
    for (j=0, dMinDist2=DBL_MAX; j<z; j++) { 
     for (i=0, dDist2=0.0; i<NI; i++) 
      dDist2 += (Input[n][i]-R.Mp[i][j])*(Input[n][i]-R.Mp[i][j]); 
     if(dDist2 < dMinDist2) { 
      dMinDist2 = dDist2; 
      nMinClass = j; 
     } 
    } 
    if (nMinClass == -1) 
     exit(1); 
    Histo[nMinClass]++; 
    // actualizează eroarea medie pătratică de aproximare 
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    DC += dMinDist2; 
    // valoarea contribuţiei la noua medie & dispersie 
    for (i=0; i<NI; i++) { 
     R.Mc[i][nMinClass] += Input[n][i]; 
     R.Dc[i][nMinClass] += Input[n][i]*Input[n][i]; 
    } 
   } 
   for (j=0; j<z; j++) { 
    for (i=0; i<NI; i++) { 
     R.Mc[i][j] = R.Mc[i][j]/Histo[j]; // calcul final medie 
     R.Dc[i][j] = R.Dc[i][j]/Histo[j]; 
     R.Dc[i][j] -= R.Mc[i][j]*R.Mc[i][j];// calcul final dispersie 
    } 
   } 
   for (j=0; j<z; j++) 
    printf("%2d ", Histo[j]); 
   printf("\neroare absoluta = %f\n",DC); 
   Free_IVector(Histo, z); 
  } while ((DP-DC)/DC > eps); 
  printf("eroare relativa = %f\n",(DP-DC)/DC); 
  printf("partitionare %d clase terminata\n\n",z); 
 } while (z < NZ); 
 // marchează în imagine poziţiile centrelor grupărilor 
 for (z=0; z<NZ; z++) { 
  i = (int)(R.Mc[0][z]*400.0); 
  j = (int)(R.Mc[1][z]*400.0); 
  Image[j][i] = 0x00; 
 } 
 
 //////////////////////////// 
 // antrenare strat ieşire // 
 //////////////////////////// 
 // asignare ponderi şi praguri iniţiale (stratul de ieşire) 
 srand(1); 
 for (k=0; k<NC; k++) { 
  for (j=0; j<NZ; j++) 
   R.Wp[j][k] = R.Wc[j][k] = rand()/32767.0 - 0.5; 
  R.Tp[k] = R.Tc[k] = rand()/32767.0 - 0.5; 
 } 
 
 // aplică succesiv intrări şi ieşirile dorite, adaptează parametri reţea 
 for (s=0; s<EPOCHS; s++) { 
  Err = 0.0; nEr = 0; 
  for (n=0; n<NN; n++) { 
   // aplică intrare în ordinea 0,1,2,rej,0,1,2,rej,... 
   for (i=0; i<NI; i++) 
    R.XI[i] = Input[(n%NC1)*NF+n/NC1][i]; 
   // aplică ieşire dorită 
   for (i=0; i<NC; i++) 
    R.D[i] = 0.0; 
   if (n%NC1 < 3)  // ordinea 0,1,2,rej,0,1,2,rej,... 
    R.D[n%NC1] = 1.0; 
   // calculează ieşiri din primul strat 
   for (j=0; j<NZ; j++) { 
    for(i=0, R.Z[j]=0.0; i<NI; i++) { 
     if (R.Dc[i][j] > 0) 
      R.Z[j] += (R.XI[i]-R.Mc[i][j]) 
         *(R.XI[i]-R.Mc[i][j])/R.Dc[i][j]; 
    } 
    R.Z[j] = exp(-R.Z[j]/2.0); 
   } 
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   // normalizare 
   for (j=0, Sum=0.0; j<NZ; j++) 
    Sum += R.Z[j]; 
   for (j=0; j<NZ; j++) 
    R.Z[j] /= Sum; 
   // calculează ieşiri strat de ieşire 
   for (k=0; k<NC; k++) { 
    for (j=0, R.Y[k]=0.0; j<NZ; j++) 
     R.Y[k]+=R.Wc[j][k]*R.Z[j]; 
    R.Y[k] = 1.0 / (1.0 + exp(-R.Tc[k]-R.Y[k])); 
   } 
   // calculează eroare 
   for (k=0; k<NC; k++) 
    Err += (R.Y[k]-R.D[k])*(R.Y[k]-R.D[k]); 
   // test clasificare corectă 
   for (k=0; k<NC; k++) { 
    if (k == (n%NC1)) { 
     if (R.Y[k] < 0.5) 
      break; 
    } else { 
     if (R.Y[k] > 0.5) 
      break; 
    } 
   } 
   if (k != NC) 
    nEr++; // incrementeaza numărul de erori 
   // adaptează ponderi şi praguri (stratul de ieşire) 
   for (k=0; k<NC; k++) 
    R.Ey[k] = R.Y[k] * (1.0-R.Y[k]) * (R.D[k]-R.Y[k]); 
   for (k=0; k<NC; k++) { 
    for (j=0; j<NZ; j++) { 
     Save = R.Wc[j][k]; 
     R.Wc[j][k] += ETA*R.Ey[k]*R.Z[j] 
         + ALPH*(R.Wc[j][k]-R.Wp[j][k]); 
     R.Wp[j][k] = Save; 
    } 
    Save = R.Tc[k]; 
    R.Tc[k] += ETA*R.Ey[k] + ALPH*(R.Tc[k]-R.Tp[k]); 
    R.Tp[k] = Save; 
   } 
   printf("step=%4d\r", n); 
  } 
  printf("\repoch=%4d err=%12.6f ner=%d\n", s, Err, nEr); 
 } 
 printf("\n antrenare terminata\n"); 
 
 // test final 
 nEr = 0; 
 for (n=0; n<NN; n++) { 
  // aplică intrare 
  for (i=0; i<NI; i++) 
   R.XI[i] = Input[n][i]; 
  // calculează ieşiri din primul strat 
  for (j=0; j<NZ; j++) { 
   for(i=0, R.Z[j]=0.0; i<NI; i++) { 
    if (R.Dc[i][j] > 0) 
     R.Z[j] += (R.XI[i]-R.Mc[i][j])*(R.XI[i]-R.Mc[i][j])/R.Dc[i][j]; 
   } 
   R.Z[j] = exp(-R.Z[j]/2.0); 
  } 
  // normalizare 
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  for (j=0, Sum=0.0; j<NZ; j++) 
   Sum += R.Z[j]; 
  for (j=0; j<NZ; j++) 
   R.Z[j] /= Sum; 
  // calculează ieşiri strat de ieşire 
  for (k=0; k<NC; k++) { 
   for (j=0, R.Y[k]=0.0; j<NZ; j++) 
    R.Y[k] += R.Wc[j][k] * R.Z[j]; 
   R.Y[k] = 1.0/(1.0+exp(-R.Tc[k]-R.Y[k])); 
  } 
  // test clasificare corectă 
  for (k=0; k<NC; k++) { 
   if (k == n/NF) { 
    if (R.Y[k] < 0.5) 
     break; 
   } else { 
    if (R.Y[k] > 0.5) 
     break; 
   } 
  } 
  if (k != NC) 
   nEr++; // incrementează numărul de erori 
  else { 
   // clasificare corectă, marchează intrările recunoscute corect 
   switch (n/NF) { 
    case 0: // prima clasă 
     i = (int)(400.0*Input[n][0]); 
     j = (int)(400.0*Input[n][1]); 
     Image[j][i] = 0x55; 
     Image[j-1][i-1] = 0x55; Image[j-1][i+1] = 0x55; 
     Image[j+1][i-1] = 0x55; Image[j+1][i+1] = 0x55; 
     break; 
    case 1: // a doua clasă 
     i = (int)(400.0*Input[n][0]); 
     j = (int)(400.0*Input[n][1]); 
     Image[j][i] = 0x55; 
     Image[j][i-1] = 0x55; Image[j][i+1] = 0x55; 
     Image[j-1][i] = 0x55; Image[j+1][i] = 0x55; 
     break; 
    case 2: // a treia clasă 
     i = (int)(400.0*Input[n][0]); 
     j = (int)(400.0*Input[n][1]); 
     Image[j-1][i-1] = 0x55; Image[j-1][i] = 0x55; 
     Image[j-1][i+1] = 0x55; Image[j][i-1] = 0x55; 
     Image[j][i+1] = 0x55; Image[j+1][i-1] = 0x55; 
     Image[j+1][i] = 0x55; Image[j+1][i+1] = 0x55; 
     break; 
    case 3: // clasa de rejectie 
     i = (int)(400.0*Input[n][0]); 
     j = (int)(400.0*Input[n][1]); 
     Image[j-1][i-1] = 0x55; Image[j-1][i] = 0x55; 
     Image[j-1][i+1] = 0x55; Image[j][i] = 0x55; 
     Image[j+1][i-1] = 0x55; Image[j+1][i] = 0x55; 
     Image[j+1][i+1] = 0x55; 
     break; 
   } 
  } 
 } 
 printf("\nTotal %d erori din %d\n", nEr, NN); 
 // construcţie fişier bitmap 
 // antet fişier 
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 BITMAPFILEHEADER bmfh; 
 bmfh.bfType = 0x4d42; 
 bmfh.bfSize = sizeof(BITMAPFILEHEADER)+sizeof(BITMAPINFOHEADER) 
     + 2*sizeof(RGBQUAD)+640*480; 
 bmfh.bfReserved1 = 0; 
 bmfh.bfReserved2 = 0; 
 bmfh.bfOffBits = sizeof(BITMAPFILEHEADER)+sizeof(BITMAPINFOHEADER) 
     + 256*sizeof(RGBQUAD); 
 // antet bitmap 
 BITMAPINFOHEADER bmih; 
 bmih.biSize = sizeof(BITMAPINFOHEADER); 
 bmih.biWidth = 640; 
 bmih.biHeight = 480; 
 bmih.biPlanes = 1; 
 bmih.biBitCount = 8; 
 bmih.biCompression = 0; 
 bmih.biSizeImage = 640*480/8; 
 bmih.biXPelsPerMeter = 0; 
 bmih.biYPelsPerMeter = 0; 
 bmih.biClrUsed = 0; 
 bmih.biClrImportant = 0; 
 // paleta de culori 
 RGBQUAD rgbq[256]; 
 for (i=0; i<256; i++) { 
  rgbq[i].rgbBlue = rgbq[i].rgbGreen = rgbq[i].rgbRed = i; 
  rgbq[i].rgbReserved = 0; 
 } 
 // scrie fişier bitmap 
 FILE* pFile = fopen("c:\\rbf.bmp", "wb"); 
 fwrite(&bmfh, sizeof(BITMAPFILEHEADER), 1, pFile); 
 fwrite(&bmih, sizeof(BITMAPINFOHEADER), 1, pFile); 
 for (i=0; i<256; i++) 
  fwrite(&rgbq[i], sizeof(RGBQUAD), 1, pFile); 
 for (j=0; j<480; j++) { 
  for (i=0; i<640; i++) 
   fwrite(&Image[j][i], 1, 1, pFile); 
 } 
 fclose(pFile); 
 
 // dealocări 
 Free_BMatrix(Image, 480, 640); 
 Free_DMatrix(Input, NN, NI); 
 Free_Net(); 
 return(0); 
} 
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Fişier imagine (bitmap) generat de programul te test pentru reţeaua RBF cu antrenare hibridă. 
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15.1. Metode bazate pe estimarea caracteristicilor statistice ale trăsăturilor. 
15.2. Metode bazate pe densitatea de probabilitate. 
15.3. Transformări diagonale pentru selecţia trăsăturilor. 
15.4. Selecţia optimală a trăsăturilor. 
15.5. Transformări rotaţionale pentru selecţia trăsăturilor. 
15.6. Măsuri ale calităţii trăsăturilor. 
15.7. Detalii de implementare. 
 
 
 
 
 Dintr-un proces oarecare se pot extrage un număr foarte mare de trăsături. Odată cu 
creşterea numărului de trăsături folosite, creşte însă şi complexitatea clasificatorului. De aceea se 
pune problema selecţiei acelor trăsături care sunt esenţiale în procesul de recunoaştere. 
 
15.1. Metode bazate pe estimarea caracteristicilor statistice ale trăsăturilor. 
 Fie { }

Nj1j ≤≤
X  setul de N vectori de date folosiţi pentru antrenarea clasificatorului. Notând 

cu ijx  trăsătura "j" a vectorului iX  şi cu kN  numărul de forme prototip pentru clasa "k", avem: 

  ∑
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 şi putem defini în continuare: 
 Media trăsăturii "j" pentru vectorii din setul de date: 
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 Varianţa trăsăturii "j" pentru setul de vectori de date: 
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 Dacă v j  are valori foarte mici (nesemnificative), trăsătura "j" poate fi eliminată din setul 
de trăsături folosite pentru definirea formelor, ea nereuşind să separe bine clasele. 
 Variabilitatea intraclasă pentru trăsătura "j" se defineşte prin: 
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2
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p
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 unde suma se efecuează pentru toate perechile de forme din setul de date aparţinând 
aceleiaşi clase, "p" fiind numărul de astfel de perechi de forme. 
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 Variabilitatea interclasă pentru trăsătura "j" este dată de: 
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r
1V          (5) 

 unde suma se calculează pentru toate perechile posibile de forme aparţinând unor clase 
diferite, "r" fiind numărul de astfel de perechi. 
 Cu cât )( in

jV  este mai mic, cu atât gruparea valorilor trăsăturii în jurul mediei este mai 

bună, deci clasificarea va fi mai facilă, şi cu cât )( ic
jV  este mai mare, cu atât clasele sunt mai 

depărtate, deci mai bine separate. Atunci, pentru fiecare trăsătura în parte se calculează raportul: 
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 reţinându-se acele trăsături pentru care valoarea jg  este cât mai mică. 
 Se mai utilizează pentru problemele de clasificare binară raportul (ponderea) Fisher: 
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 sau raportul Coomans: 
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15.2. Metode bazate pe densitatea de probabilitate. 
 Pentru un clasificator bayesian cu funcţie de pierdere simetrică, riscul condiţionat este dat 
de: 
  )(ω)/ω(),ω( kkk pXpXL =         (9) 
 Eroarea globală de clasificare este dată de: 
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 de unde se poate scrie: 
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 O expresie asemănătoare se poate scrie şi pentru fiecare trăsătura în parte: 
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 Pentru fiecare trăsătură în parte se calculează jε , cunoscând aprioric sau estimând )(ωkp  
şi )/ω(x kjp , iar apoi se reţin acele trăsături pentru care jε  este minim şi eliminându-le pe 
celelalte ca fiind nesemnificative. 
 
15.3. Transformări diagonale pentru selecţia trăsăturilor. 
 Aceste metode permit mărirea gradului de similaritate a formelor dintr-o clasă prin 
îmbunătăţirea gradului de grupare a formelor din aceeaşi clasă şi prin accentuarea trăsăturilor 
comune formelor din aceeaşi clasă. 
 Fie X un vector de formă oarecare: 
  ),...,x,x(x n21=X          (13) 
 Considerăm transformarea diagonală: 
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 Ca măsură a varianţei vectorilor de forma din clasa kω  se poate folosi suma pătratelor 
distanţelor între perechile posibile de vectori de forma din clasa kω , adică: 
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 Aceeaşi relaţie în spaţiul transformatei devine: 
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 Dar: 
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 unde "n" este numărul de trăsături folosite. 
 Înlocuind, se obţine: 
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 Transformarea diagonală optimă pentru clasa "k" se poate obţine din condiţia de 
minimizare a lui 2

kD  şi folosind o condiţie suplimentară de forma: 
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 condiţie necesară pentru a limita valorile ponderilor printr-o scalare aditivă sau 
multiplicativă. 
 Deci vom deduce valorile ponderilor wc din condiţia: 
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 plus una din condiţiile suplimentare precedente, folosind metoda multiplicatorilor lui 
Lagrange. 
 Astfel, pentru prima variantă (scalare aditivă a parametrilor), trebuie de minimizat funcţia: 
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 Se obţine: 
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 Remarcând faptul că: 
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 este tocmai varianţa trăsăturii "m" pentru clasa "k", rezultă: 
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 şi folosind condiţia suplimentară de scalare aditivă, se obţine prin înlocuire: 
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 Ca urmare rezultă în final: 
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 Deoarece ponderile wc sunt proporţionale cu 2
c/1 σ , în urma acestei transformări, 

trăsăturile cu varianţă mare vor fi ponderate cu valori mici, deci importanţa lor va scade. 
 Dacă se utilizează condiţia suplimentară de scalare multiplicativă a coeficienţilor 
transformării diagonale, va trebui să minimizăm funcţia: 
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 Efectuând acelaşi şir de operaţii se obţine succesiv: 
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 Înlocuind în condiţia de scalare multiplicativă: 
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 Rezultă în final: 
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 Cu formulele obţinute se poate construi o transformare diagonală care să separe foarte 
bine o clasă de celelalte. Aceeaşi transformare permite, de asemenea, selectarea trăsăturilor 
semnificative prin reţinerea acelora pentru care ponderea )( k

cw  are valoare mare. 
 Pentru a selecta trăsăturile semnificative pentru toate clasele, se pot utiliza funcţii de cost 
de forma )(w(k)

cf , dependente de ponderile transformării diagonale obţinute pentru fiecare clasă. 
Există "n" asemenea funcţii, corespunzătoare fiecărei trăsături. Se pot reţine acele trăsături pentru 
care "f" ia valoarea cea mai mare pentru toate clasele. 
 
15.4. Selecţia optimală a trăsăturilor. 
 Selecţia optimală a trăsăturilor se realizează construind o transformare ortogonală 
(unitară) în următorul sistem de selecţie a trăsăturilor: 
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Fig. 1. Selecţia optimală a trăsăturilor. 

 
 unde: 
  X - vectorul de formă de intrare, T

n21 ),...,x,x(x=X  
  Y - vectorul de formă transformat, T

n21 ),...,y,y(y=Y  

  Y~  - vectorul de formă redus, ),...,c,c,...,y,y(y n1kk21 +=Y~  

  X~  - estimaţia vectorului de formă de intrare, T
n21 )x,...,x,x( ~~~X~ =  

 Se remarcă modul de efectuare a reducerii datelor prin forţarea ultimelor "" kn −  valori 
din vectorul transformat la constante. 
 Se urmăreşte determinarea matricii transformării ortogonale unitare din condiţia ca 
eroarea medie pătratică de estimare a formei iniţiale să fie minimă. Se folosesc notaţiile: 
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 Deoarece transformarea T este unitară, avem: 
  T1 TT =−           (34) 
 şi atunci: 
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 Din structura schemei bloc rezultă: 
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 Eroarea medie pătratică de estimare a lui X este dată de: 
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 Dar, deoarece: 
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 Rezultă pentru eroarea medie patratică expresia: 
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 şi deoarece din condiţia de ortogonalitate avem: 
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 Primul pas al optimizării constă în determinarea constantelor "c" din condiţia de 
minimizare a erorii medii pătratice: 
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 Atunci eroarea medie pătratică de estimare a intrării devine: 
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 Deoarece: 
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 rezultă după înlocuiri: 
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 Deci: 
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 unde XXK  este matricea de covarianţă asociată procesului aleator care descrie vectorii 
formelor de intrare. 
 Pentru a determina ju  din condiţia de minimizare a erorii medii pătratice de estimare, 
adică: 
  0

j
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 cu condiţia suplimentară 1j
T
j =uu  care exprimă proprietatea de ortogonalitate a matricii 

T, se foloseşte metoda multiplicatorilor lui Lagrange, adică se minimizează funcţia: 
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 unde: 
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 Rezultă în final: 
  0)( jnjXX =− uIK λ          (50) 
 care exprima faptul că n1jj .., =λ  sunt valorile proprii ale matricii de covarianţă a intrării, 
iar n1jj ..,u =  sunt vectorii proprii ai aceleiaşi matrici XXK . 
 Deci matricea T a transformării ortogonale căutate are drept linii, vectorii proprii ai 
matricii de covarianţă a domeniului de intrare. 
 Mărimea erorii medii pătratice de estimare a intrării este dată atunci de: 
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 şi folosind condiţia de ortogonalitate obţinem: 
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 Această condiţie permite alcătuirea următorului algoritm de selecţie optimală a 
trăsăturilor: 
 

(1). Se calculează sau se estimează matricea de covarianţă a formelor de intrare XXK . 
(2). Se calculează valorile proprii ale matricii XXK . 
(3). Se ordonează descrescător aceste valori proprii. 
(4). Se construieşte matricea T a transformării unitare căutate din vectorii proprii ai 

matricii XXK , conform ordinii găsite pentru valorile proprii. 
(5). Numărul "k" de trăsături care se reţin după transformarea unitară se obţine din 

valoarea maximă admisibilă a erorii medii pătratice de estimare. 
 
 Matricea de covarianţă a domeniului transformatei este dată de: 
  T

XX
TTT

YY }))(({}))({( TTKTXXXXTEYYYYEK =−−=−−=    (53) 
 şi deoarece: 
  n1jpentrujjjXX ...,uuK ==   λ        (54) 
 rezultă: 
  [ ] [ ]n21n21n21XX )( u...uu...diagu...uuK λλλ=    (55) 
  TT

XX ΛTTK =  
 Atunci matricea de covarianţă a domeniului transformatei se scrie: 
  ΛΛTTTΛΛK === TT

YY         (56) 
 Deci prin aplicarea transformării optimale se obţin trăsături necorelate. 
 
15.5. Transformări rotaţionale pentru selecţia trăsăturilor. 
 Considerând formele din spaţiul formelor nR⊂Ω  dezvoltate folosind o bază ortonormată 
completă de vectori: 
  ...m}1,p{}{ p == bb~          (57) 
 unde nm < , atunci orice formă poate fi exprimată sub forma unei combinaţii liniare a 
vectorilor din această bază: 
  mjm22j11j

k
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 Eroarea indusă de această dezvoltare are expresia: 
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 Dacă se urmăreşte în continuare determinarea bazei ortonormate }{b~  în condiţiile 
minimizării erorii medii pătratice anterioare, se obţine, aşa cum s-a arătat în paragraful precedent, 
transformarea Karhunen-Loeve. 
 Volumul de calcule necesar implementării acestei transformări este foarte mare şi de 
aceea, pentru anumite aplicaţii care permit modelarea formelor de intrare cu un proces Markov de 
ordinul unu, se foloseşte Transformata Cosinus Discretă (DCT) care aproximează cel mai bine 
transformarea optimală descrisă anterior, mai ales pentru valori mici ale numărului de trăsături 

64n ≤ . În plus, algoritmul transformarii DCT rapide (derivat din FFT) permite reducerea 
substanţială a numărului de calcule, de la 2n  la nlogn2 2  operaţii (o operaţie = o înmulţire şi o 
adunare). 
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 Proprietăţi de decorelare a vectorilor aplicaţi la intrare prezintă însă şi alte transformări, 
cum ar fi: 
 (1). Transformata Fourier, pentru calculul căreia există algoritmul FFT (Fast Fourier 
Transform) care permite micşorarea substanţială a numărului de calcule, de la 2n  la nlogn 2  
operaţii. 
 (2). Transformata Walsh-Hadamard care prezintă avantajul că pentru calculul ei sunt 
necesare doar nlogn 2  adunări/scăderi şi nici o înmulţire. 
 (3). Transformata Haar, care furnizează la ieşire o combinaţie liniară a tuturor valorilor din 
vectorul de intrare doar prin intermediul primilor doi coeficienţi, în timp ce restul coeficienţilor 
conţin câte o combinaţie liniară doar a valorilor de intrare adiacente. Pentru calculul ei sunt 
necesare doar )1(n2 −  adunări/scăderi. 
 
15.6. Măsuri ale calităţii trăsăturilor. 
 Pe lângă parametrii descrişi în primul paragraf al acestui capitol pentru caracterizarea 
calităţii trăsăturilor, adică varianţa trăsăturilor, variabilitatea intraclasă, variabilitatea interclasă, 
(ponderea) Fisher şi raportul Coomans, există un set întreg de măsuri de separabilitate a claselor, 
cum ar fi: 
 (1) Divergenţa, care trebuie maximizată pentru o bună separabilitate a claselor: 
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 (2) Distanţa Bhattacharyya (B-distanţa), al cărui minim asigură o bună separabilitate a 
claselor: 
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 (3). Patrick şi Fisher sugerează folosirea coeficientului: 
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 (4). Meisel propune varianta discretă următoare, care este utilă mai ales în cazul formelor 
cu număr mare de trăsături: 
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 (5). Măsura următoare ţine cont de eroarea de clasificare pentru un clasificator Bayes: 
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 unde: 

  




<
≥

=
0x,0
0x,1

(x)
 pentru 
 pentru 

µ  

 Dacă măsurile precedente se referă la separabilitatea între clasele iω  şi jω , următoarele 
măsuri urmăresc separabilitatea globală, deci pentru toate cele cN  clase. 
 (6). O variantă continuă pentru estimarea separabilităţii globale a claselor este: 
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 (7). Altă modalitate de apreciere are la bază riscul condiţionat de clasificare eronată: 
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 (8). Varianta discretă a coeficientului precedent este dată de: 
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 Alegerea criteriului optim de selecţie a acelor trăsături care asigură cea mai bună 
separabilitate a claselor este încă o problemă deschisă, ea depinzând de legea de distribuţie care 
guvernează formele de intrare (pentru distribuţia gaussiană se recomandă 1Q  şi 2Q ) şi de volumul 
de calcule necesar pentru determinarea lor. 
 
15.7. Detalii de implementare. 
 Concret se urmăreşte proiectarea unui sistem bazat pe circuitul INMOS A100 - filtru 
digital transversal cu 32 de nivele - care să rezolve problema calculului Transformatei Cosinus 
Discretă (DCT) şi a ieşirilor unei reţele neuronale de tipul perceptron multistrat, ambele fiind mari 
consumatoare de timp şi ambele având la bază calculul unor sume ponderate. 
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iar pentru reţea neuronală: 
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 IMS A100 este un filtru transversal cu 32 de etaje, de precizie şi viteză înaltă. Arhitectura 
sa flexibilă face posibilă utilizarea acestui circuit ca un element constitutiv într-o gamă largă de 
aplicaţii pentru prelucrare de semnal (DSP = 'digital signal processing'). Cuvântul de date la 
intrare este în lungime de 16 biţi, iar mărimea coeficientului este programabilă la 4, 8, 12, 16 biţi. 
Pentru ambii se foloseşte formatul în complement faţă de doi. Coeficienţii pot fi reactualizaţi 
asincron faţă de ceasul sistemului, permiţând ca circuitul să fie folosit în sisteme adaptive. IMS 
A100 poate fi cascadat pentru a se construi filtre transversale de lungime mai mare, fără a folosi 
circuite suplimentare. Şi în acest caz, se păstrează precizia de lucru şi domeniul dinamic. 
 Circuitul IMS A100 implementează o structură de filtru transversal modificată (Fig. 2). 
 

Z

C(31) C(30) C(1) C(0)

Input(16)

Output(12+12)
Z

 
Fig. 2. Schema bloc a circuitului IMS A100. 

 
 Ieşirea se calculează cu relaţia: 
  )T)1x((k-N+)1N-)T)+...+C(1x((k-)1x(kT)+C()0y(kT)=C( ∗∗∗    (70) 
unde x(kT)  reprezintă eşantionul de ordinul k, iar )1),..,C(N0C( −  sunt coeficienţii pentru cele N 
etaje. 
 IMS A100 este prevăzut cu două tipuri de interfeţe: una asincronă ce se conectează la 
microprocesorul "gazdă", (pentru furnizarea datelor "brute" şi pentru preluarea rezultatelor) şi o 
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interfaţă sincronă (pentru cascadarea circuitelor şi pentru realizarea de structuri de filtrare "on-
line", terminate cu convertoare analog/digitale şi digital/analogice ). Rezultatul se calculează pe 
36 de biţi. Sub controlul programului, în funcţie de aplicaţie, se poate alege din aceştia orice câmp 
de 24 de biţi. Puterea de calcul, pentru lungimea coeficientului 'Lc' şi frecvenţa de ceas a 
circuitului 'F', rezultă din formula 2*F/Lc. 
 Deoarece scopul principal al demersului nostru este de a calcula rapid sume ponderate de 
forma: 

  ∑
+

=

=
1N

0i
ii xwY           (71) 

iar coeficienţii (ponderile) iw  sunt deja cunoscute, ele pot fi încărcate într-o memorie de tip 
PROM/EPROM de capacitate convenabil aleasă. 
 Astfel deoarece 32N =  pentru calculul Transformatei Cosinus Discrete (DCT), sunt 
necesari 1024 de coeficienţi a 16 biţi fiecare pentru aplicaţii de tipul celor descrise anterior (DCT 
bidimensională pentru o matrice 32x32). 
 Proiectarea s-a axat pe o variantă constructivă a cărei schemă bloc este prezentată în 
continuare şi a cărei utilizare poate fi extinsă la o gamă întreagă de aplicaţii de aceeaşi natură. 
 
A0-3

ADR ADR

DI/CIDI
(32K*8)
27256 27256

(32K*8)

ADR ADR

74163 74163 74163

74374 2 * 74245

74245 7424574245

FIFO FIFO FIFO
8bit 8bit 8bit

3 * 74374

MUX

A-100 A-100

comenzi

OUT OUT

PC-BUS

SMI SMI

 
Fig. 3. Schema bloc a acceleratorului. 

 
 Ţinând cont de complexitatea aplicaţiilor studiate până acum, s-a optat pentru o reţea 
neuronală având maximum 64 intrări, 64 neuroni pe primul strat, maximum 32 neuroni pe stratul 
al doilea şi maximum 32 neuroni pe stratul de ieşire (ultimul strat). Pentru varianta maximală de 
reţea neuronală, numărul de ponderi ce trebuiesc stocate este: 
  Kword7Kword1Kword2Kword432*3232*6464*64 =++=++    (72) 
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 Se poate opta şi pentru o variantă mai complexă, care necesită însă încă un circuit IMS 
A100, variantă care ar permite o reţea neuronală având maximum 96 intrări, 96 neuroni pe primul 
strat, maximum 64 neuroni pe stratul al doilea şi maximum 32 neuroni pe stratul de ieşire (ultimul 
strat), capacitatea de stocare necesară fiind: 
  Kword17Kword2Kword6Kword932*6464*9696*96 =++=++   (73) 
 În toate cazurile capacitatea de stocare nu depăşeşte 32 Kword şi de aceea se vor utiliza 
pentru stocarea acestor coeficienţi două circuite EPROM 32KO. Adresele lor sunt furnizate în 
parte de procesorul central (pentru selecţia bancului de coeficienţi/ponderi) iar restul de un 
numărător pe 12/14 biţi. 
 Deoarece în unele cazuri este necesară calcularea sumei ponderate a 32 termeni (DCT, 
stratul de ieşire al reţelei) iar în altele apare o sumă de 64 termeni, ieşirile celor două circuite IMS 
A100 sunt multiplexate (pentru selecţia ieşirii dorite) şi apoi despachetate într-un buffer. 
 Circuitele FIFO permit stocarea temporară a rezultatelor (furnizate la rată foarte mare de 
IMS A100), urmând ca apoi, printr-un transfer DMA ele să fie mutate în memoria calculatorului 
gazdă. 
 O problemă delicată este calculul funcţiilor sigmoidale caracteristice neuronilor. Ele ar 
putea fi implementate tabelar în memorii PROM/EPROM având capacitatea de 128KO 
(64Kword) intercalate în lanţul de ieşire după multiplexor şi buffere, dar s-a renunţat în final la ele 
pentru a nu complica excesiv schema, dar mai ales pentru că soluţia software echivalentă este 
suficient de rapidă. 
 Studiile şi simulările efectuate relevă o remarcabilă mărire a vitezei de calcul, în timp ce 
precizia mai scăzută a calculelor nu afectează semnificativ performanţele globale ale sistemului, 
iar preţul de cost al circuitelor folosite rămâne destul de modest. Gama de aplicaţii a sistemului 
poate fi extinsă şi în multe alte domenii (ex. filtre digitale). 
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16.1. Calculul scorurilor de concidenţă. 
16.2. Strategii de adaptare a setului de forme de antrenament 
16.3. Descrierea algoritmilor. 
16.4. Detalii de implementare. 
 
 
 
 
 Structura setului de antrenare influenţează direct performanţele unui clasificator antrenat 
cu respectivul set de forme. 
 Cu cât setul de antrenament este mai mare, cu atât limitele de decizie sunt mai precis 
pozitionate şi eroarea de clasificare este mai mică. În schimb, timpul de antrenare este oarecum 
proporţional cu numărul de forme din setul de antrenament şi de aceea este mai avantajos din 
punctul de vedere al timpului consumat un set de antrenament de dimensiuni mici. 
 Există multe aplicaţii la care performanţele clasificatorului se pot ameliora în timp prin 
luarea în considerare a noi forme nerecunoscute sau recunoscute incorect, dar a căror apartenenţă 
corectă la clase este clară. Aceasta se întâlneşte, de exemplu, în situaţia când, după o primă 
antrenare a clasificatorului, verificarea comportării lui pe setul de forme de test furnizează un 
număr de simboluri nerecunoscute; la acestea se pot adăuga simbolurile nerecunoscute rezultate 
din exploatarea sistemului. 
 Practic, s-ar putea adăuga aceste noi forme la setul de antrenament şi apoi se reia 
antrenarea clasificatorului, pentru includerea lor în clasele corespunzatoare. În schimb, în acest fel 
dimensiunea setului de forme de antrenament poate creşte nelimitat, depăşind capacităţile de 
stocare (memorie, disc) curent folosite. 
 Pentru a evita această situaţie şi a menţine limitată dimensiunea setului de antrenament, 
ideea studiată şi apoi folosită este de a înlocui anumite forme din setul de antrenament, forme a 
căror contribuţie la construcţia efectivă a clasificatorului este nesemnificativă sau mai puţin 
importantă cu forme noi, nerecunoscute, şi a căror includere în setul de antrenare poate ameliora 
performanţele clasificatorului. 
 Problema care apare este care anume forme din setul de antrenament să se elimine în 
scopul înlocuirii lor cu noile forme. 
 
16.1. Calculul scorurilor de concidenţă. 
 Prima operaţie care se impune este construirea matricii scorurilor de coincidenţa 
(similitudine). Pot exista mai multe soluţii, funcţie de modul de extragere şi selecţie a trăsăturilor. 
Deoarece în aplicaţiile descrise în următoarele trei capitole se foloseşte o metodă specifică de 
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extragere a trăsăturilor, ea va fi descrisă sumar în continuare, urmând ca pe baza lor să se discute 
modalităţile de construcţie a matricii scorurilor de coincidenţă. 
 Pentru cazul recunoaşterii unor simboluri tipărite (caractere, simboluri muzicale), faza de 
extragere a trăsăturilor presupune parcurgerea următorilor paşi: 
 a) Scalarea simbolurilor: 

  

scalare

 
 Se obţine o matrice binară de dimensiune constantă (32x32), conţinând imaginea scalată. 
 b) Transformata Cosinus Discretă bidimensională: 

  

DCT-2D

 
  Această transformare se foloseşte pentru decorelarea informaţiei existente în matricea 
scalată, după transformarea DCT bidimensională rezultând o matrice de aceeaşi dimensiune, cu 
valori reale, slab corelate. Valorile semnificative ale acestei matrici sunt plasate în colţul din 
stânga sus. 
 c) Ordonarea Zig - Zag. 
 Este o procedură de vectorizare a matricii DCT, după regula din figura de mai jos: 
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Matrice 8x8 ===> Vector[64];  Matrice 32x32 ===> Vector[1024]; 

 Deoarece DCT bidimensională concentrează informaţia din imaginea iniţială în colţul din 
stînga sus al matricii rezultate, după ordonarea Zig - Zag aceeaşi informaţie va fi regăsită în 
primele elemente ale vectorului obţinut. 
  d) Selecţia trăsăturilor. 
 Se reţin primele valori din vectorul obţinut după pasul precedent, aproximativ cele 
marcate cu negru în figura de mai sus. Conform afirmaţiilor anterioare, aceste elemente 
concentrează cea mai mare parte din informaţia din imaginea iniţială şi ele vor fi folosite în faza 
de recunoaştere. 
 Dacă N este mărimea setului de antrenament, scorurile de coincidenţă KLS  reprezintă o 
matrice NxN  simetrică şi cu elementele de pe diagonală nule, deci calculul ei înseamnă calculul a 

)12/N(N −  valori semnificative. Pentru 120N =  rezultă 7080 valori. Ele se calculează practic 
o singură dată şi doar se actualizează pe parcursul rulării algoritmului (în pasul 5). 
 Pentru estimarea scorurilor de coincidenţă au fost testate mai multe măsuri: 
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      (1) 

 care reprezintă distanţa Hamming între obiectele "K" şi "L" (imagini binare scalate - 
32x32). Este foarte uşor de calculat, dar prezintă un dezavantaj care rezultă din următoarea figură: 

    
 Deşi obiectele sunt foarte asemănătoare, un mic zgomot poate afecta mult încadrarea în 
fereastră, deci şi valoarea calculată pentru scorul de coincidenţă. O expresie mai corectă este: 

  )N])M,J[I[I,J]((
32
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++−= )()(
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 care calculează cel mai bun scor de coincidenţă între simbolul (K) şi simbolul (L) translat 
pe orizontală şi verticală. Deoarece prelucrările ulterioare asupra imaginii (DCT) nu sunt 
invariante la translaţii, (2) ar putea fi folosită în cazul utilizării unui neocognitron în faza de 
recunoaştere.  

  2(L)
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 reprezintă distanţa euclidiană între obiectele "K" şi "L" descrise în spaţiul transformatei 
DCT. Este mai greu de calculat, deoarece setul de antrenament este memorat pe calculator sub 
forma imaginilor binare scalate. 
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 reprezintă distanţa euclidiană între vectorii "K" şi "L" rezultaţi în urma ordonării Zig-Zag. 
Implică de asemenea un volum mare de calcule, dar se referă exact la valorile care se aplică 
intrării în clasificator. Pe de altă parte pare mai corectă o ponderare a valorilor [I][K]Z , funcţie de 
contribuţia lor la "forma" simbolului, dar nu se pot face decât presupuneri privind valorile acestor 
ponderi. 
 
16.2. Strategii de adaptare a setului de forme de antrenament 
 Pentru eliminarea din setul de antrenament a unor forme mai puţin semnificative în scopul 
înlocuirii lor, pot fi adoptate diferite strategii: 
 (1). Pentru fiecare clasă iω  se caută perechea de forme ),( (i)

L
(i)
K XX  pentru care scorul de 

coincidenţă )(S i
KL  este minim. Regula de eliminare a simbolurilor este: 

  L, THENK, MM, IF (i)
LM

(i)
KM ≠≠∀< SS  

   elimină forma (i)
KX         (5) 

  ELSE  
   elimină forma (i)

LX  
 În acest caz rezultă o distribuţie cvasiuniformă a formelor din fiecare clasă. Sunt eliminate 
succesiv formele mai apropiate intre ele. 
 (2). Pentru fiecare clasă iω  se caută perechea de forme ),( (i)

L
(i)
K XX  pentru care scorul de 

coincidenţă )(S i
KL  este minim. Se calculează apoi distanţa ij),,( (j)

M
(i)
K ≠∀XXd  de la fiecare din 

formele )(X i
K  şi )(X i

L  la fiecare din formele aparţinând celorlalte clase. Regula de eliminare a 
simbolurilor este: 
  ), THEN,(),(IF M
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XXdminXXdmin
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   elimină forma (i)
KX         (6) 

  ELSE  
   elimină forma (i)

LX  
 adică se păstrează acele forme aflate mai aproape de vecinii din alte clase. 
 Formele din setul de antrenament, fără a fi eliminate din zona centrală a clasei curente, 
capătă o densitate locală mai mare în apropierea limitelor de decizie. 
 (3). Pentru fiecare clasă iω  şi fiecare formă )(X i

K  se calculează distanţa până la vecinul cel 
mai apropiat aparţinând altei clase, adică cel pentru care avem: 
  ),( M

(i)
KωX iM

XXdmin
∉

         (7) 

 Dintre toate formele clasei iω  se elimină acea formă pentru care această distanţă este 
maximă: 
  ),( M

(i)
KωXK iM

XXdminmax
∉

         (8) 

 adică se elimină forma cea mai depărtată de vecinii cei mai apropiaţi din alte clase. 
 Ca urmare dispar din setul de antrenament acele forme dispuse către zona centrală a clasei 
curente, rămânând în setul de antrenament doar acele forme apropiate de limita de decizie între 
clase. 
 
16.3. Descrierea algoritmilor. 
 Algoritmul de actualizare a setului de antrenament utilizat începe după o primă antrenare a 
clasificatorului şi include următorii paşi: 
 
     Algoritmul de optimizare a setului de antrenament 

1) Marcarea celor "n" simboluri nerecunoscute din setul de test; 
2) Calculul scorurilor de coincidenţă KLS  pentru perechile (KL) de simboluri din setul de 

antrenament (metoda 1) sau a distanţelor ),( M
(i)
K XXd  menţionate mai sus (metodele 

2,3). 
3) Elimină din setul de antrenare "m" simboluri, maximum câte un simbol din fiecare 

clasă, cele corespunzătoare regulilor de eliminare aferente strategiei alese; 
4) Înlocuieşte simbolurile eliminate cu "m" din simbolurile nerecunoscute; setul de 

antrenament include acum o parte din simbolurile nerecunoscute detectate; 
5) Actualizează scorurile de coincidenţă KLS corespunzătoare celor "n" simboluri nou 

introduse în setul de antrenament. 
6) Antrenează clasificatorul (ex. reţea neurală), plecând eventual de la ponderile deja 

calculate. 
7) Testare clasificator: dacă numărul "n" de erori detectate devine acceptabil de mic, 

algoritmul se termină; în caz contrar salt la pasul 3). 
 
 Dacă, folosind o reţea neurală, după un număr predeterminat de paşi numărul de erori de 
recunoaştere detectate nu devine suficient de mic, rezultă că reţeaua neurală folosită nu poate 
"învăţa" un număr atât de mare de simboluri, deci ar trebui adăugaţi neuroni pe primele straturi 
ale reţelei. 
 
16.4. Detalii de implementare. 
 Algoritmii descrişi au fost testaţi pentru cazul existenţei a trei clase plus o clasă de 
rejecţie, folosindu-se pentru aceasta o reţea neurală (perceptron cu trei straturi) având doar 18 
neuroni (10+5+3). Formele de intrare, câte 10 pentru fiecare clasă şi 30 pentru clasa de rejecţie 
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au fost amplasate aleator în interiorul a trei cercuri tangente, cu raze egale, marcate în figurile 
următoare. Forme de intrare generate la fel şi nerecunoscute iniţial au fost incluse în setul de 
antrenare, după eliminarea unor forme deja existente în set. Formele sunt generate cu distribuţie 
normală şi dispersie 0.4 la o rază a claselor de 0.5. 
 Se remarcă în figura următoare faptul că după prima antrenare a reţelei, limitele de decizie 
obţinute sunt total nesatisfăcătoare, datorită numărului mic de forme din setul de antrenament. 
 După şase şi respectiv şapte iteraţii, structura obţinută a claselor s-a ameliorat mult şi se 
îmbunătăţeşte continuu. 
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17.1. Segmentarea. 
17.2. Localizarea obiectelor în imagine. 
17.3. Invarianţa la condiţiile de iluminare. 
17.4. Transformarea din coordonate carteziene în coordonate polare. 
17.5. Transformarea inversă: coordonate polare-coordonate carteziene. 
17.6. Scalarea şi invarianţa la rotaţii. 
17.7. Extragerea trăsăturilor din imagine. 
17.8. Momentele Zernike. 
17.9. Rezultate obţinute, detalii de implementare. 
 
 
 
 
 Studiul de faţă are drept scop final realizarea unor studii comparative privind unele 
metode de recunoaştere a obiectelor imagistice. O problemă care apare destul de des este 
recunoaşterea obiectelor dintr-o imagine indiferent de mărimea (distanţa faţă de observator) şi 
orientarea lor. 
 Imaginile luate cu o cameră de luat vederi sunt prelucrate de un sistem software construit 
în acest scop, urmărindu-se într-o primă fază extragerea unor trăsături invariante la translaţie, 
rotaţie şi scalare pentru fiecare obiect care a fost depistat în imagine. Se propun două metode, una 
bazată pe transformarea imaginii în coordonate polare, cealaltă pe calculul momentelor Zernike. 
 Sunt luate în considerare şi unele metode de realizare a invarianţei la condiţiile de 
iluminare, utilizându-se o transformare care furnizează o imagine cu luminozitate şi contrast 
aproximativ constante. 
 Pentru faza de recunoaştere este utilizat un clasificator neural implementat cu un 
perceptron multistrat. Construirea acestui clasificator se face prin program, definindu-se în 
prealabil o bază de date de trăsături extrase din obiecte având diferite orientări, drept set de 
antrenament. Pentru testarea clasificatorului se foloseşte un alt set de obiecte din care s-au extras 
trăsăturile cu exact aceeaşi metodă. 
 Metodele folosite pot fi folosite într-o gamă largă de aplicaţii şi de aceea se are în vedere 
continuarea studiilor pentru: 
 -perfecţionarea algoritmilor de segmentare folosiţi; 
 -implementarea unor metode mai eficiente de localizare a obiectelor de formă cunoscută 
dintr-o imagine, folosind transformata Hough; 
 -optimizări de viteză; 
 -studiul numărului necesar de trăsături de extras raportat la complexitatea problemei. 
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] Sunt prezentate în acest studiu etapele parcurse pentru construcţia unui sistem-test de 
recunoaştere a obiectelor imagistice în condiţii de invarianţă la translaţie, scalare şi rotaţie. Paşii 
de parcurs sunt explicaţi în detaliu, iar în finalul raportului este dată o prezentare a programului 
de test care implementează algoritmii descrişi. 
 Exemplele prezentate sunt extrase dintr-o aplicaţie de recunoaştere a numărului de serie 
înscris pe anumite ceasuri de mână. Exemple de imagini analizate de această aplicaţie sunt 
prezentate în continuare: 
 

  
 

  
Fig. 1. Imagini ale numărului serial al ceasurilor. 

 
17.1. Segmentarea 
 Segmentarea este un proces de partiţionare a imaginii digitizate în submulţimi, prin 
atribuirea pixelilor individuali la aceste submulţimi (denumite şi clase), rezultând obiectele 
distincte din scenă. 
 Algoritmii de segmentare se bazează, în general, pe două principii de bază: 
  - discontinuitate, având ca principală metodă detecţia conturului; 
  - similitudine, cu metoda pragului şi metoda regiunilor, cele mai utilizate. 
 1) Detecţia conturului. 
 Un operator de contur este un operator matematic, cu o extindere spaţială mică, pentru a 
putea determina existenţa unui contur local în funcţia imagine. Există diferite tipuri de operatori 
de contur, în funcţie de aplicaţie, dar proprietatea care-i uneşte este faptul că determină direcţia 
schimbării intensităţii maxime a nivelului de gri şi modulul, care dă severitatea acestei schimbări. 
 Utilizarea măştilor de convoluţie spaţială care baleiază întreaga imagine pixel cu pixel, 
calculând o mărime proporţională cu discontinuitatea existentă în porţiunea de imagine aflată sub 
mască constituie cei mai simpli şi rapizi asemenea operatori de detecţie a contururilor. 
 2) Metoda pragului. 
 Pentru cele mai multe imagini sunt puţine locuri unde modulul gradientului este zero, 
datorită prezenţei zgomotului în imagine. Din acest motiv se utilizează o metodă mai expeditivă, 
cea a pragului, care considera un element de contur în punctul de coordonate (i,j) dacă funcţia 
f(i,j) este mai mare decât un prag. Obţinerea unor bune rezultate cu această metodă depinde de 
alegerea pragului.  
 3) Metoda regiunilor. 
 Segmentarea iterativă sau segmentarea prin tehnici de relaxare este o metodă care 
foloseşte procedee probabilistice de clasificare în fiecare punct, în paralel la fiecare iteraţie. 
Procesul de relaxare este conceput pentru a aduce nivelele de gri spre capetele opuse ale scării de 
gri astfel încât pragul T să devină o problemă banală. Acest tip de procesare este fundamental în 
aria analizei automate de scene sau a recunoaşterii de modele, unde una dintre dorinţe este de a 
folosi maşina pentru a extrage date detaliate despre conţinutul imaginii la nivel de obiect. 
Obiectivul tehnicii de segmentare este de a partiţiona o imagine dată în regiuni sau componente. 
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De exemplu, pentru o imagine derivată dintr-o scena tridimensională, obiectivul segmentării poate 
fi identificarea regiunilor corespunzătoare obiectelor din scenă. 
 Putem considera segmentarea ca o problemă punctuală sau regională, ambele legate de 
procesul în cauză. În prima categorie intră metodele care se bazeaza pe examinarea imaginii pixel 
cu pixel. În a doua categorie, aşa cum implică şi denumirea, intră metodele care se bazează pe 
utilizarea informaţiilor din imagine în prescrierea vecinătăţilor. În ambele cazuri putem vedea 
problema ca o luare de decizie în procesul de recunoaştere a modelelor, ale cărui obiective sunt 
stabilite în limitele unor regiuni. 
 Segmentarea scenelor diferă de celelalte probleme de recunoaştere prin câteva proprietăţi. 
Una din cele mai importante diferenţe este că după ce am obţinut soluţia, regiunile dintr-o 
imagine pot fi vizualizate, iar apoi verificate la un mare nivel de acurateţe. În mod uzual este 
oricând posibil să suprapunem rezultatele segmentării cu originalul pentru a putea determina 
eficacitatea metodei. Prima operaţie este de a localiza graniţele sau marginile regiunilor. A doua 
operaţie este de a grupa punctele în regiuni similare, cu alte cuvinte chiar determinarea hotarelor. 
Cele două metode sunt similare şi le-am putea defini ca exprimate în puncte sau ca intersectie a 
două suprafeţe. 
 În situaţiile în care este cerută setarea automată a pragului, această problemă revine la a 
caracteriza o histogramă dată într-un mod invariant. 
 Presupunem că este ştiut aprioric că imaginea conţine doua regiuni principale. Dacă forma 
densităţilor de probabilitate este cunoscută atunci este posibil să determinăm un prag optim (în 
direcţia unei erori minime) pentru segmentarea imaginii în două regiuni diferite de strălucire. 
 Presupunem că imaginea conţine două valori combinate cu un zgomot aditiv Gaussian. 
Funcţia de densitate probabilă a mixturii este dată de: 
   (x) P(x) P(x) 2211 ppp +=        (1) 
şi pentru cazul Gaussian : 
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 unde: 1µ  şi 2µ  sunt valorile medii ale celor două nivele de strălucire,  
  1σ  şi 2σ  sunt deviaţiile standard de la medie, 
  1P  şi 2P  sunt probabilităţile nivelelor. 
 Având în vedere faptul că relaţia următoare este satisfăcută automat: 
  1PP 21 =+           (3) 
în formulă avem cinci parametri necunoscuţi. Deci dacă toţi parametrii ar fi cunoscuţi atunci 
pragul optim ar fi uşor de determinat. 
 Presupunem că regiunea întunecată corespunde fondului iar regiunea mai stralucitoare 
corespunde obiectelor. În acest caz 21 µµ <  şi vom defini pragul T astfel încât să considerăm că 
toti pixelii cu nivelul de gri aflat sub pragul T fac parte din punctele fondului, iar toţi pixelii care 
au nivelul de gri peste pragul T fac parte din obiecte. 
 Probabilitatea clasificării eronate a punctelor din cadrul unui obiect ca fiind puncte din 
fond este:  
  ∫ ∞−

=
T

21 (x)dx(T) pE          (4) 

 Similar, probabilitatea clasificării unui punct de fond ca fiind punct-obiect este: 
  ∫

∞
=

T 12 (x)dx(T) pE          (5) 

 De aici eroarea totală probabilă este: 
  (T)P(T)P(T) 2112 EEE +=         (6) 
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 Pentru a găsi acea valoare a pragului pentru care această eroare este minimă, va trebui să 
diferenţiem (T)E  relativ la T (folosind regula lui Leibnitz) şi să egalăm rezultatul cu zero: 
  (T) P(T)P 2211 pp =          (7) 
 Deoarece zgomotul afectează în mod egal atât fondul cât şi obiectele, avem 

 21
222 σσσ == şi atunci: 
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 Dacă probabilităţile sunt egale 21 PP =  , atunci pragul optim este chiar media. În capitolul 
6 este prezentată o metodă grafică de determinare a parametrilor formulei anterioare şi depistare 
automată a pragului optim. 
 În capitolul 18 este prezentată o implementare foarte robustă, bazată pe prelucrarea 
vectorului histogramă folosind filtre nerecursive. Filtrul este aplicat succesiv de mai multe ori, 
până când histograma devine clar bimodală, după care pragul se obţine imediat folosind o formulă 
deviată din cea precedentă. 
 În practică, dacă aplicaţia studiată permite obţinerea unor informaţii suplimentare, se pot 
utiliza metode mai puţin sofisticate. Astfel, dacă se cunoaşte sau poate fi estimat raportul R între 
aria obiectelor din imagine şi aria fondului, atunci pragul de segmentare dorit este dat de primul 
nivel de gri (ordine crescătoare) de la 0[negru] la N-1[alb, de obicei 256] pentru care este 
îndeplinită următoarea inegalitate: 

  RH[j]H[j]
N

Tj

1T

1j
>∑∑

=

−

=

        (9) 

 O asemenea metodă, foarte rapidă, a fost folosită în implementarea aplicaţiei de 
recunoaştere a numărului de serie a ceasurilor de mână. 
 
17.2. Localizarea obiectelor într-o imagine. 
 Scopul acestei operaţii este de a localiza obiectele dintr-o scenă pentru a putea fi apoi 
supuse ori altor prelucrări ori unor transformări de imagine (de exemplu scalări, invarianţe la 
rotaţii, translaţii, etc.).  
 În principiu această metodă se bazează pe găsirea zonelor de contact între fondul imaginii 
şi obiectul-imagine. În studiu s-a folosit această tehnică după realizarea segmentării, obţinând o 
separare precisă a fondului de obiecte. 
 Presupunem că asociem fondului codul 1, iar obiectului- imagine codul 0. Problema ar 
reveni la a determina perechile de pixeli (1,0) şi a marca pixelii de graniţă ai obiectului. 
 Algoritmul ce se poate folosi este următorul: 
 

Algoritm de localizare obiecte. 
(1). Se baleiază imaginea linie cu linie până se găseşte perechea de pixeli )0,1( , în 

care pixelul obiect este denumit pixel de start: (xs,ys) ;  
(2). Se baleiază pixelii vecini până când se determină un alt pixel obiect, folosind 

pentru aceasta următoarea matrice de căutare : 
0 1

2
345

6
7

C

 
unde: C = este pixelul de căutare vechi; 
 1, ... , 7 = direcţiile corespunzătoare după care fac căutarea. 
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Acestor direcţii li se asociază doi vectori de direcţie care reprezintă incremenţii 
pentru abscisa şi ordonata pixelului curent. 

Vectorul incremenţilor coordonatei x pentru pixelul de căutare este: 
 ]1,1,1,0,1,1,1,0[X −−−=V  
Vectorul incrementilor coordonatei y pentru pixelul de căutare este: 
 ]1,0,1,1,1,0,1,1[Y −−−=V  
Noul pixel găsit devine pixel actual şi este marcat. În acelaşi timp se reţin valorile 

actualizate pentru minimele şi respectiv maximele lui yx , . 
(3). Stop când pixelul curent coincide cu pixelul de start, adică: 
  ysyc,xsxc ==  
În cazul existenţei mai multor obiecte în scena respectivă, se caută un alt obiect, 

aceasta revenind la găsirea unei alte perechi de pixeli de tipul )0,1( . 
 
 În program s-a folosit şi testul de pixel izolat, care se bazează tot pe căutarea după 
matricea de direcţii. În plus, tehnica standard de conturare este de a determina toate zonele de 
graniţă (1,0), apoi se elimină acele zone din interiorul obiectelor mari. În studiu s-a folosit o 
variantă a acestei metode fără a mai căuta conturul interior al obiectelor deja localizate. 
 În multe cazuri, în lista obiectelor localizate apar şi obiecte a căror analiză nu se doreşte. 
De aceea trebuie proiectat, cel mei adesea pe baze euristice, un selector de obiecte utile – numit 
adesea şi filtru logic sau filtru euristic. Folosind cel mai adesea criterii dimensionale (lungime, 
lăţime, arie, perimetru, raport de svelteţe, etc.) se selectează din mulţimea obiectelor localizate pe 
acelea care vor face obiectul operaţiei propriu-zise de recunoaştere. 
 Un asemenea filtru logic va fi descris în capitolul 18, criterii asemănătoare de selecţie 
fiind aplicate şi în cazul aplicaţiei de recunoaştere a numărului serial marcat pe ceasuri de mână. 
 
17.3. Invarianţa la condiţiile de iluminare. 
 Urmând modelul reglajului automat al amplificării existent în orice camera TV (şi nu 
numai), se poate construi o transformare punctuală care, aplicată tuturor pixelilor din zona de 
interes (de obicei numai pixelilor obiectului de recunoscut, determinarea cărora s-a făcut prin 
segmentare şi apoi parcurgerea contururilor lor) astfel încât să se asigure o luminozitate globală 
constantă. 
 Problema se poate traduce matematic prin setarea mediei şi dispersiei variabilei aleatoare 
ataşate nivelului de gri al pixelilor obiectului la valori prestabilite. Media şi respectiv dispersia 
sunt date de: 

  ∑
∈

=
Θ(x,y)Θ

Θ (x,y)
M
1m f          (10) 
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 unde: - Θ  este mulţimea pixelilor obiectului a cărui invarianţă la iluminare se urmăreşte; 
  - ΘM  este numărul pixelilor corespunzători acestui obiect Θ . 
 Atunci variabila aleatoare: 
  Θ∈−= , (x,y)m(x,y)(x,y) Θff        (12) 
 are media nulă şi dispersia neschimbată, 

  Θ∈−= , (x,y)
σ

m(x,y)(x,y) 2
Θ

Θff~        (13) 

 este o variabilă aleatoare cu media nulă şi dispersia unitară, iar: 
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  Θ∈+−= q, (x,y)
σ

m(x,y)(x,y) 2
Θ

Θff~        (14) 

 reprezintă o variabilă aleatoare cu media "q" şi dispersie unitară. Constanta "q" se alege de 
obicei la mijlocul gamei dinamice a nivelelor de gri cu care se lucrează (ex. q=128). 
 

  
Fig. 2. Invarianţa la condiţiile de iluminare. 

 
 O altă modalitate de asigurare a invarianţei la condiţiile de iluminare este egalizarea 
histogramei nivelelor de gri corespunzătoare pixelilor obiectului. Fiind mai complexă decât 
precedenta soluţie, se foloseşte destul de rar. 
 
17.4. Transformarea din coordonate carteziene în coordonate polare. 
 După ce s-a realizat localizarea într-un dreptunghi de arie minimă a obiectelor din imagine 
folosind imaginea binară, se localizează centrul de greutate al acestor obiecte şi se determină raza 
minimă a cercului de încadrare (circumscris), având centrul în centrul de greutate al obiectelor. 
Coordonatele centrului de greutate sunt date de următoarele formule: 
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 Raza de încadrare se obţine parcurgând iarăşi conturul şi determinând distanţa maximă 
faţă de centrul de greutate. 
 Realizarea adiţională a acestei operaţii asigură invarianţa la translaţie, prin raportarea 
ulterioară a tuturor coordonatelor la centrul de greutate al fiecărui obiect din imagine. 
 Aproape orice transformare geometrică a unei imagini se realizează aplicând în final o 
interpolare liniară în două dimensiuni. Prin aceasta dorim să găsim o estimare a lui 

) , ... , x, x(x n21G , pentru fiecare din varibilele independente n21  , ... , x, xx . 
 Pentru cazul particular al trecerii în coordonate polare avem: 
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 Având o matrice (j,k)f , unde n1km1j ...;... ==  şi funcţiile r şi s, relaţia dintre aceste 
valori de intrare şi funcţia (r,s)f  este: 
  (k)](j),[ (j,k) srfG =         (17) 
 Scopul este să estimăm prin interpolare valoarea funcţiei în câteva puncte (r,s) . Grila 
pătratică de reprezentare a imaginii în coordonate carteziene face ca punctul (r,s)  din matricea 
polară să aibă corespondent un punct localizat prin indecşi neîntregi, deci în afara grilei 
carteziene. Totuşi, el este înconjurat de patru puncte ale acestei grile cunoscute. Deci mai precis, 
dacă: 
  )1(j(j) +≤≤ rrr  şi )1(k(k) +≤≤ sss      (18) 
 şi având kj , : 
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  (j,k)g1 G≡ ;  ,k)1(jg2 +≡ G ;      (19) 
  )1(j,kg3 +≡ G ; )1,k1(jg4 ++≡ G ; 
 Interpolarea liniară se obţine cu: 
  (j)])1(j(j)]/[[t rrrr −+−≡        (20) 
  (k)])1(k(k)]/[[u ssss −+−≡  
cu tu,  între 0 şi 1: 
  432121 tugt)ug1(u)g1t(u)g1t)(1(),x(x +−+−+−−=G     (21) 
 În prelucrarea de imagini aceasta are ca efect regăsirea fiecărui sector din cercul de 
încadrare al imaginii-obiect în linia corespunzătoare matricii transformatei polare. 
 
17.5.Transformarea inversă: coordonate polare-coordonate carteziene 
 Se procedează astfel: se pleacă de la punctele din imaginea originală şi în funcţie de 
poziţionarea acestora faţă de centrul de greutate al obiectului-imagine, se găseşte poziţia valorii 
corespondente în matricea transformării polare. Ca şi în cazul precedent, se poate aplica o 
interpolare, de obicei liniară. 
 
17.6. Scalarea şi invarianţa la rotaţii. 
 Scalarea este realizată dacă în transformarea din coordonate carteziene în coordonate 
polare este respectată condiţia ca raza maximă (devenită ordonată maximă) a matricii 
transformării în coordonate polare să fie constantă pentru toate obiectele. În programul realizat se 
consideră raza polară ca fiind egală cu 32, regăsită în numărul de linii ale matricii polare. 
 Această matrice reprezintă spaţiul coordonatelor polare în care originea este în )0,0( , axa 
unghiurilor este abscisa, iar axa razelor este ordonata. Având în vedere că raza este tot timpul 32 
avem de-a face într-adevăr cu o scalare. 
 Se folosesc valorile estimate pentru valorile discrete: 

  
∆N

nfn ≡ ,
2
N

2
Nn ,...,   −=         (22) 

 Următorul pas este de a calcula transformata Fourier discretă a liniilor matricii 
transformării polare: 
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 Ultima sumare este transformata Fourier discretă a N puncte kh .Transformata Fourier 
operează asupra a N numere complexe ( kh -urile) şi furnizează N numere complexe ( nH -urile). 
 Pentru a putea face transformata pentru un set de numere reale se împărte setul de date în 
două subseturi luând numerele cu index par jf  pentru un set, iar numerele cu index impar f j  
pentru celălalt set. Puterea acestui artificiu consta în faptul că putem vedea vectorul real de 
intrare ca o arie de numere complexe cu dimensiunea la jumătate. Cu alte cuvinte putem 
considera: 
   i ffh 1j+2j2j += , pentru j = 0, ... , N/2-1      (24) 
 Vom aplica asupra acestora algoritmul FFT, care returnează un vector complex: 
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 Pentru a obţine invarianţa la rotaţie calculăm modulul transformatei Fourier deoarece o 
rotaţie în spaţiul cartezian (x,y)f  se regăseşte în spaţiul )(r,fi , al transformării polare ca o 
translaţie şi atunci transformata Fourier a acestei mişcări este: 
  0jx

0 e(x)}{)}x(x{ −∗=− fF~fF~        (27) 

 Având în vedere că 1e 0jx =− ||  şi aplicând modulul obţinem egalitate între modulul 
translaţiei în )(r,fi  şi funcţia netranslată.  
 
17.7. Extragerea trăsăturilor din imagine.  
 În urma scalării şi a prelucrărilor pentru a realiza invarianţa la rotaţie se obţine o matrice 
de dimensiune constantă )3232( ∗ , conţinând informaţiile procesate din imaginea primară. 
 Paşii ce urmează a fi făcuţi sunt următorii: 
 a) Transformata Cosinus Discretă. 
 Deoarece implementarea transformării optimale Karhunen-Loeve (KL) este dificilă, 
modelând intrarea }{X  cu un proces Markov de ordinul unu, cea mai bună aproximare a 
transformării KL discretă este DCT (Transformata Cosinus Discretă). Această modelare nu este 
foarte restrictivă şi se poate folosi cu succes în multe aplicaţii. 
 Pentru calculul DCT există nu numai algoritmi rapizi de calcul, ci şi circuite specializate 
de mare viteză. Pentru cazul bidimensional se foloseşte: 
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rezultând o matrice de aceeaşi dimensiune, cu valori reale slab corelate. Valorile semnificative ale 
acestei matrici sunt plasate în colţul din stânga sus. 
 
 b) Ordonarea Zig - Zag modificată. 
 Este o procedură de vectorizare a matricii DCT după regula de mai jos: 
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Mat [8][8] ===> Z[64]   Mat [D][D] ===>Z[D*D] 

 
 Deoarece DCT bidimensională concentrează informaţia din imaginea iniţială în colţul din 
stânga sus al matricii rezultate, după ordonarea în Zig-Zag aceeaşi informaţie va fi regasită în 
primele elemente ale vectorului obţinut. Forma specifică a "colţului" în care se concentrează 
informaţiile semnificative se datorează transformării Fourier (FFT) efectuate anterior asupra 
liniilor matricii, transformare care prezintă şi ea proprietăţi de decorelare, însă mai slabe decât 
DCT. 
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 c)Se reţin primele F valori din vectorul [D*D]Z , adică doar o fracţiune din valori, cele 
marcate cu negru în figura de mai sus. Conform afirmaţiilor anterioare, aceste elemente 
concentrează cea mai mare parte din informaţia din imaginea iniţială şi ele vor fi folosite în faza 
de recunoaştere. 
 Acest bloc funcţional elimină trăsăturile care sunt neimportante în faza de recunoaştere. 
Ieşirile lui sunt aplicate la intrarea clasificatorului neural, descris mai amănunţit în capitolul 
precedent. 
 Obiectivul antrenării reţelei neurale este de a ajusta ponderile astfel încât aplicarea unui 
set de intrări să producă ieşirea dorită. Vom denumi seturile de intrări-ieşiri vectori. Antrenarea 
atribuie fiecărui vector de intrare un vector pereche denumit vector ţintă şi care reprezintă ieşirea 
dorită. Acestea amândouă sunt denumite "perechea de antrenare". 
 Uzual o reţea este antrenată după un anumit număr de perechi de antrenare, iar grupul 
perechilor de antrenare este denumit "set de antrenare". Înainte de a începe procesul de antrenare, 
toate ponderile trebuie să fie iniţializate la valori aleatoare mici. Aceasta ne asigură că reţeaua nu 
este saturată prin valori mari ale ponderilor, şi ne asigură că nu mai apar şi alte defecte de 
antrenare (de exemplu dacă toate ponderile de start au valori egale iar performanţele dorite cer 
valori neegale, atunci reţeaua nu va învaţa). 
 
17.8. Momentele Zernike. 
 Drept variantă alternativă a algoritmului descris anterior se prezintă în continuare un tip 
special de momente ce prezinta proprietatea de invarianţă la rotaţie. Momentele au fost utilizate 
înca de la inceput drept trăsături într-un mare număr de aplicaţii. Momentele regulate au fost cele 
mai populare, ele fiind definite prin: 

  ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

= y(x,y) dx d  yxm qp
pq f        (29) 

 unde "p" şi "q" indică ordinul momentului respectiv. Pentru imagini digitale, momentul se 
calculează prin: 
  ∑∑=

x y

qp
pq (x,y)yxm f         (30) 

 Momentele Zernike se definesc pe un domeniu egal cu interiorul cercului unitate: 
  1yx 22 =+           (31) 
 Pentru construcţia lor se defineşte mai întâi un set de polinoame ortogonale, notate: 
  n |m|n-|m|(x,y), nm < şipar    cuV ,       (32) 
 Expresia de definiţie a lor este: 
  )(jm)(),((x,y) nmnmnm θρθρ expRVV ==       (33) 
 unde: 

  [ ] [ ]∑
−

=

−

−−−+
−−=

2|m|)/(n

0s

s2ns
nm ρ

!s2|m|)/(n!s2|m|)/(ns!
s)!(n)1()(ρR    (34) 

 Se poate remarca faptul că: 
  )()( nmmn, ρρ RR =−          (35) 
 Aceste polinoame (x,y)}{ nmV  fiind ortogonale, satisfac condiţiile de ortogonalitate: 

  [ ] mqnp
1yx

pqnm δδ
1n
πy(x,y) dx d(x,y)

22 +
=∫∫

≤+

∗ VV       (36) 

 unde: 
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≠
=

=
ba0
ba1

ab  pentru 
 pentru 

,
,

δ          (37) 

 Momentele Zernike sunt proiecţii ale funcţiei imagine pe această bază ortogonală. 
Presupunând că 0(x,y) =f  în afara cercului unitate, avem momentul Zernike de ordinul mn + : 

  ∫∫
≤+

∗+=
1yx

nmnm
22

) dx dy,((x,y)
π

1n θρVfA       (38) 

 Pentru cazul discret, momentul Zernike de acelaşi ordin se scrie: 

  1y,  cu   x),((x,y)
π

1n 22

x y
nmnm ≤++= ∑∑ ∗ θρVfA      (39) 

 Cunoscând momentele Zernike, se poate efectua transformarea inversă, care permite 
reconstrucţia imaginii iniţiale cu precizie din ce în ce mai mare pe masură ce "n" creşte: 

  ∑∑
=

=
max

VAf~
n

0n m
nmnm ),((x,y) θρ         (40) 

 Descompunând această expresie în: 

  ∑∑∑∑
= ≥= <

+=
maxmax

VAVAf~
n

0n 0m
nmnm

n

0n 0m
nmnm ),(),((x,y) θρθρ      (41) 

 şi folosind o proprietate enunţată anterior, putem scrie: 

  ∑∑∑∑
= ≥= >

−−−− +=
maxmax

VAVAf~
n

0n 0m
nmnm

n

0n 0m
mn,mn, ),(),((x,y) θρθρ     (42) 

 adică: 

  ∑∑∑∑
= ≥= >

∗∗ +=
maxmax

VAVAf~
n

0n 0m
nmnm

n

0n 0m
nmnm ),(),((x,y) θρθρ      (43) 

 Cele două sume pot fi acum unificate scriind: 

  [ ]∑∑
= >

∗∗ ++=
max

VAVAVAf~
n

0n 0m
nmnmnmnm0n0n ),(),(),((x,y) θρθρθρ     (44) 

 Deoarece este mai uşor de operat cu numere reale vom descompune numerele complexe 
din formula anterioară: 
  [ ] +−= ),()(j)((x,y) 0n0n0n θρVAImARef~  

   [ ][∑∑
= >

+−−+
max

sincosRAImARe
n

0n 0m
nmnmnm )mjm)(()(j)( θθρ  

   [ ] ])mjm)(()(j)( nmnmnm θθρ sincosRAImARe +++    (45) 
 Efectuând calculele rezultă expresia: 

  [ ]∑∑
=

++=
max

RsincosCRCf~
n

0n m
nmnmnm0n0n (x,y)mSm(x,y)

2
1(x,y) θθ    (46) 

 în care 

  )(2 nmnm AReC =  <==> ∑∑+=
x y

nmnm m(x,y)(x,y)
π

2n2 θcosRfC   (47) 

 şi: 

  )(2 nmnm AImS −=  <==> ∑∑−−=
x y

nmnm m(x,y)(x,y)
π

2n2 θsinRfS   (48) 

 Se demonstrează foarte uşor că modulul momentelor Zernike este invariant la rotaţie şi ca 
urmare ele pot fi folosite drept trăsături invariante la rotaţie. 
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17.9. Rezultate obţinute, detalii de implementare. 
 Programul elaborat recunoaşte cu precizie foarte bună toate obiectele din imagine pentru 
care a fost antrenat. Erorile de recunoaştere care mai apar se datorează reducerii masive de date 
realizate în selectorul de trăsături (de ordinul a 60-70 ori), aceasta însemnând o limitare 
considerabilă a cantităţii de informaţie existente în imaginea iniţială. Testele au fost făcute pe 
imagini realizate în condiţii de variaţie a condiţiilor de iluminare, a poziţiei (rotaţie) şi a mărimii 
(scalare). Adăugând la toate acestea dezvoltarea unor algoritmi mai performanţi de segmentare, se 
poate face o idee asupra direcţiilor ulterioare de perfecţionare a programului. 
 În ce priveşte sistemul de recunoaştere automată a numărului serial al ceasurilor de mână , 
exte prezentat în figurile următoare ecranul principal al aplicaţiei pentru două imagini de test. 
Imaginile au fost furnizate sub formă de fişiere, urmând ca într-o etapă ulterioară să se conecteze 
direct aplicaţia la un sistem de achiziţie de imagini. 
 

 
 

 După cum se poate deduce şi din analiza imaginilor precedente, principalele operaţii 
efectuate de sistemul de recunoaştere a numărului serial sunt: 

• Determinarea automată a pragului de segmentare prin analiza histogramei; 
• Segmentarea cu prag; 
• Localizarea obiectelor din imagine; 
• Filtrul euristic de selecţie a cifrelor de recunoscut; 
• Scalarea obiectelor de interes; 
• Realizarea invarianţei la condiţiile de iluminare; 
• Aplicarea transformatei DCT bidimensionale; 
• Ordonarea Zig-Zag şi reţinerea trăsăturilor semnificative pentru fiecare obiect; 
• Recunoaşterea propriu-zisă folosind o reţea neurală tip perceptron cu trei straturi. 
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 Aplicaţia a fost scrisă în limbajul C (Borland C 3.1), iar codul sursă şi programul 
executabil sunt incluse în CD-ul ataşat cărţii de faţă. Programul (numit DigitRecogn.exe) poate fi 
rulat după instalare. 
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18. Măsurarea automată a sitelor textile. 
 
 
 
 

18.1. Introducere. 
18.2. Etapele metodei de măsurare automată. 
18.3. Segmentarea. 
18.4. Etichetarea componentelor. 
18.5. Aproximarea poligonală a ochiurilor sitei. 
18.6. Măsurători asupra sitei. 
18.7. Rezultate experimentale. Concluzii. 
 
 
 
 
18.1. Introducere. 
 Standarde înalte in controlul calităţii textilelor pot fi obţinute doar prin dezvoltarea şi 
implementarea unor noi metode de testare, caracterizate prin acurateţe înaltă şi viteză de răspuns 
mare. Măsurarea parametrilor produselor textile trebuie făcută cel mai adesea on-line, fără nici un 
fel de pierderi în productivitate. 
 Pentru măsurarea sitelor textile pot fi utilizate nu numai metode simple, cum ar fi cele 
bazate pe măsurători regionale ale transparenţei (folosind de obicei o pereche –emiţător-receptor- 
de dispozitive opto-electronice), ci şi metode mai sofisticate, cum ar fi cele bazate pe difracţia 
laser (Sodomka[103]), metodele bazate pe analiza Fourier (Ribolzi[89]), sau metodele bazate pe 
analiza digitală a imaginilor (Wolfrum[112]), (Baetens[08]). 
 Există o multitudine de metode de analiză a produselor textile, multe dintre ele fiind 
destinate unui anumit tip de material textil. În particular, sitele textile au o structură vizuală foarte 
simplă, ceea ce le face potrivite pentru analiza computerizată a imaginilor lor. În consecinţă, am 
încercat să îmbunătăţim precizia evaluării lor printr-o metodă bazată pe analiza digitală a 
imaginilor. Ea urmăreşte în primul rând îmbunătăţirea preciziei măsurătorilor. Se foloseşte un nou 
algoritm de aproximare poligonală pentru localizarea ochiurilor sitei, după care o evaluare 
statistică completă a parametrilor eşantionului de sită textilă studiat este furnizată. 
 Toate etapele metodei de măsurare automată sunt descrise în amănunt. Metoda a fost 
implementată şi testată, şi este dată o descriere amănunţită a rezultatelor experimentale obţinute. 
 
18.2. Etapele metodei de măsurare automată. 
 Lanţul prelucrărilor folosite pentru a obţine măsurătorile dorite asupra unor eşantioane de 
site textile este descris în următoarea schemă bloc (Fig. 1). 
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Figura 1. Schema bloc a sistemului. 

 
 Primul pas către scopul propus este obţinerea unor imagini de bună calitate (Ballard[10]) 
ale sitelor textile (iluminare uniformă, claritate, contrast bun, fără zgomot). Folosind o camera TV 
conectată la un microscop şi o interfaţă specializată de calculator, aceste imagini sunt digitizate în 
scară de gri (256 de nivele) şi, dacă este necesar, salvate ca fişiere pe unitatea de disc dur a 
calculatorului (fig. 2). 
 

  
Fig. 2. Imagini ale eşantioanelor de sită textilă. 

 
18.3. Segmentarea. 
 Pentru fiecare imagine se calculează histograma nivelelor de gri (fig. 3) în scopul obţinerii 
unui prag (nivel de gri) de segmentare cât mai bun (Pavlidis[79]), (Haralick[45]), (Pratt[84]). 
Două strategii au fost testate pentru a realiza acest lucru: 
  1. Presupunând că următorul raport este cunoscut: 
  ochiuri"re"/"arie R="arie fi         (1) 
 sau poate fi estimat pentru un anume eşantion de sită textilă, pragul de segmentare dorit 
este dat de primul nivel de gri (ordine crescătoare) de la 0[negru] la N-1[alb, de obicei 256] 
pentru care este îndeplinită următoarea inegalitate: 

  R[j][j]
N

Tj

1T

1j
>∑∑

=

−

=

HH         (2) 

 Această strategie este foarte rapidă, dar valoarea raportului R trebuie cunoscută. Acest 
raport depinde de densitatea sitei textile, grosimea firelor folosite, transparenţa lor, şi deci el poate 
varia foarte mult de la un eşantion la altul. 
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  2. Folosind un filtru digital liniar nerecursiv, vectorul histogramă este filtrat până 
când mai rămân doar două maxime locale (fig. 4). Două soluţii au fost încercate pentru a construi 
acest "filtru de netezire a histogramei ". Prima dintre ele este un filtru de ordinul trei: 

  ( )]1[j[j]]1[j
3
1[j] +++−= xxxy        (3) 

 care trebuie aplicat succesiv vectorului histogramă până acestuia îi mai rămân doar două 
maxime locale. A doua soluţie implică folosirea unui filtru de ordin superior: 

  ∑
+=

−=+
=

kji

kji
[i]

1k2
1[j] xy          (4) 

 unde k creşte de la 1 la acea valoare pentru care histogramei filtrate îi mai rămân doar 
două maxime locale. Ordinul filtrului este 1k2 + .  
 Principalul dezavantaj al acestui din urmă filtru este că, pentru imagini cu contrast scăzut 
(cele două maxime locale sunt foarte apropiate unul de altul), şi când ordinul filtrului de apropie 
ca valoare de distanţa între aceste maxime, atunci precizia localizării lor nu mai este aşa de bună 
comparativ cu primul filtru descris. 
 

   
 Fig. 3. Histograma iniţială.   Fig. 4. Histograma filtrată. 
 
 Pragul de segmentare poate fi stabilit ca fiind nivelul de gri corespunzător minimului local 
aflat între cele două maxime localizate anterior, dar dacă cele două maxime principale sunt foarte 
bine separate, aşa cum apar ele în figura 4, atunci precizia localizării acestui minim local nu este 
aşa de bună. O variantă mai bună calculează acest prag ca o funcţie de poziţiile maximelor găsite, 
adică, dacă 21 m,m  sunt nivelele de gri pentru care vectorul histogramă atinge cele două maxime, 
iar ][m],[m 21 HH  sunt aceste valori maxime, atunci pragul de segmentare este dat de: 

  
2

mmT 21 +=   sau 
][m][m

][mm][mmT
12

1122

HH
HH

−
−=     (5) 

 Această din urmă strategie este mai lentă, dar dă rezultate mai bune pentru marea 
majoritate a eşantioanelor de site folosite. Ea poate localiza cu precizie cele două maxime 
principale din histogramă şi pragul de segmentare. 
 Dacă timpul de răspuns al sistemului nu este critic, atunci este mai simplu de implementat 
o procedură interactivă de segmentare. 
 Folosind pragul de segmentare găsit anterior, segmentarea prin binarizare a imaginii 
originale (x,y)f  este realizată (fig. 5) prin: 
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≥
<

=
T f(x,y),1
T f(x,y),0

(x,y)S    pentru   
   pentru   

f        (6) 

 Aceasta etapă de prelucrare poate eşua dacă eşantioanele de sită nu sunt iluminate 
uniform, cel mai adesea ca urmare a plasării incorecte a surselor de lumină. Această situaţie poate 
fo eliminată prin software, adică prin includerea următorilor paşi de prelucrare: 
 •  Achiziţionarea unei imagini (x,y)b  a fondului folosit (fără eşantion de sită pe el). 
 •  Eliminarea zgomotelor din imaginea (x,y)b  prin aplicarea unui filtru (ex. median) clasic. 
 •  Aplicarea următoarei transformări punctuale pentru fiecare pixel al imaginilor de analiză: 
  (x,y)|(x,y)|(x,y)(x,y)(x,y)

x,yC bfmaxbff −+−=      (7) 

 
18.4. Etichetarea componentelor. 
 Imaginile binare obţinute în urma prelucrărilor anterioare, (x,y)Sf  sunt folosite pentru a 
localiza cu precizie ochiurile sitei. Folosind un algoritm de urmărire/extragere de contur 
(Pratt[84]), (Jain[55]) (fig. 6) toate componentele )obiectele din imagine sunt localizate şi pentru 
fiecare dintre ele se salvează într-o listă area ocupată )(Ai , coordonatele punctului de start 

),y(x SS  ale conturului, şi coordonatele dreptunghiului de încadrare, ),Y,X,Y(X (i)(i)(i)(i)
maxmaxminmin . Toate 

aceste informaţii vor fi utilizate în următoarele etape de prelucrare. 
 

   
 Figura 5. Imaginea segmentată.  Figura 6. Contururi extrase. 
 
 Conform figurilor precedente, există multe obiecte localizate care nu sunt ochiuri ale sitei, 
şi deci ele trebuiesc eliminate din lista de obiecte (Duda[36]). Pentru efectuarea acestor operaţii se 
defineşte un "filtru logic euristic " care verifică succesiv următoarele reguli pentru fiecare obiect: 
 1. Conturul unui ochi de sită nu este inclus în nici un alt contur. 
 2. Conturul (complet) al unui ochi de sită nu atinge limitele imaginii (el ar putea fi 
incomplet, deci trebuie ignorat). 
 3. Raportul laturilor orizontală şi verticală ale dreptunghiului de încadrare pentru fiecare 
ochi de sită localizat trebuie să îndeplinească următoarea condiţie: 
  11 K∆x/∆y/K1 <<           (8) 
 4. Aria unui ochi de sită trebuie să fie peste un nivel minim (zgomotul tip "sare şi piper" 
într-o imagine poate da asemenea obiecte mici): 
  minAAi >           (9) 
 5. Raportul dintre aria unui ochi de sită şi aria celui mai mare obiect din imagine trebuie să 
fie peste un anumit nivel minim: 
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  2jji K)(A/A >max          (10) 

 Acele obiecte care nu îndeplinesc toate regulile anterioare vor fi şterse din lista ochiurilor 
sitei (fig. 7). 
 

  

colţ[01]
colţ[12]

colţ[23]
colţ[30]

latura(0)

latura(1)

latura(2)

latura(3)

ochi "ij"

 
 Fig. 7. Contururi de ochiuri selectate. Fig. 8. Notaţii. 
 
18.5 Aproximarea poligonală a ochiurilor sitei. 
 Pentru a efectua măsurătorile dorite asupra eşantionului de sită, trebuie să localizăm cât 
mai precis posibil cele patru colţuri ale fiecărui ochi de sită. Laturile fiecărui ochi sunt apoximate 
prin segmente de dreaptă, aşa încât avem de-a face cu o problemă de aproximare poligonală 
(fitting) (Jain[56]), (Pavlidis[80]) care trebuie rezolvată (fig. 8). 
 Soluţia dezvoltată se bazează pe minimizarea iterativă a erorii de aproximare (eroarea 
medie pătratică). Pentru că numărul laturilor poligonului de aproximare este stabilit la patru, 
aproximarea iniţială a ochiului sitei poate fi setată la dreptunghiul său de încadrare. 
 Punctele de contur corespunzătoare fiecărei laturi a poligonului (patrulaterului) se 
stabilesc folosind un criteriu de distanţă minimă, adică lista punctelor de contur este partiţionată in 
patru grupe, fiecare corespunzător unei laturi, fiecare punct al conturului fiind ataşat celui mai 
apropiat segment aproximant. 
 Dacă exisă în total N puncte de contur pentru un obiect (fig. 9) şi partiţiile punctelor de 
contur conţin respectiv 0N , 1N , 2N  şi 3N  elemente, atunci, desigur: 
  3210 NNNNN +++=         (11) 
 Ecuaţia dreptei care trece prin punctul ),y(x 00  şi are panta dată de 0ϕ  este: 
  0)y(y)x(x 0000 =−−− ϕϕ cossin        (12) 
 Ecuaţia dreptei care trece prin punctul ),y(x kk  şi este perpendiculară pe dreapta (12) este: 
  0)y(y)x(x 0k0k =−+− ϕϕ sincos        (13) 
 Atunci punctul de intersecţie a acestor două drepte are coordonatele următoare: 
  00k00

2
k0

2
0 )y(yxxx ϕϕϕϕ cossincossin −−+=      (14) 

  00k00
2

k0
2

0 )x(xyyy ϕϕϕϕ cossinsincos −−+=      (15) 
 Distanţa de la punctul ),y(x kk  la linia care trece prin punctul ),y(x 00  şi are panta 0ϕ  este 
dată de: 
  2

k
2

k
2
k )y(y)x(xd −+−=         (16) 

 adică: 
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00k00
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k0
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00k00

2
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2
k ])x(x)y[(y])y(y)x[(xd ϕϕϕϕϕϕ cossincoscossinsin −−−+−−−=

 (17) 
 Atunci eroarea medie pătratică corespunzătoare fiecărei partiţii a punctelor de contur este: 

∑
=

=
0

0

0

N

1k

2
k

0
0 d

N
1E  ∑

=

=
1

1

1

N

1k

2
k

1
1 d

N
1E  ∑

=

=
2

2

2

N

1k

2
k

2
2 d

N
1E  ∑

=

=
3

3

3

N

1k

2
k

3
3 d

N
1E   (18) 

 Pentru prima partiţie, eroarea medie pătratică poate fi exprimată prin: 

  ∑
=

+−−−=
0

0

00

N

1k

2
00k00

2
k0

0
0 ])y(y)x{[(x

N
1E ϕϕϕ cossinsin  

     }])x(x)y[(y 2
00k00

2
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 şi dacă definim următoarele cantităţi (tot pentru prima partiţie): 
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 (20) 
 se obţine următoarea expresie pentru eroarea medie pătratică 0E : 
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 Prin minimizarea acestei erori valorile necunoscute 0x , 0y  şi 0ϕ  pot fi aflate: 
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 Formule similare pot fi scrise pentru toate partiţiile ataşate conturului ochiului sitei, astfel 
încât toate seturile ]),,y[(x 000 ϕ , ]),,y[(x 111 ϕ , ]),,y[(x 222 ϕ , şi ]),,y[(x 333 ϕ  pot fi obţinute. 
 Rezolvând sistemul de ecuaţii: 
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 coordonatele primului colţ al ochiului se calculează cu: 
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 şi expresii similare pot fi găsite pentru celelalte trei colţuri ale poligonului aproximant, 
adică pentru ),y(x 1212 , ),y(x 2323  şi ),y(x 3030 . 
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poligonul
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approximant

final

poligonul

{

{
 

 Fig. 9. Conturul iniţial.  Fig. 10. Procesul de aproximare. 
 
 Acest nou poligon este folosit mai departe pentru a construi alte patru partiţii ale punctelor 
de contur ale ochiului sitei, pe baza cărora se va obţine o mai bună aproximare a ochiului. Acest 
proces continuă (fig. 10) până când eroarea globală relativă de aproximare îndeplineşte condiţia: 
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 unde )()()()()( t
3

t
2

t
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t EEEEE +++=  este eroarea globală pentru iteraţia "t". 
 
18.6. Măsurători asupra sitei. 
 Dacă orientările corespunzătoare firelor de urzeală şi respectiv bătătură se calculează cu: 
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 atunci unghiul mediu între firele de urzeală şi cele de bătătură este: 
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 unde 
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 Unghiurile 02ϕ  şi 12ϕ  sunt apoi folosite pentru etichetarea matriceală a ochiurilor sitei, 
folosind teste de poziţie relativă în lungul acestor două direcţii (fig. 11). 
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Fig. 11. Direcţiile de căutare pentru etichetare. Fig. 12. Ochiuri etichetate. 
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 Această etichetare (fig. 12) este utilizată mai departe pentru a stabili perechile valide de 
ochiuri vecine în lungul ambelor direcţii. 
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Fig. 13. Principalele măsurători asupra eşantionului de sită. 

 
 Valorile distanţelor marcate în figura (13) se calculează folosind formulele următoare: 
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(ij)
(ij)(i,j) AA ϕsin=′  (ij)

(ij)(i,j) BB ϕsin=′  (ij)
(ij)(i,j) CC ϕsin=′  (ij)

(ij)(i,j) DD ϕsin=′   (36) 
unde: 
  A = lungimea laturii ochiului corespunzătoare firelor de urzeală; 
  B = lungimea laturii ochiului corespunzătoare firelor de bătătură; 
  A' = distanţa între firele de urzeală; 
  B' = distanţa între firele de bătătură; 
  C' = diametrul firelor de urzeală; 
  D' = diametrul firelor de bătătură. 
 Valorile lor medii, corespunzătoare tuturor ochiurilor de sită din imagine sau mai bine, 
conform regulilor impuse de controlul de calitate, pentru un set de imagini ale aceluiaşi sortiment 
de sită textilă sunt: 
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 unde  - M este numărul total de ochiuri; 
   - HM  este numărul de ochiuri vecine în lungul direcţiei ϕ13. 
   - VM  este numărul de ochiuri vecine în lungul direcţiei ϕ02 . 
 O bună aproximare a ultimelor patru valori din (37) este dată de: 
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 ϕsinAA =′ ;  ϕsin)( ijBB =′ ; ϕsinCC =′ ;  ϕsinDD =′   (38) 
 O descriere statistică completă a acestor măsurători implică cel puţin calculul dispersiilor 
lor: 

  ∑∑ −=
i j

2
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2
A )A(A

M
1δ , etc.       (39) 

 
18.7. Rezultate experimentale. Concluzii. 
 Un mediu software integrat a fost dezvoltat pentru a realiza o analiză completă a 
eşantioanelor de site textile. El include şi opţiuni software de calibrare, care pot fi folosite pentru 
a converti toate distanţele în milimetri, cu ajutorul imaginilor unor rigle de calibrare. 
 Toate valorile calculate (buletine de analiză) sunt afişate pe ecran şi/sau pot fi salvate pe 
unităţile de disc ale calculatorului. 
 S-a folosit pentru această aplicaţie un calculator cu o interfaţă de achiziţie a imaginilor şi o 
cameră TV standard conectată la un microscop. Toate programele au fost scrise în limbajul C++. 
 

 
 
 Acurateţea măsurătorilor este foarte bună şi este afectată doar de erorile de digitizare şi de 
cele datorate aproximării poligonale a ochiurilor sitei. 
 Pentru un prag de eroare de 01.00 =ε , numărul maxim de iteraţii necesar pentru 
aproximarea poligonală este de 5-7 şi depinde de orientarea iniţială a firelor. Dacă laturile 
ochiurilor sunt aproape orizontale/verticale, numărul necesar de iteraţii scade la 2-3. Am folosit în 
experimente următoarele valori pentru constantele descrise anterior: 
  4K1 = , 10Amin =  şi 2.0K2 = .       (40) 
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 Deşi unele optimizări de viteză încă mai pot fi făcute, timpul de prelucrare obţinut pentru 
o imagine 256x240 în scară de gri este de 0.4sec pe un calculator Pentium 400Mhz şi creşte 
pentru imagini mai mari (1sec pentru o imagine 640x480 în scară de gri). 
 Rezultatele obţinute demonstrează acurateţea acestei metode de măsurare, ca şi 
posibilitatea de a detecta multe din defectele de ţesere posibile. Echipamentul necesar pentru a 
implementa această metodă nu este foarte costisitor şi poate fi adaptat cu uşurinţă la o instalaţie de 
producţie pentru testarea on-line a sitelor textile. 
 Aceeaşi metodă a fost testată cu succes şi pentru site metalice şi poate fi extinsă la alte 
sortimente de materiale ţesute. 
 Programul executabil (SitaApp.exe) se găseşte împreună cu codul sursă pe CD-ul ataşat şi 
poate fi rulat după instalare. 
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19. Recunoaşterea simbolurilor muzicale tipărite. 
 
 
 
 

19.1. Descrierea aplicaţiei generale. 
19.2. Crearea setului de date de antrenament / test. 
19.3. Sistemul de recunoaştere. 
19.4. Extragerea trăsăturilor. 
19.5. Selecţia trăsăturilor. 
19.6. Reţeaua neurală. 
19.7. Adaptarea setului de date de antrenament. 
19.8. Rezultate obţinute şi concluzii. 
 
 
 
 
 Recunoaşterea automată a simbolurilor creşte spactaculos eficienţa interfeţelor om-
maşină. Dar nu întotdeauna "simbol" înseamnă caracter, el poate însemna de asemenea simbol 
muzical. Se constată un interes în creştere pentru recunoaşterea simbolurilor muzicale, datorat în 
mare măsură multiplelor aplicaţii posibile (Sicard[101]). 
 În continuare este prezentată o soluţie robustă adoptată pentru recunoaşterea unor 
simboluri muzicale tipărite, folosită în cadrul unei aplicaţii de recunoaştere a partiturilor 
muzicale. Este descris modul de construcţie a setului de simboluri de antrenament/test, algoritmul 
de pregătire a datelor pentru recunoaştere (extragerea trăsăturilor) şi o procedură nouă de adaptare 
a setului de date de antrenament. 
 
19.1. Descrierea aplicaţiei generale.  
 S-a urmărit construcţia unui sistem complet de recunoaştere a partiturilor muzicale. 
 Partitura tipărită este digitizată folosind un scanner, după care procedura generală de 
recunoaştere parcurge următorii paşi: 

• separare semiautomată portative, necesară deoarece există simboluri mai 
apropiate de un portativ, dar aparţinând logic altuia; 

• pentru fiecare portativ, extragere linii portativ, cu distorsionarea minima a 
simbolurilor muzicale; 

• localizare obiecte prin încadrare în fereastra dreptunghiulară; algoritmi 
dedicaţi trebuiesc utilizaţi pentru simbolurile fragmentate sau atinse. 

 Informaţia din dreptunghiul de încadrare este utilizată pentru recunoaştere, într-un sistem 
cu schema bloc din fig.1 : 
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 Fig. 1: Schema bloc a sistemului de recunoaştere a partiturilor. 

 

 Preclasificarea împarte obiectele în clase. Pentru fiecare clasă se utilizează metode 
specifice de clasificare, urmărindu-se, evident, mărirea ratei de recunoaştere la un timp de 
clasificare cât mai mic. A utiliza aceeaşi metodă în toate nivelurile de clasificare de mai sus este o 
soluţie greşită: sau obiectele pot fi separate prin metode specifice foarte simple, fie numai metode 
sintactice duc la performanţele dorite. 
 Deoarece aplicaţia impune invarianţa la scalare se lucrează în general cu mărimea 
normalizată a obiectelor, adică (fig.2): 
 

(dx/L,dy/L)

unde L - distanţa între liniile portativului
 

Fig. 2. Normalizarea obiectelor. 
 

 Capitolul curent prezintă modul de implementare a unui clasificator (nivelul 3, fig.1) 
pentru recunoaşterea a şase simboluri muzicale: diez, bemol, becar, pauza 1/4, pauza 1/16 şi 
pauza 1/8, pentru care alte metode testate au dat rezultate mult mai slabe. 
 Aspectul obiectelor care urmează a fi recunoscute depinde de calitatea partiturii originale, 
performanţele scanner-ului utilizat în digitizare şi de efectele algoritmului de eliminare a liniilor 
portativului. Oricum, rezultă o mare variabilitate a formei simbolurilor din aceeaşi clasă (fig 3): 
 

diez becar bemol pauzapauza pauza rejecţie
1/4 1/16 1/8  

Fig. 3. Clasele de simboluri ce trebuiesc recunoscute. 



   19. Aplicaţie de recunoaştere a simbolurilor muzicale 
tipărite. 

 263

 Se remarcă utilizarea unei a 7-a clase de obiecte, "clasa de rejecţie" (Pudil[88]), care 
permite obţinerea unor rezultate net superioare. Din punct de vedere teoretic, introducerea ei este 
justificată de faptul că în lipsa clasei de rejecţie, spaţiul trăsăturilor este partiţionat în şase clase, 
astfel încât obiectele care nu aparţin la nici una din cele şase clase pot fi uşor atribuite lor. 
 Construind clasa de rejecţie, care include cifrele, literele, fragmente de simboluri şi 
obiecte concatenate, limita de decizie între clasa de rejecţie şi cele 6 clase devine bine precizată. 
 
19.2. Crearea setului de date de antrenament / test. 
 Pentru crearea seturilor de date de antrenament şi test se folosesc partituri tipice din 
punctul de vedere al fonturilor muzicale folosite. Simbolurile extrase sunt salvate sub formă de 
fişiere al căror nume indică apartenenţa la clasa corespunzătoare. 
 Simbolurile care trec de preclasificator şi sunt diferite de cele 6 simboluri studiate se 
atribuie clasei de rejecţie. Ele reprezintă cifre, litere, alte simboluri muzicale, fragmente de 
simboluri, simboluri concatenate. 
 Astfel s-au creat:  - 337 forme de tipul "diez"; 
    - 171 forme de tipul "bemol"; 
    - 223 forme de tipul "becar"; 
    - 360 forme de tipul "pauză 1/4"; 
    - 239 forme de tipul "pauză 1/16"; 
    - 351 forme de tipul "pauză 1/8"; 
    - 191 forme de tipul "rejecţie"; 
 Deci s-au folosit 1872 simboluri: setul de antrenament conţine primele 120 simboluri din 
fiecare clasă (plus clasa de rejecţie), deci în total 840 simboluri de antrenament şi 1032 simboluri 
în setul de test. De menţionat faptul că, deoarece simbolurile din setul de antrenament au fost 
alese aleator, există multe simboluri similare. Pentru selectarea în setul de antrenament a celor 
mai semnificative simboluri (fără a creşte dimensiunea acestui set) s-a dezvoltat un algoritm de 
gestiune a seturilor de antrenament, descris în paragraful 7. 
 
19.3. Sistemul de recunoaştere. 
 Recunoaşterea celor 6 simboluri muzicale a fost implementată (Duda[35]), (Meisel[72]) 
pe baza următoarei scheme bloc generale (fig.4): 
 

extragere

trăsături
selecţie
trăsături

clasificator

(reţea
neuronală)

decizie

 
Fig. 4. Schema bloc a clasificatorului. 

 
 În proiectarea acestui clasificator s-a urmărit, pe lângă optimizarea timpului de răspuns 
(cât mai mic) şi a ratei de recunoaştere (cât mai mare), şi posibilitatea unei implementări 
hardware, într-o structură dedicată de mare viteză, care să poată rezolva probleme asemănătoare 
(dar nu identice). 
 Selectorul de trăsături poate reţine cele mai semnificative caracteristici furnizate de 
extractorul de trăsături. Decizia clasificatorului este asimilată cu activarea specifică a ieşirilor 
reţelei neurale. 
 
19.4. Extragerea trăsăturilor. 
 Faza de extragere a trăsăturilor presupune parcurgerea următorilor paşi: 
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 a) Scalarea simbolurilor: 

  

scalare

 
 Se obţine o matrice binară de dimensiune constantă (32x32), conţinând imaginea scalată. 
Astfel este rezolvată invarianţa la scalare pe orizontală şi verticală, impusă de aplicaţie. 
 
 b) Transformata Cosinus Discretă (DCT) bidimensională: 

  

DCT-2D

 
 Se obţine o matrice de valori reale de aceeaşi dimensiune ca cea iniţială. Se foloseşte DCT 
deoarece proprietăţile ei o fac utilă în selecţia trăsăturilor (Rosenfeld[95]), (Ahmed[03]). 
 Un selector optimal de trăsături se construieşte astfel (fig.5): 
 

trăsături
reducere

T T
-1

X Y

(date)

YR XR

 
Fig. 5. Construcţia selectorului optimal de trăsături. 

 
 unde: 

)x,...,x,x( N21=X - vectorul de intrare; 
)y,...,y,y( N21=Y - vectorul transformat;  

)c,...,c,c,y,...,y,y( N2k1kk21 ++=YR  - vectorul de trăsături redus; el se obţine din Y 
înlocuind cu constante ultimele (N-K) valori; 

)xr,...,xr,xr( N21=XR  - estimaţia vectorului de intrare. 
TT

N
T
2

T
1 ,...,, uuuT = , cu )u,...,u,u( jN1j0j

T
j =u  este matricea unei transformări 

ortogonale unitare care se va determina în condiţiile minimizării erorii medii 
pătratice date de: 

   { })()(Ee T XXXX −×−=  
 Notând: 
  }))({(E TXXXXK XX −−= , matricea de covarianţă a intrării, unde }{E XX = , 
se obţine transformata Karhunen-Loeve discretă (sau Hotelling) cu proprietăţile: 

1. 0)( jNj =××− uIK XX λ  - liniile matricii transformării sunt valorile proprii ale 
matricii de covarianţă a domeniului de intrare; 
2. ),...,,( N21 λλλdiag=YYK  - transformarea furnizează la ieşire coeficienţi 
necorelaţi; 

3. ∑
+=

=
N

1kj
jλΕ  - expresia erorii. 

 Deoarece implementarea transformării (KL) este dificilă şi în plus, modelând intrarea {X} 
cu un proces Markov de ordinul 1, cea mai bună aproximare a transformării Karhunen-Loeve 
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discrete este DCT (Transformata Cosinus Discretă). Această modelare nu este foarte restrictiva 
şi se poate folosi cu succes în multe aplicaţii (Ahmed[03]). 
 Pentru calculul DCT există nu numai algoritmi rapizi de calcul, ci şi circuite specializate 
de mare viteză.. 
 Pentru cazul bidimensional se foloseşte: 

  )
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π v k(cos) 

N
π u j(cos f(j,k)

N2
1F(u,v)

1N

0j

1N

0i
∑∑

−

=

−

=

=  

  rezultând o matrice de aceeaşi dimensiune, cu valori reale, slab corelate. Valorile 
semnificative ale acestei matrici sunt plasate în colţul din stânga sus. 
 
 c) Ordonarea Zig - Zag. 
 Este o procedură de vectorizare a matricii DCT, după regula din figura de mai jos: 
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Matrice[8][8] ==> Vector[64];   Matrice[32][32] ==> Vector[1024]; 

 
 Deoarece DCT bidimensională concentrează informaţia din imaginea iniţială în colţul din 
stînga sus al matricii rezultate, după ordonarea Zig - Zag aceeaşi informaţie va fi regăsită în 
primele elemente ale vectorului obţinut. 
 
19.5. Selecţia trăsăturilor. 
 Pentru a minimiza timpul de clasificare/recunoaştere, cea mai bună soluţie este de a utiliza 
doar cele mai semnificative dintre trăsăturile extrase. În cazul nostru, trăsăturile cele mai 
semnificative se găsesc la începutul vectorului de trăsături. Ca urmare se reţin doar primele 66 
valori din vectorul Z[1024], adică 6.5% din valori, cele marcate cu negru în figura anterioară. 
 Conform afirmaţiilor anterioare, aceste elemente concentrează cea mai mare parte din 
informaţia din imaginea iniţială şi ele vor fi folosite în faza de recunoaştere. În plus, deoarece 
restul vectorului Zig-Zag nu este folosit, valorile corespunzătoare din matricea DCT nici nu mai 
trebuiesc calculate, ceea ce reduce semnificativ timpul de calcul al DCT (doar 18.8% din 
multiplicări sunt necesare). 
 
19.6. Reţeaua neurală. 
 Primele 66 elemente ale vectorului Z se aplică la intrarea unei reţele neurale de tipul 
perceptron cu trei straturi şi nelinearitate sigmoidală simetrică (+/-1) la toţi neuronii 
(Lipmann[66]), (Rumelhart[98]). 
 Număr de neuroni folosiţi este de 80 neuroni pentru stratul de intrare, 20 neuroni pentru 
stratul intermediar şi 6 neuroni pentru stratul de ieşire. 
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 Pentru antrenare s-a folosit evident algoritmul "backpropagation" cu factorul de câştig 
3.0=η , factorul de inerţie 7.0=α . Antrenarea s-a făcut prin aplicarea ciclică a trăsăturilor 

obiectelor din fiecare clasă la intrările reţelei neurale. 
 Fiecare neuron din stratul de ieşire este asignat unei clase, ca urmare ieşirea dorită pentru 
fiecare clasă înseamnă activarea neuronului corespunzător clasei respective şi inhibarea celorlalţi 
neuroni de ieşire. Pentru obiectele din clasa de rejecţie reţeaua neurală trebuie să răspundă cu 
toate ieşirile inactive. 
 Decizia de apartenenţă a unui obiect X la una din clase este de forma: 
 

 IF [y1>thr] and [y2<(-thr)] and [y3<(-thr)] and [y4<(-thr)] and [y5<(-thr] and [y6<(-thr)] THEN 
  Obiectul X aparţine clasei (1) 
 

unde pragul este 0<thr<1. Pentru cazul aplicaţiei de faţă se pot scrie 6 asemenea condiţii, câte una 
pentru fiecare clasă. Pentru clasa de rejecţie condiţia este: 
 

 IF [y1<(-thr)] and [y2<(-thr)] and [y3<(-thr)] and [y4<(-thr)] and [y5<(-thr] and [y6<(-thr)] 
THEN 
  Obiectul X aparţine clasei de rejecţie 
 

 Dacă nici una din cele 6+1 condiţii nu este adevărată, decizia este de "obiect 
nerecunoscut". Un asemenea tip de condiţie va furniza, evident şi funcţie de prag, mai multe 
obiecte nerecunoscute decât greşit recunoscute, în concordanţă cu cerinţele aplicaţiei. De notat 
faptul că este mai avantajos cazul în care clasificatorul furnizează obiecte nerecunoscute decât 
obiecte recunoscute greşit deoarece corectarea interactivă a obiectelor recunoscute greşit 
implică o operaţie în plus (ştergerea simbolului greşit recunoscut) pe lângă înlocuirea lui. 
 
19.7. Adaptarea setului de date de antrenament. 
 În exploatarea sistemului pot apare noi tipuri de fonturi ce trebuiesc recunoscute. De aceea 
este necesară actualizarea setului de date de antrenament şi reantrenarea periodică a reţelei 
neurale folosite. Am impus condiţia de limitare a numărului de simboluri din setul de antrenament 
pentru limitarea spaţiului de memorie folosit şi a timpului necesar pentru reantrenarea reţelei. 
 Descrierea mai amănunţită a acestui gen de algoritmi se poate găsi în capitolul 16. 
 
 
 
 
 
 Pentru estimarea scorurilor de coincidenţă pentru perechi de obiecte din setul de 
antrenament, au fost testate mai multe măsuri: 
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 care reprezintă distanţa Hamming între obiectele "K" şi "L" (imagini binare scalate - 
32x32). Este foarte uşor de calculat, dar pentru obiecte foarte asemănătoare, un mic zgomot poate 
afecta mult încadrarea în fereastră, deci şi valoarea calculată pentru scorul de coincidenţă. O 
expresie mai corectă este: 
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 care calculează cel mai bun scor de coincidenţă între simbolul (K) şi simbolul (L) translat 
pe orizontală şi verticală. Deoarece prelucrările ulterioare asupra imaginii (DCT) nu sunt 
invariante la translaţii, (2) ar putea fi folosită în cazul utilizării unui neocognitron în faza de 
recunoaştere. 
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 reprezintă distanţa euclidiană între obiectele "K" şi "L" descrise în spaţiul transformatei 
DCT. Este mai greu de calculat, deoarece setul de antrenament este memorat pe calculator sub 
forma imaginilor binare scalate. 
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 reprezintă distanţa euclidiană între vectorii "K" şi "L" rezultaţi în urma ordonării Zig-Zag. 
Implică de asemenea un volum mare de calcule, dar se referă exact la valorile care se aplică 
intrării în clasificator. Pe de altă parte pare mai corectă o ponderare a valorilor [I][K]Z , funcţie de 
contribuţia lor la "forma" simbolului, dar nu se pot face decât presupuneri privind valorile acestor 
ponderi. 
 Testele efectuate au arătat că distanţele (1), (3), (4) dau rezultate similare, aşa că distanţa 
(1) a fost aleasă datorită complexităţii reduse a calculelor  
 După o primă antrenare a reţelei, verificarea comportării ei pe setul de test furnizează un 
număr de simboluri nerecunoscute. La acestea se adaugă simbolurile nerecunoscute rezultate din 
exploatarea sistemului. Pe baza lor se schimbă succesiv structura bazei de date, reantrenând de 
fiecare dată reţeaua neurală folosită drept clasificator. Se îmbunătăţeşte astfel rata de recunoaştere 
în condiţiile menţinerii dimensiunii setului de forme de antrenament. 
 Dacă după un număr predeterminat de paşi numărul de erori de recunoaştere detectate nu 
devine suficient de mic, rezultă că reţeaua neurală folosită nu poate "învăţa" un număr atât de 
mare de simboluri, deci ar trebui adaugaţi neuroni pe primele două straturi ale reţelei neurale. 
 
19.8. Rezultate obţinute şi concluzii. 
 Timpul de recunoaştere obţinut (localizare, scalare, DCT, reţea neurală) pentru un 
calculator Pentium 200MHz este sub 100msec/simbol. 
 Rata de recunoaştere obţinută iniţial pentru setul de antrenament/setul de test (840 / 1032 
simboluri) rezultă din tabelul următor. 
 
Înainte de actualizare set antrenament:  După adaptare set antrenament (3iteraţii): 
Erori/Prag 0.1 0.2 0.3 0.4 Erori/Prag 0.1 0.2 0.3 0.4 
Diez 0 / 1 0 / 0 0 / 0 0 / 0 Diez 0 / 0 0 / 0 0 / 0 0 / 0
Becar 0 / 0 0 / 0 0 / 0 0 / 0 Becar 0 / 0 0 / 0 0 / 0 0 / 0
Bemol 0 / 1 0 / 1 0 / 0 0 / 0 Bemol 0 / 0 0 / 0 0 / 0 0 / 0
Pauză ¼ 2 / 6 1 / 4 0 / 3 0 / 1 Pauză ¼ 0 / 3 0 / 2 0 / 1 0 / 0
Pauză 1/16 0 / 0 0 / 0 0 / 0 0 / 0 Pauză 1/16 0 / 0 0 / 0 0 / 0 0 / 0
Pauză 1/8 1 / 4 1 / 3 0 / 2 0 / 1 Pauză 1/8 0 / 1 0 / 1 0 / 1 0 / 0
Rejecţie 0 / 2 0 / 1 0 / 1 0 / 0 Rejecţie 0 / 1 0 / 0 0 / 0 0 / 0
Total 3/ 14 2 / 9 0 / 6 0 / 2 Total 0 / 5 0 / 3 0 / 2 0 / 0
Antr(%) 0.36% 0.24% 0% 0% Antr(%) 0% 0% 0% 0% 
Test(%) 1.36% 0.87% 0.58% 0.19% Test(%) 0.47% 0.28% 0.19% 0% 

 
 Rularea aplicaţiei a furnizat într-o primă fază un număr de 42 simboluri nerecunoscute 
provenite de la un stil nou de partituri. Ele au fost adăugate setului de test (1072 simboluri) şi a 
fost rulată procedura descrisă anterior. 
 Câteva luni de utilizare a sistemului de recunoaştere au confirmat robusteţea lui şi 
eficacitatea algoritmului de adaptare a setului de antrenament. De asemenea a fost confirmată 
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ideea supradimensionării iniţiale a reţelei neurale, tocmai în scopul de a putea învăţa noi 
simboluri pe durata exploatării, folosind algoritmul de adaptare descris. 
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20. Recunoaşterea automată a textelor tipărite. 
 
 
 
 

20.1. Scanarea. 
20.2. Localizarea obiectelor din imagine. 
20.3. Localizarea zonelor de text din imagine. 
20.4. Definirea relaţiilor între obiecte. 
20.5. Algoritm de segmentare a textului prin analiză morfologică. 
 20.5.1. Conectarea obiectelor. 
 20.5.2. Tratarea conexiunilor convergente. 
 20.5.3. Tratarea conexiunilor divergente. 
 20.5.4. Tratarea conexiunilor multiple reziduale. 
 20.5.5. Ordonarea obiectelor din text. 
20.6. Extragerea trăsăturilor. 
20.7. Clasificarea propriu-zisă. 
20.8. Construcţia setului de date de antrenament şi test. 
20.9. Adaptarea setului de date de antrenament. 
20.10. Detalii de implementare, rezultate obţinute şi concluzii. 
 
 
 
 
 Studiile efectuate s-au concentrat în direcţia recunoaşterii caracterelor tipărite şi a 
caracterelor izolate scrise de mâna, deoarece pentru ambele cazuri pot fi folosite metode oarecum 
similare. Complexitatea mare a problemei e datorată nu atât numărului de caractere, cât 
variabilităţii mari a fonturilor utilizate în tipărirea documentelor, respectiv variabilităţii scrisului 
de mâna. 
 Scopul urmărit în această primă etapă este recunoaşterea textelor tipărite în condiţiile unor 
pagini de document suficient de bune calitativ, astfel încât să se evite, pe cât posibil, apariţia în 
text a caracterelor concatenate ("atinse") sau fragmentate ("sparte"). Deşi există soluţii şi pentru 
astfel de cazuri, ele nu formează obiectul studiului de faţă. 
 

    
Fig. 1. Caractere concatenate şi caractere fragmentate 

 
 Un sistem complet de recunoaştere a documentelor tipărite ar trebui să execute 
următoarele operaţii: 
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 1. Scanarea (achiziţia) imaginii documentului de recunoscut. De regulă, se obţine la ieşire 
un fişier, într-un format standard (PCX, BMP, TIFF, etc. în cazul conectării scanner-ului la un 
calculator compatibil IBM), care conţine imaginea scanată. 
 2. Separarea zonelor de text de cele grafice din imagine. Paşii următori se referă doar la 
zonele de text astfel localizate. Unele implementări de sisteme de recunoaştere descrise în 
literatură propun strategii diferite de abordare, ceea ce se traduce prin realizarea separării zonelor 
de text după sau chiar în cadrul operaţiei de localizare a obiectelor (pasul 3). 
 3. Localizarea obiectelor din imagine (sau din zona de text determinată) prin încadrarea 
lor într-o fereastră dreptunghiulară. 
 4. Ordonarea obiectelor, funcţie de poziţia lor relativă, de la stânga la dreapta şi de sus în 
jos, pentru a le furniza clasificatorului în ordinea naturală a scrisului. 
 5. Se tratează cazurile particulare ale punctului precedent, adică simbolurile compuse, 
precum "i", "j", "!"(semnul exclamării), "?"(semnul întrebării), ";"(punct şi virgulă), ":"(două 
puncte), """(ghilimele), "%"(procent), la care se adaugă, în cazul limbii române, caracterele "ă", 
"â", "î", "ş", "ţ", plus spaţiile( caracterele "blank" şi "tab). Funcţie de poziţia relativă a acestor 
obiecte ele se concatenează pentru a forma, în dreptunghiul de încadrare, simbolul căutat. 

Observaţie. Se poate adopta şi o altă strategie, mai puţin eficientă însă. Se renuntă în această 
fază la punctul 5, încercându-se recunoaşterea obiectelor izolate: "i fără punct", "j fără 
punct", "."(punct), ","(virgulă), "/"(de la procent %), "0" (de la procent %), urmând ca apoi 
să se ia decizia definitivă după reguli simple de forma: 

•  "."(punct) deasupra unui "i fără punct" ==> caracterul "i"; 
•  "0" în stânga-sus faţă de obiectul "/" şi un alt "0" în dreapta-jos faţă de acelaşi 

obiect "/" ==> caracterul "%", etc. 
 Ca urmare, se poate utiliza o tehnică de preclasificare a obiectelor în "obiecte mici", 

incluzând "."(punctul), ","(virgula), etc. şi restul obiectelor. Cu reguli de genul celor de mai 
sus se face apoi asamblarea obiectelor în caractere. Dezavantajul apare în cazul caracterelor 
compuse, la care obiectele componente se ating (caz destul de des întâlnit), pentru care 
această a doua metodă nu mai funcţionează. 

 6. Extragerea şi selecţia trăsăturilor are drept scop obţinerea celor mai semnificative 
trăsături ale fiecărui caracter. Ele trebuie să fie suficient de puţine la număr pentru a scurta timpul 
de clasificare, dar şi suficient de multe pentru a caracteriza cât mai bine fiecare caracter. 
 7. Clasificarea propriu-zisă furnizează la ieşire decizia de apartenenţă a fiecărui obiect la 
una din clasele posibile. 
 8. Pasul care urmează în mod natural este un analizor lexical care să valideze informaţiile 
furnizate de sistemul de recunoaştere. 
 
20.1. Scanarea. 
 Scanarea unei pagini de text (document) se face la o rezoluţie care să permită separarea 
corectă a obiectelor din pagină (dimensiunea unui pixel să fie mai mică decît grosimea oricărui 
obiect din pagină), fără să apară obiecte concatenate sau sparte din această cauză. Este de preferat 
o rezoluţie mai mare decât necesară pentru început (sunt posibile scalări ulterioare ale imaginii). 
 Deşi majoritatea scanner-elor existente pot furniza la ieşire imagini binare (deci gata 
segmentate), pentru calităţi mai slabe ale tipăriturii, ele dau rezultate nesatisfăcătoare, fapt pentru 
care este de preferat achiziţia imaginii în scară de gri, urmată de o segmentare folosind algoritmi 
mai performanţi. 
 Diferitele tipuri de scannere existente sunt livrate cu un software dedicat. Indiferent de 
principiul lor de funcţionare, pentru imaginile tip document, ele furnizează la ieşire un fişier, într-
un format standard, conţinând o imagine binară (la 1 bit/pixel) sau cu mai multe nuanţe (de gri sau 
culori). 
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 Formatele utilizate în mod curent sunt BMP, PCX şi TIFF. Deoarece există deja 
programe de conversie dintr-un format într-altul (Picture Eze, Graphics Workshop, etc.), am optat 
pentru lucrul cu formatul cel mai simplu, adică BMP. 
 Formatul PCX prezintă avantajul unui spaţiu-disc ocupat mai mic, datorită compresiei 
RLL utilizate. Formatul TIFF, probabil cel mai complet format de descriere a fişierelor 
imagistice, are un antet destul de complex, iar informaţia propriu-zisă poate fi necompresată sau 
compresată (cel mai ades cu algoritmul LZW care asigură o rată de compresie deosebit de bună). 
 De notat faptul că informaţia propriu-zisă este scrisă în fişier linie cu linie; un octet 
include deci 8 pixeli succesivi dintr-o linie, iar numărul de octeţi alocat unei linii este întotdeauna 
rotunjit la multiplu de 4 octeţi (32 biţi). Prima linie din imagine corespunde ultimei linii din fişier. 
 Selectarea unui fişier de imagine pentru recunoaştere corespunde deschiderii fişierului 
.BMP respectiv şi verificării câmpurilor antetului corespunzător acestui format, astfel încât să fie 
respectată condiţia ca fişierul să conţină o imagine (binară sau nu). Lungimea acestui fişier este: 
  8/NyxLL pixel/bitantettotal   ∆∆+=        (1) 
 
20.2. Localizarea obiectelor din imagine. 
 Algoritmul de localizare a obiectelor din imagine este, în principiu, un algoritm de 
urmărire de contur, adaptat la necesităţile aplicaţiei. 
 Paşii urmaţi de acest algoritm sunt următorii: 
 (a). Prima şi ultima linie, prima şi ultima coloană din imagine sunt şterse (forţate la 
alb=1), ceea ce asigură funcţionarea rapidă şi corectă a algoritmului. Nu se mai execută testele de 
"depăşire limite imagine" pentru fiecare pixel, ceea ce măreşte viteza de execuţie a urmăririi de 
contur. De asemenea, această ştergere nu poate produce nici un fel de pierdere de informaţie, 
deoarece nu pot exista informaţii esenţiale în zonele menţionate. 
 (b). Se baleiază imaginea linie cu linie, de sus în jos şi de la stânga la dreapta, până la 
depistarea unui pixel obiect. (Prin obiect, în cele ce urmează, vom desemna caracterele încă 
nerecunoscute, părţi sau fragmente de caracter, caractere concatenate, alte "pete" negre pe fond 
alb). 
 Se reţin coordonatele SX  şi SY  ale acestui prim pixel aparţinând unui obiect din imagine. 
El devine "pixelul curent", adică )Y,X(P CC . 
 (c). Plecând de la coordonatele )1Y,X( SS −  se baleiază vecinii pixelului curent, (în sens 
orar, de exemplu), în căutarea unui alt pixel obiect. 
 Dacă nu se găseşte aşa ceva, avem de-a face cu un pixel izolat, care se şterge, adică 

)(1),(),( albYXPYXP SSCC == . În caz contrar, pixelul nou găsit devine pixel curent, cu 
coordonatele )Y,X( CC . Astfel se elimină o parcurgere suplimentară a imaginii în scopul ştergerii 
pixelilor izolaţi. 
 Plecând de la precedentul pixel curent, se baleiază în acelaşi sens vecinii pixelului curent, 
până la depistarea unui nou pixel obiect, care va deveni pixel curent. Procedeul continuă până la 
închiderea conturului, adică până când pixel curent devine )Y,X(P SS . 
 (d). Pacurgerea conturului unui obiect este însoţită de determinarea limitelor 
dreptunghiului de încadrare, adică vor fi determinate valorile MAXMINMAXMIN Y,Y,X,X , astfel: 
  SMAXMINSMAXMIN XYY;XXX ==== ; (iniţializare) 
 apoi, pentru fiecare pas al algoritmului (pixel curent) avem: 
  ;XX)XX( CMINMINC =< THEN   IF        (2) 
  ;XX)XX( CMAXMAXC => THEN   IF        (3) 
  ;Y)YY( CMINMINC =< THEN Y  IF        (4) 
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  ;Y)XY( CMINMAXC =< THEN Y  IF        (5) 
 (e). Pacurgerea conturului unui obiect este însoţită de determinarea ariei mărginite de 
conturul urmărit. Dacă notăm cu A variabila-acumulator folosită pentru calculul ariei, iniţial avem 

0A =  şi pentru fiecare nou pixel de contur ea este incrementată cu o valoare dependentă de 
poziţia relativă a pixelului curent faţă de cel precedent, conform tabelelor următor: 
 

Sens orar parcurgere contur Sens trigonometric parcurgere contur 
Cod ∆∆∆∆x ∆∆∆∆y ∆∆∆∆A     Cod ∆∆∆∆x ∆∆∆∆y ∆∆∆∆A 

0 +1 0 +y  0 +1 0 -y 
1 +1 +1 +y+0.5  1 +1 +1 -y-0.5 
2 0 +1 0  2 0 +1 0 
3 -1 +1 -y+0.5  3 -1 +1 +y+0.5 
4 -1 0 -y  4 -1 0 +y 
5 -1 -1 -y-0.5  5 -1 -1 +y-0.5 
6 0 -1 0  6 0 -1 0 
7 +1 -1 +y-0.5  7 +1 -1 -y+0.5 

 
 Dacă valoarea finală obţinută pentru arie este negativă s-a parcurs un contur interior, deci 
nu avem de-a face cu un obiect autentic. Aria calculată pote fi folosită încă din această etapă 
pentru selectarea obiectelor foarte mici în scopul eliminării lor. 
 Odată localizat, obiectul ar putea fi salvat şi şters din imagine. De notat că este mai 
corectă ştergerea obiectelor din interiorul conturului închis depistat decât ştergerea tuturor 
pixelilor din dreptunghiul de încadrare, deoarece astfel se evită ştergerea unor informaţii utile ca 
în exemplul următor: 
 

şterge
obiect

şterge
obiect

 
Fig. 2. Ştergerea eronată a obiectelor localizate. 

 

 Apoi se reia baleiajul de la exact aceeaşi linie (Ys), în căutarea altor obiecte. Obiectele 
prea mici sau prea mari se vor elimina (filtrul logic). Condiţiile de eliminare folosite sunt 
următoarele: 
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20.3. Localizarea zonelor de text din imagine. 
 O componentă importantă a procesului de pregătire a unui document pentru recunoaştere 
este separarea zonelor de text din documentul scanat. O pagină document obişnuită poate conţine 
nu numai text ci şi imagini, desene, grafice, etc. 
 Separarea zonelor de text dintr-o imagine scurtează semnificativ timpul de operare, ştiut 
fiind faptul că operaţiile de netezire obiecte, localizare obiecte, ordonare pe rânduri şi coloane, 
etc. durează destul de mult şi aplicarea unor algoritmi specifici care să limiteze aria de interes 
doar la zonele de text este în măsură să micşoreze timpul de răspuns al sistemului de recunoaştere. 
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 Algoritmul RLSA (Run Length Smoothing Algorithm) conectează împreună în aceeaşi 
zonă caractere care sunt separate de mai puţin de un număr dat de pixeli. Acest algoritm se aplică 
pe verticală şi orizontală iar rezultatul final se obţine printr-o intersecţie logică între cele două 
imagini binare astfel obţinute. Rezultă astfel blocuri pentru fiecare rând de text. Apoi blocurile 
(deci rândurile de text) se concatenează pentru a forma paragrafe. 
 Iniţial obiectele din imagine pot fi clasificate în 6 tipuri (clase): 
  - Tip 1 : separator vertical.   - Tip 4 : text; 
  - Tip 2 : text sau zgomot;    - Tip 5 : tabel, diagramă sau grafic; 
  - Tip 3 : separator orizontal;   - Tip 6 : imagine "halftone"; 
 
 Testele de mărime se referă la înălţimea obiectelor şi la raportul lăţime/înălţime, iar testul 
de "halftone" verifică conectivitatea între liniile adiacente ale aceluiaşi bloc, prin studierea LAG 
(Line Adjacency Graph) ataşat blocului curent. Obiectele cu lăţime mare pot fi încadrate într-unul 
din tipurile (2), (3), sau (4); un obiect cu înălţime mare dar cu lăţime foarte mică va fi un 
separator vertical (6), etc. 

Bloc

test mărime

test mărime, înalţime/lăţime test "halftone"

test "halftone"test separator liniar

test separator liniar

Tip 1 Tip 2 Tip 3 Tip 4 Tip 5 Tip 6
 

Fig. 3. Clasificarea obiectelor din imagine funcţie de dimensiuni. 
 
 Estimarea înclinării liniei de bază a rîndurilor de text se poate face de asemenea prin mai 
multe metode. Se foloseşte curent o tehnică LMS de potrivire a unei linii care trece prin centrul 
blocului ataşat unui rînd de text. Pot apare erori de estimare din cauza înălţimii diferite a 
caracterelor în limbile ce folosesc caractere latine (ex.: "h" faţă de "e"). Deoarece frecvenţa cea 
mai mare de apariţie o au caracterele cu înălţime mică ("m","n","e","a","s", etc.), eliminându-le 
pe celelalte, se poate micşora eroarea de estimare a acestui unghi. 
 
20.4.Definirea relaţiilor între obiecte. 
 Două obiecte "i" şi "j" se pot considera ca aparţinând aceluiaşi rând din document dacă: 
  )]j(Y),i(Ymin[)]j(Y),i(Ymax[ MAXMAXMINMIN <  
 Dacă însă avem de-a face cu o scanare relativ incorectă, adică rândurile tipărite apar 
înclinate în imaginea scanată, atunci regula anterioară nu mai este valabilă. 
 Evident, pot fi utilizate tehnici mai performante de separare a rândurilor într-o imagine 
scanată, cum ar fi algoritmul următor: 

a) ordonează obiectele în ordinea crescătoare a lui MINX ; 
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b) pentru primul obiect din lista ordonată se selectează vecinul lui din dreapta, adică acel 
obiect "i" pentru care: 
  )]i(Y),1(Ymin[)]i(Y),1(Ymax[ MAXMAXMINMIN <  şi 

 )]K(X[min)i(X MIN,...2kMIN =
=  

c) Se selectează succesiv obiectele din acelaşi rând, folosind procedura de căutare 
anterioară. Căutarea se opreşte când nu mai există obiecte care să îndeplinească condiţiile de 
mai sus. Se obţine o secvenţă de obiecte aflată, în ordinea selectării, pe acelaşi rând, de la 
stânga la dreapta. 
d) Se elimină din şirul ordonat obiectele marcate anterior ca aparţinând unui rând. Se repetă 
paşii b), c), d) ai algoritmului, plecând de fiecare dată de la primul obiect din şirul ordonat. 
 Obiectele din acelaşi rând pentru care este îndeplinită condiţia: 
  )]j(X),i(Xmin[)]j(X),i(Xmax[ MAXMAXMINMIN <  
aparţin aceluiaşi caracter, deci ele vor fi concatenate prin plasarea lor într-o fereastră cu 
coordonatele colţurilor: 
  )])j(Y),i(Ymin[)],j(X),i(X(min[ MINMINMINMIN  şi 
  )])j(Y),i(Ymax[)],j(X),i(X(max[ MAXMAXMAXMAX  

 O altă procedură care ar putea fi folosită implică utilizarea unor ferestre mobile, şi este 
descrisă în continuare: 

a) ordonează obiectele în ordinea crescătoare a lui MINX ; 
b) pentru primul obiect din lista ordonată, care implicit este plasat pe prima poziţie din 
stânga a unui rând oarecare se construieşte o fereastră având ordonatele date de: 

 [ ]∗+∗ )-YY(kY,)-Y(Y-kY MINMAXMINMINMAXMIN  
căutarea făcându-se în această fereastră, după deplasarea ei pe orizontală, către dreapta. 
 

 
Fig. 4. Fereastră mobilă de căutare a caracterelor. 

 
 Avantajul acestei metode este evident în cazul în care apar caractere concatenate formate 
din obiecte care se ating, caz în care strategia bazată pe recunoaşterea obiectelor eşuează. 

 
 O altă variantă determină, după localizarea primului obiect, valoarea 2/)YY( MAXMIN + , 
căutarea următoarelor obiecte facându-se în stânga şi în dreapta obiectului găsit, de-a lungul liniei 
cu ecuaţia: 
  .const2/)YY(y MAXMIN =+=  
 Se remarcă posibilitatea funcţionării incorecte a acestei variante pentru anumite caractere 
speciale, precum ":", ";", ".", ",", etc. Amplasarea corectă în text a acestor simboluri se poate face 
ulterior. 
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 Dacă nu se execută în această fază operaţia de asamblare a caracterelor compuse din mai 
multe simboluri, asamblarea poate fi făcută mai tîrziu, pe baze logice. Către clasificator vor fi 
trimise în acest caz nu caractere ci obiecte. Lista obiectelor ce pot rezulta în urma operaţiei de 
localizare (fără asamblare) este: 

Cifrele(10): 01234567890; 
Litere mici(23): abcdefghklmnpqrstuvwxyz; 
Litere mari(25): ABCDEFGHIJKLMNPQRSTUWVXYZ; 
Caractere speciale(18): ( ) [ ] { } @ # $ & * + / \ < > ^ ~ 
Alte caractere şi fragmente de caractere(8): 
 - punct, virgulă, bară orizontală, bară verticală; 
 - "i fără punct", "j fără punct"; 
 - "semnul întrebării fără punct"; 
 - "0 de la procent %". 

 
 Rezultă un total de 84 simboluri la care, pentru cazul limbii române, ar putea fi adăugate 
căciuliţa de la "î" şi "â". Pot fi folosite în acest scop însă ultimele două simboluri de la caractere 
speciale (^ şi ~), deoarece diferenţierea între cele două perechi de simboluri se face relativ uşor 
din studiul poziţiilor relative ale obiectelor aflate pe acelaşi rând şi la aceeaşi abscisă: "^" şi "~" 
apar izolate, pe când căciuliţele apar deasupra unui "i fără punct", respectiv "a". 
 Caracterele "0"(zero), "o"(o mic) şi "O"(O mare), datorită formei lor mult prea 
asemănătoare vor fi considerate ca reprezentând un singur caracter. Diferenţierea lor se va face 
din analiza contextului, eventual din estimarea proporţiilor. 
 Odată recunoscute aceste obiecte, recunoaşterea caracterelor compuse se face după 
următorul şir de reguli: 
 

•  "."(punct) deasupra unui "i fără punct" ==> caracterul "i"; 
•  "."(punct) deasupra unui "j fără punct" ==> caracterul "j"; 
•  "0" în stânga-sus faţă de obiectul "/" şi un alt "0" în dreapta-jos faţă de acelaşi obiect "/" 

==> caracterul "%"; 
•  "."(punct) deasupra unui "."(punct) ==> caracterul ":"; 
•  "."(punct) deasupra unui ","(virgula) ==> caracterul ";"; 
•  "." (punct) sub o bară verticală ==> caracterul "!"; 
•  "." (punct) sub "semnul întrebării fara punct" ==> caracterul "?"; 

 În plus, pentru limba româna, apar regulile: 
•  "~" deasupra unui obiect "a" ==> caracterul "a"; 
•  "^" deasupra unui obiect "a" ==> caracterul "a"; 
•  "^" deasupra unui "i fără punct" ==> caracterul "i"; 
•  "," (virgula) sub un obiect "s" ==> caracterul "s"; 
•  "," (virgula) sub un obiect "t" ==> caracterul "t"; 
•  "," (virgula) sub un obiect "S" ==> caracterul "S"; 
•  "," (virgula) sub un obiect "T" ==> caracterul "T"; 
•  "-" (minus) sub sau deasupra unui alt "-" ==> caracterul "=". 

 
 Un alt set de reguli suplimentare pot fi folosite pentru a elimină anumite tipuri de erori, 
destul de frecvente, precum confuzia între "."(punct), ","(virgula),"^" şi "~": 

•  ","(virgula) sub un "! fără punct" se transformă în "." pentru a forma caracterul "!"; 
•  ","(virgula) sub un "? fără punct" se transformă în "." pentru a forma caracterul "?"; 
•  ","(virgula) deasupra unui "i fără punct" se transformă în "." pentru a forma caracterul 

"i"; 
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•  ","(virgula) deasupra unui "j fără punct" se transformă în "." pentru a forma caracterul 
"j"; 

•  "."(punct) sub un caracter "s", "S", "t", "T" se transformă în obiectul "virgulă" pentru a 
forma caracterele din limba română "s", "S", "t", "T"; 

 
20.5. Algoritm de segmentare a textului prin analiză morfologică. 
 În acest paragraf se descrie un algoritm original de segmentare a textului prin analiza 
morfologică a obiectelor din imagine. El se bazează pe folosirea unor informaţii apriorice 
referitoare la structura oricărui text tipărit. 
 
 Orice text tipărit poate fi definit ca o mulţime de obiecte (care pot fi caractere sau părţi 
din caractere – cum ar fi punctul literei "i") a căror poziţii relative permit gruparea lor în 
caractere, a caracterelor în cuvinte, a cuvintelor în rânduri şi, eventual, a rândurilor în 
paragrafe şi a paragrafelor în coloane. 
 
 Această definiţie constituie cheia algoritmului care va fi descris în continuare. 
 Doar câteva caractere sunt compuse din mai multe obiecte. Pe lângă "i", "j", "!"(semnul 
exclamării), "?"(semnul întrebării), ":"(două puncte), ";"(punct şi virgulă), "”"(ghilimele) şi 
"%"(procent) care se folosesc în mai toate limbile de origine europeană, s-au mai introdus în 
studiu caracterele specifice limbii române: "ă", "î", "ş", "ţ", "â". 
 Propoziţiile următoare definesc poziţiile relative ale obiectelor din cadrul caracterelor 
compuse: 
• Toate aceste caractere compuse sunt alcătuite din câte două obiecte, cu excepţia 

caracterului "%"(procent). 
• Toate caracterelor compuse se caracterizează prin amplasarea relativă a celor două obiecte 

componente "unul deasupra celuilalt", cu excepţia caracterelor "”"(ghilimele) şi 
"%"(procent). 

• Caracterul "”"(ghilimele) este format din două obiecte de dimensiuni aproximativ egale, 
mai mici decât caracterele necompuse şi amplasate pe aceeaşi linie 

• Caracterul "%"(procent) este compus din trei obiecte, un "0" în stânga-sus faţă de obiectul 
"/" şi un alt "0" în dreapta-jos faţă de acelaşi obiect "/". 

 Analizând, pe baza propoziţiilor precedente, obiectele localizate într-o imagine se 
realizează gruparea obiectelor în caractere. 
 Un alt grup de reguli poate fi definit pentru gruparea caracterelor în cuvinte pentru 
limbile de origine europeană. 
• În cadrul unui cuvânt, caracterele se poziţionează pe aceeaşi linie, unul în stânga celuilalt. 
• Distanţele dintre caractere sunt sensibil mai mici decât distanţele dintre cuvinte. 
 Următorul grup de reguli poate fi definit pentru gruparea cuvintelor în rânduri pentru 
limbile de origine europeană. 
• În cadrul unui rând, cuvintele se poziţionează pe aceeaşi linie, unul în stânga celuilalt. 
• Distanţele dintre coloane sunt sensibil mai mari decât distanţele dintre cuvinte. 
 Pentru gruparea rândurilor în paragrafe, funcţie de stilul de tehnoredactare ales, poate fi 
folosită una din regulile următoare (de obicei doar una din ele este adevărată). 
• Distanţa dintre două paragrafe este mai mare ca distanţa dintre două rânduri. 
• Rândul de început al unui paragraf are limita stângâ sensibil mai mare decât limita stânga 

a următorului rând din paragraf. 
 Pentru gruparea paragrafelor în coloane, poate fi folosită una din regulile următoare (de 
obicei doar una din ele este adevărată). 
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• Paragrafele din aceeaşi coloană au aceeaşi limită stângă şi (aproximativ) aceeaşi limită 
dreaptă. 

• Distanţele pe orizontală dintre coloane sunt sensibil mai mari decât distanţele dintre 
cuvinte. 

• Distanţele pe verticală dintre coloane sunt sensibil mai mari decât distanţele dintre 
paragrafe. 

 Adesea segmente de linie suplimentare se folosesc ca separatori de coloane sau pentru 
separarea articolelor între ele. 
 Relaţiile dimensionale definite până acum urmează a fi traduse în relaţii matematice mai 
departe. Folosind regulile descrise aici s-a dezvoltat un algoritm original de segmentare a textului 
din imaginile digitale. 
 
20.5.1. Conectarea obiectelor. 
 În această fază se urmăreşte construcţia unui graf orientat care să descrie cât mai fidel 
relaţiile dintre obiectele localizate în imagine. Fiecare din nodurile acestui graf este aferent unuia 
din obiectele detectate în imagine. Conexiunile dintre ele (arcele) se construiesc pe baza poziţiilor 
relative are obiectelor corespunzătoare, folosind un set de reguli deduse folosind propoziţiile 
definite în paragraful următor. 
 În faza iniţială se face o conectare preliminară a obiectelor, după care se încearcă tratarea 
conexiunilor multiple (conexiuni de la sau către un nod comun). 
 Regula folosită în această fază iniţială este dată de: 
• Orice obiect se conectează cu cel mai apropiat obiect aflat în dreapta sa, pe aceeaşi linie. 
 Implementarea acestei reguli se realizează principial în doi paşi: 
• Se conectează mai întâi orice obiect cu toate obiectele aflate în stânga sa pe acelaşi rând. 
• Pentru orice tripletă de obiecte {A, B, C} aflate în această ordine pe acelaşi rând, în 

perechea de conexiuni [A->B] şi [A->C] se înlocuieşte ultima conexiune cu [B->C]. 
 Graful orientat care se obţine în această fază din imaginea unei zone de text va conţine 
conexiuni multiple doar pentru caracterele compuse. Prezenţa în imagine a altor zone diferite de 
cele de text (linii, grafice, imagini) generează conexiuni multiple suplimentare. După tratarea 
acelor conexiuni multiple datorate caracterelor multiple, se poate presupune cu un grad extrem de 
mare de siguranţă, că toate conexiunile multiple rămase sunt aferente obiectelor de tip linie, 
grafic, imagine, dar nu obiectelor de tip text. 

• Pentru fiecare obiect din imagine (nod în graf) se reţin următoarele informaţii: 
• Coordonatele punctului de start pentru parcurgerea conturului; ele sunt necesare în 

acele cazuri în care dreptunghiurile de încadrare ale caracterelor alăturate se suprapun, 
caz destul de des întâlnit dacă caracterele din text sunt de tip “italic”. Coordonatele 
acestui punct de start sunt necesare pentru selecţia rapidă a obiectului vizat din 
dreptunghiul de încadrare; 

• Coordonatele dreptunghiului de încadrare; 
• Lista referinţelor către obiectele ţintă cu care acest obiect este conectat; 
• Lista referinţelor către obiectele rădăcină conectate cu acest obiect; 
• Indicator pentru cazul in care obiectul curent este ataşat unui alt obiect împreună cu 

care formează un obiect compus; 
 Pentru accelerarea manipulării informaţiilor referitoare la obiectele din imagine şi 
conexiunile între ele se poate completa lista precedentă cu: 

• Numărul obiectelor ţintă cu care este conectat obiectul curent; 
• Numărul obiectelor rădăcină conectate cu acest obiect; 
• Indicator pentru obiectele aflate la început de rând de text. 
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20.5.2. Tratarea conexiunilor convergente. 
 Plecând de la ipoteza că unele din conexiunile multiple rămase sunt datorate caracterelor 
compuse din mai multe obiecte, se verifică poziţiile relative ale acestor obiecte şi dacă ele satisfac 
ipotezele corespunzătoare descrise în paragraful 20.4, vor fi etichetate în mod corespunzător. 
 În figurile următoare este prezentat un caz tipic de evoluţie a unei conexiuni convergente 
datorate unui caracter compus (litera "i" în acest caz). Ambele obiecte componente ale acestui 
caracter se află pe acelaşi rând cu caracterul "b", ceea ce duce la apariţia conexiunii convergente. 
 Deoarece obiectele "punct" şi "m" nu se află în aceeaşi coloană, conexiunea de la obiectul 
"punct" la obiectul "b" se înlocuieşte cu conexiunea mai scurtă de la obiectul "punct" la obiectul 
"m". Se obţine o conexiune multiplă similară, care se tratează folosind aceleaşi reguli. Situaţia 
obţinută acum este diferită, deoarece obiectele rădăcină ale conexiunii multiple se află acum în 
aceeaşi coloană, deci se poate presupune că ele aparţin aceluiaşi caracter. Ca urmare, se va 
eticheta într-un mod special obiectul rădăcină mai mic ("punct") şi va fi ataşat de obiectul 
rădăcină mai mare "i fără punct". 
 

  
 

  
Fig. 5. Tratarea conexiunilor convergente. 

 
 Generalizând, o conexiune convergentă se tratează folosind următoarele două reguli: 
• Dacă obiectele rădăcină ale unei conexiuni convergente se află în coloane diferite, 

conexiunea de la obiectul rădăcină aflat mai la stânga capătă ca destinaţie celălalt obiect 
rădăcină. 

• Dacă obiectele rădăcină ale unei conexiuni convergente se află în aceeaşi coloană, obiectul 
rădăcină mai mic se conectează la obiectul rădăcină mai mare, conexiunea sa către 
obiectul destinaţie este distrusă, el fiind etichetat ca obiect "ataşat". 

 
20.5.3. Tratarea conexiunilor divergente. 
 Se va folosi şi în acest caz ipoteza că unele din conexiunile multiple rămase sunt datorate 
caracterelor compuse din mai multe obiecte. Verificând poziţiile relative ale acestor obiecte pe 
baza ipotezelor corespunzătoare descrise în paragraful 20.4, ele pot fi tratate în mod asemănător 
conexiunilor convergente. 
 În figurile următoare este prezentat un caz tipic de evoluţie a unei conexiuni divergente 
datorate unui caracter compus (litera "i"). Ambele obiecte componente ale acestui caracter se află 
pe acelaşi rând cu caracterul "l", ceea ce duce la apariţia conexiunii divergente. 
 Deoarece obiectele "punct" şi "a" nu se află în aceeaşi coloană, conexiunea de la obiectul 
"l" la obiectul "punct" se înlocuieşte cu conexiunea mai scurtă de la obiectul "a" la obiectul 
"punct". Se obţine o conexiune divergentă similară, care se tratează folosind aceleaşi reguli. 
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Situaţia obţinută după trei paşi este diferită, deoarece obiectele ţintă ale conexiunii multiple se 
află acum în aceeaşi coloană, deci se poate presupune că ele aparţin aceluiaşi caracter. Ca urmare, 
se va eticheta într-un mod special obiectul rădăcină mai mic ("punct") şi va fi ataşat de obiectul 
rădăcină mai mare "i fără punct". 
 

  
 

  
Fig. 6. Tratarea conexiunilor divergente. 

 
 Generalizând, o conexiune divergentă se tratează folosind următoarele două reguli: 
• Dacă obiectele ţintă ale unei conexiuni convergente se află în coloane diferite, conexiunea 

către la obiectul ţintă aflat mai la dreapta capătă ca rădăcină celălalt obiect ţintă. 
• Dacă obiectele ţintă ale unei conexiuni divergente se află în aceeaşi coloană, obiectul ţintă 

mai mic se conectează la obiectul ţintă mai mare, conexiunea sa de la obiectul rădăcină 
este distrusă, el fiind etichetat ca obiect "ataşat". 

 Se poate remarca cu uşurinţă simetria existentă în modul de tratare a conexiunilor 
convergente şi a celor divergente. 
 
20.5.4. Tratarea conexiunilor multiple reziduale. 
 Conexiunile multiple rămase în această fază a algoritmului pot fi datorate unor cauze 
diferite: 
• Erori de scanare, de obicei sub forma caracterelor fragmentate, ceea ce duce la mai mult de 

două obiecte pentru un caracter. De asemenea prezenţa zgomotului poate avea acelaşi 
efect. 

• Prezenţa în imaginea scanată a unor obiecte diferite de text: linii, desene, imagini 
binarizate (halftone images). 

• Prezenţa în imaginea scanată, în zonele de text, a formulelor matematice. 
 Obiectele implicate în conexiunile multiple rămase se tratează separat, încercându-se fie 
concatenarea lor, fie eliminarea unor conexiuni inutile, fie chiar eliminarea unora din obiecte din 
faza de recunoaştere. Se apelează pentru aceasta la criterii dimensionale şi la analiza poziţiei lor 
relative. 
 Apariţia în text a caracterelor de tip “italic” duce adesea la suprapunerea drepunghiurilor 
de încadrare a caracterelor alăturate. 
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Fig. 7. Suprapunerea dreptunghiurilor de încadrare. 

 Aceasta nu afectează cu nimic comportarea algoritmului de segmentare, atâta timp cât 
caracterele nu se ating între ele. În faza de recunoaştere trebuie însă avut în vedere faptul că nu 
trebuie analizat întreg conţinutul dreptunghiului de încadrare, ci doar caracterul corespunzător. 
 
20.5.5. Ordonarea obiectelor din text. 
 Folosind metoda descrisă până acum, este foarte simplu de efectuat ordonarea obiectelor 
din text, pentru a furniza la intrarea clasificatorului caracterele în ordinea naturală a scrisului şi a 
stabili în acelaşi timp localizarea finală a celorlalte componente ale documentului: cuvinte, 
rânduri, paragrafe, eventual coloane, linii, desene, imagini. 
 Folosind informaţia din structura de date care descrie graful orientat obţinut până acum se 
realizează mai întâi gruparea obiectelor în caractere, grupând obiectele etichetate ca “ataşate” 
astfel încât ele vor fi considerate mai departe ca formând împreună un caracter. 
 Gruparea caracterelor în cuvinte este echivalentă cu detectarea separatorilor (spaţiilor) 
dintre cuvinte. Este o operaţie simplă care are ca efect etichetarea conexiunilor între acele 
caractere care sunt suficient de depărtate între ele. Pragul peste care distanţa între două caractere 
se consideră a fi un separator de cuvânt se determină foarte simplu, ca o fracţiune din înălţimea 
caracterelor respective. După faza de recunoştere între caracterele recunoscute corespunzătoare se 
vor însera unul sau mai multe caractere spaţiu, funcţie de distanţa măsurată. 
 O distanţă foarte mare între două caractere aflate pe acelaşi rând poate însemna faptul că 
ele aparţin unor coloane de text diferite. 
 

Coloana 1 Coloana 2 Coloana 3

 
Fig. 8. Ordonarea rândurilor şi coloanelor de text. 

 
 În acest caz conexiunea între caracterele corespunzătoare trebuie distrusă, iar în aplicarea 
algoritmului de ordonare a rândurilor de text trebuie analizată poziţia relativă a rândurilor 
depistate, nu doar ordonata începutului de rând. 
 
 
20.6. Extragerea trăsăturilor. 
 Faza de extragere a trăsăturilor presupune parcurgerea următorilor paşi: 
 a) Scalarea simbolurilor: 
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 Se obţine o matrice binară de dimensiune constantă, conţinând imaginea scalată. Astfel 
este rezolvată invarianţa la scalare pe orizontală şi verticală, impusă de aplicaţie. 
 b) Transformata Cosinus Discretă bidimensională: 

  
 Deoarece implementarea transformării optimale (Karhunen-Loeve) este dificilă, modelând 
intrarea {X} cu un proces Markov de ordinul unu, cea mai bună aproximare a transformării 
Karhunen-Loeve discretă este DCT (Transformata Cosinus Discretă). Această modelare nu este 
foarte restrictivă şi se poate folosi cu succes în multe aplicaţii. 
 Pentru calculul DCT există nu numai algoritmi rapizi de calcul, ci şi circuite specializate 
de mare viteză. 
 Pentru cazul bidimensional se foloseşte: 

  )
N
π v k(cos) 

N
π u j(cos f(j,k)
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∑∑
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 rezultând o matrice de aceeaşi dimensiune, cu valori reale, slab corelate. Valorile 
semnificative ale acestei matrici sunt plasate în colţul din stânga sus. 
 c) Ordonarea Zig - Zag. 
 Este o procedură de vectorizare a matricii DCT, după regula din figura de mai jos: 
 

Mat[8][8] ===> Z[64];  Mat[D][D] ===> Z[D*D]; 
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Fig. 9. Ordonarea Zig-Zag. 

 
 Deoarece DCT bidimensională concentrează informaţia din imaginea iniţială în colţul din 
stânga sus al matricii rezultate, după ordonarea Zig - Zag aceeaşi informaţie va fi regăsită în 
primele elemente ale vectorului obţinut. 
  d) Selecţia trăsăturilor. 
 Se reţin primele F valori din vectorul Z[D*D], adică doar o fracţiune din valori, cele 
marcate cu negru în figura de mai sus. Conform afirmaţiilor anterioare, aceste elemente 
concentrează cea mai mare parte din informaţia din imaginea iniţială şi ele vor fi folosite în faza 
de recunoaştere. 
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 Acest bloc funcţional elimină trăsăturile care sunt neimportante în faza de recunoaştere. 
Ieşirile lui sunt aplicate la intrarea clasificatorului neural. Soluţia prezentată de obţinere a 
trăsăturilor poate fi implementată pe un suport hardware dedicat de mare viteză, care poate fi 
utilizat pentru a rezolva probleme similare. 
 
20.7. Clasificarea propriu-zisă. 
 La intrarea în sistemul de clasificare se aplică, pentru fiecare caracter, vectorul de trăsături 
extrase în faza precedentă, la care se adaugă dimensiunile normalizate ale fiecărui caracter 
(normalizarea se face prin raportare la înalţimea estimată a rândului). De asemenea se utilizează şi 
raportul dimensiunilor dreptunghiului de încadrare. 

dX=Dx/R

dY=Dy/R

L=Dx/Dy
 

 Se remarcă faptul că aceste noi trăsături sunt şi ele invariante la scalare, aşa cum aplicaţia 
o cere. 
 Caracterele care trebuiesc recunoscute sunt 89 la număr: 

Cifrele(10): 0123456789; 
Litere mici(25): abcdefghijklmnpqrstuvwxyz; 
Litere mari(25): ABCDEFGHIJKLMNPQRSTUWVXYZ; 
Caractere speciale(29): ( ) [ ] { } @ # $ & * + / \ < > ^ ~ 
 . ,(virgula, apostroafe) -(minus, underline) | ? ! % " ; : = 

 Pentru limba română mai apar în plus şi caracterele "ă", "â", "î", "ş", "ţ". 
 Numărul lor poate fi redus la 78 dacă se realizează recunoaşterea unor caractere simple 
încă din faza de localizare, utilizând pentru aceasta doar măsurătorile dimensionale (trăsături) 
menţionate mai sus: dimensiunile normalizate la înălţimea estimată a rândului pentru fiecare 
caracter şi raportul dimensiunilor dreptunghiului de încadrare. Pot fi astfel recunoscute 
următoarele caractere: -(minus), _(underline), =(egal), !(semnul exclamării), |(bara verticală), 
.(punct), ,(virgula), ;(punct şi virgulă, :(două puncte), "(ghilimele), ' şi `(apostroafe). 
 Complexitatea problemei poate fi micşorată împărţind-o în mai multe sarcini mai mici, şi 
anume alcătuind câteva grupe de caractere (fiecare caracter = o clasă) şi apoi construind câte un 
clasificator pentru fiecare grupă de caractere. Trăsăturile extrase se aplică simultan la intrările 
tuturor clasificatorilor şi în mod normal unul singur va furniza decizia de recunoaştere. Rolul 
logicii de decizie este de a furniza o decizie corectă în cazurile cu o oarecare doză de 
incertitudine, utilizând informaţiile furnizate de toate clasificatoarele. Schema bloc a unui 
asemenea sistem este prezentată în figura 10. 
 Pentru simbolurile nerecunoscute se mai face o încercare în ipoteza că ele reprezintă 
caractere concatenate: se încearcă separarea lor cu metode specifice, apoi rezultatul este iarăşi 
aplicat la intrarea clasificatorului pentru o nouă încercare. 
 Avantajul unei asemenea scheme apare evident în cazul unei structuri de calcul paralel 
care să implementeze reţelele neurale componente ale clasificatorului. Deşi această variantă este 
optimă, se poate utiliza, pentru simplificarea problemei, un preclasificator care să specifice cărei 
grupări îi aparţine fiecare caracter de intrare şi în consecinţă, care reţea neurală trebuie folosită 
pentru recunoaşterea efectivă. 
 Această variantă este descrisă în schema bloc din figura 11: 
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Fig. 10. Sistem de recunoaştere caractere, varianta 1. 
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Fig. 11. Sistem de recunoaştere caractere, varianta 2. 
 
 Folosind un algoritm de grupare, cum ar fi algoritmul LBG (Linde-Buzo-Gray) de 
cuantizare vectorială, se construiesc prin antrenare nesupervizată un număr (predeterminat sau nu, 
funcţie de algoritmul ales) de G grupe, fiecăreia ataşându-i-se câte un clasificator. Trăsăturile 
extrase se aplică modulului de grupare care indică cărei grupe îi aparţine fiecare caracter ce 
trebuie recunoscut. Odată această informaţie cunoscută, se selectează, folosind comutatorul, 
clasificatorul ataşat grupei determinate. Ieşirea lui va furniza decizia de apartenenţă a caracterului 
de intrare la una din clasele posibile sau îl va rejecta în cazul eşuării operaţiei de recunoaştere. 
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 Schema simplificată a unui sistem de recunoaştere este: 
 

extrage

trăsături
selecţie
trăsături

clasificator

reţea
neurală

decizieintrare

 
Fig. 12. Schema simplificată a unui sistem de recunoaştere. 

 
 În proiectarea acestui clasificator s-a urmărit, pe lângă optimizarea timpului de răspuns 
(cât mai mic) şi a ratei de recunoaştere (cât mai mare), şi posibilitatea unei implementări 
hardware, într-o structură dedicată de mare viteză, care să poată rezolva probleme asemănătoare 
(dar nu identice). 
 Selectorul de trăsături poate reţine cele mai semnificative caracteristici furnizate de 
extractorul de trăsături. O anume decizie a clasificatorului înseamnă o configuraţie particulară de 
activare a neuronilor de pe stratul de ieşire a reţelei. 
 Primele F elemente (F<L*L) ale vectorului Z se aplică la intrarea unei reţele neurale de 
tipul perceptron cu trei straturi şi nelinearitate sigmoidală simetrică (+/-1) la toţi neuronii. 
 Numărul de neuroni folosiţi în primul din cele trei straturi depinde de numărul de trăsături 
extrase. Stratul de ieşire trebuie să aibă un număr de neuroni dependent de numărul de clase din 
grupa corespunzătoare şi de regula de decizie adoptată. 
 Dacă numărul de neuroni este egal cu numărul de clase din grupă, regula de decizie 
adoptată este: 
  Caracterul iC  aparţine clasei "K" dacă: 
   Yk>Prag şi Yj<(1-Prag), oricare kj ≠ , unde 0<Prag<1. 
 Se remarcă faptul că, pentru obiectele nerecunoscute, reţeaua neurală trebuie să răspundă 
în acest caz cu toate ieşirile inactive sau cu mai mult de o ieşire activă. Caracterele nerecunoscute 
corespund fie caracterelor aparţinând altor grupări, fie caracterelor concatenate, caz în care toate 
reţelele neurale vor trebui să răspundă identic. 
 Dacă numărul de neuroni este mai mic decât numărul de clase din grupă, regula de decizie 
adoptată poate fi: 
  Caracterul iC  aparţine clasei "K" dacă: 
   { 0]2[K div P =  şi Yp<(1-Prag) } sau { 0]2[K div P =  şi Yp>Prag }, 
  unde p este numărul de ordine al ieşirii, cu Ng]]log[5.0[p 2+= , iar Ng - numărul de 
clase din grupa "g". 
 În acest caz p este lungimea minimă de reprezentare în binar a lui Ng, iar la ieşirea reţelei 
vor trebui activaţi doar acei neuroni corespunzători lui "1" logic în reprezentarea binară a lui K. 
Pentru obiectele nerecunoscute reţeaua va răspunde activând neuronii de ieşire după o 
configuraţie corespunzătoare codului 1K + . 
 Pentru antrenare s-a folosit evident algoritmul "backpropagation" cu factorul de câştig 

3.0=η , factorul de inerţie 7.0=α . 
 
20.8. Construcţia setului de date de antrenament şi test. 
 Pentru obţinerea unui set de antrenament şi test reprezentativ trebuiesc selectate 
documente tipărite caracteristice unei game cât mai largi de fonturi, mărimi de simboluri şi calităţi 
ale tipăriturii. Vor trebui incluse, pentru acelaşi font, variantele normal, bold, italics şi bold-
italics. 
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  Setul de antrenament conţine simboluri etichetate din toate clasele şi se remarcă în plus 
utilizarea unei clase de obiecte, "clasa de rejecţie", care include, pentru fiecare grupare, 
caracterele care nu aparţin acelei grupări, plus un set de caractere concatenate. Ea permite, pentru 
fiecare grupare în parte, obţinerea unor rezultate net superioare. 
 Pentru determinarea claselor care aparţin de fiecare grupare, s-a optat pentru utilizarea 
algoritmului LBG (Linde-Buzo-Gray) de cuantizare vectorială, care este în esenţă un algoritm de 
grupare cu număr predeterminat de clase. El permite construirea unui număr predeterminat de 
grupe, conţinând formele cele mai apropiate. 
 Analizând componenţa fiecărei clase, se poate decide care anume caractere vor fi atribuite 
fiecărui clasificator. Tot astfel se pot trage concluzii privind probabilităţile de eroare de clasificare 
pentru diferite clase: vor fi confundate mai uşor obiecte aflate în aceeaşi grupare şi nu în grupări 
diferite. 
 Cu cât sunt mai multe grupări, cu atât complexitatea clasificatorului neural este mai mică 
(scade numărul de neuroni de pe stratul intermediar şi cel de ieşire), ceea ce diminuează timpul de 
antrenament şi spaţiul de memorie ocupat de fiecare clasificator. Pe de altă parte, mărirea 
numărului de grupări creşte atât timpul global de antrenament, cât şi spaţiul total de memorie 
ocupat. În concluzie, numărul de grupări ale caracterelor trebuie să satisfacă un compromis în 
ceea ce priveşte timpul de antrenament şi spaţiul de memorie ocupat. 
 De notat faptul că, pentru o implementare paralelă prima variantă optimizează timpul de 
răspuns. 
 Construcţia efectivă a bazei de date pentru fiecare clasificator în parte se face selectând un 
set semnificativ de caractere extrase din documente, toate aparţinând grupării aferente, la care se 
adaugă simbolurile pentru clasa de rejecţie, conform celor de mai sus. Pentru fiecare asemenea 
caracter se parcurg etapele: scalare, DCT-2D, ordonare Zig-Zag şi selecţie de trăsături. 
Rezultatul este un vector de date, care se va salva într-un fişier pe disc. 
 Este foarte importantă pentru funcţionarea corectă a algoritmilor de antrenare (LBG şi 
backpropagation) ordinea de aplicare a datelor de intrare. Studiile efectuate au arătat că pentru 
algoritmul LBG este de preferat selecţia unei ordini aleatoare de aplicare a vectorilor de trăsături 
corespunzători claselor. 
 Pentru algoritmul de antrenare a perceptronului multistrat s-a optat pentru o ordine 
aleatoare de aplicare a vectorilor de date, dar intercalând între oricare doi asemenea vectori un 
vector de trăsături corespunzător unui caracter din clasa de rejecţie. O asemenea construcţie 
reuşeşte să elimine majoritatea erorilor de tipul "caracter recunoscut greşit" (confuzie de 
caractere), ştiut fiind faptul că erorile de tipul "caracter nerecunoscut" pot fi semnalate şi deci 
corectate interactiv în faza de exploatare. 
 
20.9. Adaptarea setului de date de antrenament. 
 În exploatarea sistemului pot apare noi tipuri de fonturi ce trebuiesc recunoscute. De aceea 
este necesară actualizarea setului de date de antrenament şi reantrenarea periodică a 
clasificatorului (reţelelor neurale) folosit. 
 A adauga noile simboluri la setul de antrenament nu este o soluţie eficientă deoarece astfel 
creşte necondiţionat dimensiunea setului de antrenament. S-a impus condiţia de limitare a 
numărului de simboluri din setul de antrenament pentru limitarea spaţiului de memorie folosit şi a 
timpului necesar pentru reantrenare. 
 Soluţia utilizată este de a începe cu un număr fix de simboluri în setul de antrenament şi 
apoi să se înlocuiască succesiv simboluri din acele perechi de simboluri având cele mai mari 
scoruri de coincidenţă, cu noile simboluri ce trebuiesc învăţate. Algoritmul a fost testat folosind 
caractere nerecunoscute sau recunoscute greşit din setul de test, iar apoi adăugând în setul de 
antrenament "greşelile" furnizate de exploatarea sistemului de recunoaştere. 



20. Recunoaşterea automată a textelor tipărite.  

 286

 Algoritmul de actualizare a setului de antrenament utilizat se rulează pentru fiecare grup 
de clase în parte, începe după o primă antrenare a reţelei neurale şi a fost descris amănunţit în 
paragraful precedent. 
 Se elimină doar un singur simbol din fiecare pereche de simboluri corespunzătoare celor 
mai bune scoruri de coincidenţă. Se utilizează pentru aceasta regula: 
  L"" simboleliminã THEN  )( IF )(

,
)(

,
C
ILNI1

C
IKNI1

DMin)(DMin
≤≤≤≤

>  

      K"" simboleliminã  ELSE  
 Această strategie selectează cele mai reprezentative simboluri pentru setul de antrenament 
prin eliminarea acelor simboluri care sunt mai apropiate de vecinii lor din aceeaşi clasă. 
 
20.10. Detalii de implementare, rezultate obţinute şi concluzii. 
 Implementarea metodelor descrise anterior o constituie un program scris în Visual C++ 
6.0, care este prezentat succint în continuare. El este un mediu integrat care permite încărcarea 
doar a imaginilor bitmap Windows(BMP), color, în scară de gri, sau binare. 
 Deoarece sistemul de recunoaştere propriu-zis lucrează doar cu imagini binare (alb-negru), 
programul include instrumentele necesare conversiei imaginilor color şi în scară de gri. Imaginile 
color se convertesc mai întâi în imagini în scară de gri, atribuind fiecărui pixel un nivel de gri egal 
cu luminanţa sa. Conversia imaginilor în scară de gri la imagini binare, adică binarizarea 
imaginilor, se face semiautomat, prin analiza histogramei. Programul furnizează automat un prag 
de segmentare, dar utilizatorul îl poate schimba şi verifica în acelaşi timp rezultatul segmentării 
(folosind butonul Preview). 
 

 
Fig. 12. Binarizarea automată/interactivă a imaginilor. 

 
 După obţinerea imaginii binare este efectuată segmentarea automată a textului prin 
analiza morfologică a obiectelor din imagine. Imaginea următoare prezintă un eşantion de text 
care va fi folosit în continuare pentru demonstrarea etapelor algoritmului de segmentare. 
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Fig. 13. Imagine de test. 

 
 Algoritmul de localizare a obiectelor aplicat imaginii precedente furnizează o listă se 
structuri de date conţinând informaţia necesară localizării obiectelor din imagine. Algoritmul de 
urmărire de contur folosit permite în acelaşi timp separarea contururilor exterioare de cele 
interioare, calculul ariei mărginite de aceste contururi şi eliminarea obiectelor de dimensiune prea 
mică, apărute de obicei datorită zgomotelor care au afectat imaginea originală. 
 

 
Fig. 14. Localizarea obiectelor din imaginea de test. 

 
 Imaginea următoare prezintă rezultatul conectării obiectelor localizate în imagine. Se 
conectează acele obiecte a căror poziţie relativă îndeplineşte setul de condiţii descrise anterior. 
Aici se poate remarca avantajul esenţial al acestei metode. Din imagine a fost extrasă în urma 
localizării toată informaţia necesară efectuării segmentării şi astfel volumul de date de prelucrat s-
a redus dramatic. Segmentarea nu se mai face operând asupra unei imagini ci doar asupra unei 
liste cu informaţii despre obiecte. 
 Conectarea obiectelor poate fi văzută ca fiind construcţia unui graf orientat ale cărui 
noduri sunt obiectele localizate în imagine. Conexiunile dintre obiecte pot fi doar de trei tipuri: 

• Conexiuni regulare, între caracterele aceluiaşi cuvânt; 
• Conexiuni tip separator de cuvinte, între ultimul caracter al unui cuvînt şi primul 

caracter al cuvântului următor de pe acelaşi rând 
• Conexiuni tip ataşament, care unesc obiectele componente ale unui caracter. 

 Datorită structurii complexe a textului (caractere de diferite mărimi, formate din două sau 
mai multe obiecte, grupate în cuvinte, rânduri, paragrafe, coloane), cât şi prezenţei liniilor, 
graficelor şi imaginilor într-un document scanat, în urma conectării obiectelor se pot obţine multe 
conexiuni multiple, care trebuiesc analizate şi eliminate sau etichetate corespunzător. 
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Fig. 15. Conectarea obiectelor din imaginea de test. 

 
 În faza următoare se tratează conexiunile divergente, conform regulilor descrise anterior în 
acest capitol. Ca urmare, după cum se poate remarca în figura următoare, ele vor fi fie eliminate, 
fie transformate în conexiuni de tip ataşament. 
 

 
Fig. 16. Tratarea conexiunilor divergente. 

 
 În faza finală a algoritmului de segmentare se prelucrează conexiunile convergente, care, 
ca şi în cazul precedent, fie se transformă în conexiuni de tip ataşament, fie se elimină. 
 Analiza distanţelor dintre caracterele conectate până acum permite determinarea 
conexiunilor de tip separator de cuvinte şi eliminarea conexiunilor prea lungi (conexiuni între 
rânduri coliniare dar din coloane diferite, conexiuni între caractere şi linii, grafice sau imagini 
prezente în documentul scanat). 
 Conexiunile multiple rămase după această fază finală trebuiesc eliminate, deoarece ele pot 
proveni doar de la: 

• Formule matematice incluse în text; 
• Grafice, linii, imagini incluse în documentul scanat, foarte apropiate de zonele de text. 
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Fig. 17. Tratarea conexiunilor convergente. 

 
 Aplicaţia a fost concepută să permită crearea şi întreţinerea unei baze de date de 
antrenament pentru clasificator. Ca urmare, selectând opţiunea corespunzătoare, după localizarea 
obiectelor din imagine şi conectarea lor, caracterele (ordonate în ordinea naturală a scrisului) pot 
fi vizualizate şi apoi etichetate de către utilizator, pentru a forma setul de caractere de 
antrenament. 
 Imaginea fiecărui caracter etichetat este salvată sub formă de fişier BMP, eticheta atribuită 
lui fiind inclusă în numele fişierului. În acest fel utilizatorul poate vizualiza rapid conţinutul bazei 
de date de antrenament şi îl poate modifica în sensul optimizării lui. 
 În acest fel fiecare din caracterele etichetate este atribuit unei clase. Unele din obiectele 
localizate pot fi incluse în clasa de rejecţie, care trebuie să includă orice fel de obiect (fragment de 
caracter, obiecte formate din mai multe caractere care se ating, etc) a cărui aplicare la intrarea 
clasificatorului trebuie să dea furnizeze decizia de simbol nerecunoscut. 
 

 
Fig. 18. Etichetarea caracterelor localizate. 

 
 Aplicaţia a fost implementată pe un calculator PC486, 66MHz. Timpul de recunoaştere 
obţinut în acest stadiu al implementării (localizare, scalare, DCT, reţea neurală) pentru o pagină 
tipică este de aproximativ 40 secunde. 
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 Este de aşteptat ca noi optimizări să îmbunătăţească considerabil acest timp. Nu se vor 
face estimări asupra ratei de recunoaştere decât după trecerea unui timp de exploatere a 
sistemului, cunoscând dependenţa acesteia de componenţa setului de antrenament. Se aşteaptă o 
îmbunătăţire progresivă a ratei de recunoaştere pe măsura rulării algoritmului de adaptare a 
setului de antrenament. 
 Se poate nota dependenţa ratei de recunoaştere de pragul Th de decizie. Un prag mare dă 
un grad mare de încredere în deciziile de recunoaştere corectă, dar măreşte şi probabilitatea 
erorilor de tipul "caracter nerecunoscut". Un prag optim este în jurul valorii Th=0.6. 
 Pentru micşorarea timpului de răspuns în faza de exploatare când se rulează şi algoritmul 
de gestiune a setului de antrenament, s-a utilizat următoarea structură ce foloseşte două 
calculatoare de acelaşi tip, astfel conectate. 
 

scanner PC 486 PC 386

ponderi actualizate ale ANN

nerecunoscute
"recunoaştere" de antrenament"

"adaptarea setului
simboluri

task-ul

 
Fig. 18. Utilizarea on-line a algoritmului de adaptare a setului de antrenament. 

 
 Rularea aplicaţiei furnizează simboluri nerecunoscute provenite, de obicei, de la un stil 
nou de documente (alte fonturi, altă calitate a tipăririi). Ele se adaugă setului de test şi apoi se 
rulează procedura descrisă anterior de adaptare a setului de antrenament. Rezultatele se 
materializează în actualizarea ponderilor reţelelor neurale care alcătuiesc clasificatorul. 
 

   
Imagine “halftone”, desen sau grafic Text  
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Fig. 19. Imagini tipice de test, prezentate schematic. 

 
 În figurile precedente sunt prezentate schematic situaţii tipice de amplasare a textului în 
imagine, care au fost folosite pentru analiza performanţelor sistemului de recunoaştere, în special 
ale implementării algoritmului de segmentare a textului. Imaginile de test folosite includ linii 
verticale şi orizontale de separare a coloanelor de text, dreptunghiuri (casete) care includ coloane 
de text, imagini/desene înserate în text în diferite poziţii şi zone de text rotite cu un unghi mic faţă 
de orizontală. 
 Rândurile de text rotite faţă de orizontală pot apare adesea ca rezultat al amplasării 
imperfecte a paginilor de text originale la operaţia de scanare. Algoritmul de segmentare a 
textului prin metoda proiecţiilor eşuează la asemenea imagini, dacă două rânduri succesive nu 
sunt separate de cel puţin o linie de pixeli albi (altfel proiecţiile lor se suprapun şi segmentarea nu 
mai este posibilă). În acest caz se folosesc în prealabil algoritmi de “îndreptare a liniilor de text” 
(deskew), pentru a asigura funcţionarea corectă a metodei proiecţiilor. 
 Adesea este foarte importantă forma conturului exterior al imaginilor/desenelor înserate în 
text. Unii algoritmi de segmentare a textului expandează, din motive de viteză, obiectele diferite 
de text la zone rectangulare. Ca urmare, documente precum cel din ultimul desen (Fig. 19) sunt 
segmentate incorect de majoritatea sistemelor recunoaştere existente. 
 
Parametru/Metodă Metoda proiecţiilor Analiză de textură Analiză morfologică

Calitate segmentare Calitate slabă Calitate medie Calitate foarte bună
Viteză de răspuns Foarte rapidă (3sec) Foarte lentă (40sec) Viteză medie (10sec)
Precizie segmentare Precizie foarte bună Precizie slabă Precizie foarte bună
Rânduri înclinate Îndreptare rânduri(3sec) Îndreptare rânduri(3sec) Imunitate completă
 
 Tabelul precedent prezintă sintetic o comparaţie a principalilor parametri (calitate, viteză, 
precizie, comportare la rânduri de text înclinate) care caracterizează diferiţi algoritmi de 
segmentare de text de referinţă înglobaţi în diferite produse comerciale sau profesionale de 
recunoaştere de texte –OCR (Optical Character Recognition). Calitatea medie a segmentării 
realizate de algoritmul bazat pe analiza de textură se referă la incapacitatea algoritmului de a 
detecta liniile din imagine, mai ales dacă acestea sunt apropiate de zonele de text. În schimb 
algoritmul se comportă foarte bine la discriminarea diferitelor zone de text între ele (text scris cu 
caractere regulare / bold / italic / bold italic de dimensiuni apropiate). Viteza medie realizată de 
algoritmul de segmentare a textului prin analiză morfologică poate fi îmbunătăţită sensibil printr-
o implementare optimizată (prezenta implementare se bazează pe utilizarea intensivă a clasei 
CPtrList din Microsoft Foundation Classes, foarte lentă). 
 Figura următoare (Fig. 20) prezintă un caz tipic de document scanat – un obiect înserat în 
text, în aşa fel încât practic textul înconjoară obiectul. Forma nerectangulară (discoidală în acest 
caz) a obiectului, constituie un test dificil pentru alţi algoritmi de segmentare a textului, 
majoritatea eşuând. 
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 Algoritmii de segmentare bazaţi pe metoda proiecţiilor, urmărind cel mai adesea o 
implementare de mare viteză, nu realizează localizarea obiectelor din imagine şi ca urmare, deşi 
obiectul precedent ar putea fi eliminat din imagine folosind criterii dimensionale, algoritmul 
etichetează drept text doar primele două şi ultimele trei rânduri din imagine, restul documentului 
fiind categorisit drept grafic. 
 Produsele OCR testate au fost Recognita (Caere), Omnipage, Corel. Fiecare din ele 
prezintă atât variante comerciale cât şi profesionale de produse. Nucleul sistemului de 
recunoaştere înglobat în aceste produse nu variază esenţial de la o variantă la alta. Opţiunile 
suplimentare furnizate de variantele profesionale se referă la seturi extinse de caractere pentru 
limbi diferite, gamă extinsă de formate de fişiere de intrare (imagini), gamă extinsă de fişiere de 
ieşire (compatibile cu diferite editoare de text), posibilitatea utilizării într-un mediu de producţie, 
etc. Toate aceste produse de referinţă au eşuat în segmentarea imaginilor următoare. 
 

 
 

 
Fig. 20. Imagine de test şi rezultatul segmentării ei cu metoda propusă. 
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 De asemenea rezultate eronate au furnizat OCR-urile de referinţă pentru imaginile 
următoare, în timp ce algoritmul propus a funcţionat corect, confirmând imunitatea algoritmului la 
rotaţia imaginii cu unghiuri mici. Imaginea de test reprezintă un paragraf text având rândurile 
înclinate cu un unghi de 05  în sens trigonometric. 
 

 

 
Fig. 21. Imagine de test şi rezultatul segmentării ei cu metoda propusă. 

 
 Testele au confirmat robusteţea metodelor de segmentare şi recunoaştere prezentate şi 
eficacitatea algoritmului de adaptare a setului de antrenament. Algoritmul de segmentare a 
textului se comportă calitativ mult mai bine decât orice produs similar existent. El este la fel de 
precis sau chiar mai precis decât algoritmii folosiţi drept referinţă. Deşi timpul de răspuns este 
mai mare, trebuie ţinut cont că metoda prezentată elimină necesitatea aplicării algoritmului de 
“îndreptare a rândurilor de text”, iar implementarea realizată nu este complet optimizată. 
 De asemenea a fost confirmată ideea supradimensionării iniţiale a reţelei neurale, tocmai 
în scopul de a putea învăţa noi simboluri pe durata exploatării, folosind algoritmul de adaptare 
descris. Trăsătura de bază a acestui algoritm este capacitatea lui de a mări rata de recunoaştere 
prin construirea unui set de antrenament reprezentativ. 
 Extensia metodei prezentate la alte aplicaţii de recunoaştere de obiecte în imagini binare 
este posibilă. În plus este posibilă proiectarea unei structuri hardware dedicate care să rezolve 
acest gen de probleme. O structură sistolică care să utilizeze un procesor dedicat fiecărui pas de 
prelucrare (scalare, DCT-2D, ordonare Zig-Zag şi clasificatori neurali) pare a fi o soluţie bună şi 
foarte rapidă. 
 Aplicaţia dezvoltată pentru testare, deşi funcţională, nu este încă terminată. Este necesară 
optimizarea vitezei implementării curente a algoritmului de separare a zonelor de text din 
imagine. Îmbunătăţirea performanţelor clasificatorului se obţine, în condiţii de exploatare a 
aplicaţiei, prin rularea algoritmului de gestiune a setului de date de antrenament. 
 CD-ul ataşat conţine atât codul sursă cât şi programul executabil. O descriere a modului de 
utilizare a programului poate fi găsită în anexe. 
 



Curs 1: Introducere ı̂n calculul inteligent

1 Calculul inteligent si rezolvarea problemelor

Din punctul de vedere al rezolvării lor automate, problemele pot fi clasificate ı̂n două categorii:

• Probleme ”bine-puse”: caracterizate prin faptul că li se poate asocia un model formal (de
exemplu, un model matematic) pe baza căruia se poate dezvolta o metoda de rezolvare cu
caracter algoritmic. În această categorie intră probleme clasice ı̂n informatică cum ar fi
problema căutării ı̂ntr-o bază de date cu informaţii despre persoane folosind drept cheie de
căutare codul numeric personal.

• Probleme ”rău-puse”: caracterizate prin faptul că nu pot fi descrise complet printr-un model
formal, ci cel mult se cunosc exemple de rezolvare a problemei. O problemă similară celei de
mai sus dar care poate fi considerată ”rău pusă” este aceea a căutării ı̂n baza de date folosind
drept indiciu o poză a persoanei căutate.

Rezolvarea unei probleme ı̂nseamnă stabilirea unei asocieri ı̂ntre datele de intrare (valori iniţiale,
ipoteze etc.) şi răspunsul corect. În cazul problemelor bine-puse această asociere este o relaţie
funcţională explicită construită pe baza modelului asociat problemei.

În cazul problemelor rău-puse, ı̂nsă, o astfel de relaţie explicită nu poate fi pusă ı̂n evidenţă,
rolul sistemului care rezolvă problema fiind de a dezvolta o relaţie de asociere ı̂ntrebare-răspuns
pe baza unor exemple. Procesul prin care sistemul ı̂si formează modelul propriu al problemei şi pe
baza acestuia relaţia de asociere se numeşte adaptare sau chiar ı̂nvăţare.

Pe de altă parte, din punctul de vedere al complexităţii rezolvării şi al relevanţei răspunsului
problemele pot fi clasificate ı̂n:

• Probleme pentru care este esenţială obţinerea unui răspuns exact indiferent de resursele im-
plicate. Acestea necesită utilizarea unor tehnici exacte.

• Probleme pentru care este preferabil să se obţină un răspuns ”aproximativ” folosind resurse
”rezonabile” decât un răspuns exact dar folosind resurse foarte costisitoare.

Calculul inteligent este un domeniu al Inteligenţei Artificiale care grupează tehnici de rezolvare
a problemelor ”rău-puse” sau a celor pentru care modelele formale conduc la algoritmi foarte
costisitori.

Principalele direcţii ale calculului inteligent sunt:

• Calcul neuronal. Este folosit ı̂n principal ı̂n rezolvarea problemelor de asociere (clasificare,
aproximare, predicţie etc), bazându-se pe extragerea, prin ı̂nvăţare, a unui model pornind de
la exemple. Sursa de inspiraţie o reprezintă structura şi funcţionarea creierului.
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• Calcul evolutiv. Este folosit ı̂n principal ı̂n rezolvarea problemelor bazate pe căutarea soluţiei
ı̂ntr-un spaţiu mare de soluţii potenţiale (̂ın particular ı̂n rezolvarea problemelor de opti-
mizare). Sursa de inspiraţie o reprezintă principiile evoluţionismului de tip darwinist.

• Calcul fuzzy. Este folosit atunci când datele problemei (şi relaţiile dintre acestea) nu pot fi
descrise exact ci există un grad de incertitudine (”fuzziness”). Ideea de bază este de a ı̂nlocui
valorile exacte (”crisp”) cu valori fuzzy descrise prin funcţii de apartenenţă.

În fiecare dintre cele trei direcţii majoritatea prelucrărilor care se efectuează au caracter numeric,
fiind necesară o codificare numerică adecvată a problemei. Aceasta motivează parţial prezenţa
cuvântului calcul ı̂n denumirea domeniului. Pe de altă parte ı̂n fiecare dintre direcţiile de mai
sus se ı̂ncearcă simularea unor comportamente inteligente ceea ce motivează prezenţa termenului
inteligent.

Principiul fundamental al calculului neuronal şi al celui evolutiv este de a dezvolta sisteme
de calcul inteligent pornind de la implementarea unor reguli simple, comportamentul complex al
acestor sisteme derivând din aplicarea ı̂n paralel şi ı̂n manieră interactivă a acestor reguli. Această
abordare de tip bottom-up este ı̂n contrast cu abordarea de tip ”top-down” specifică altor abordări
din Inteligenţa Artificială.

Calculul neuronal şi cel evolutiv fac parte din sfera mai largă a calculului natural al cărui
principiu este de a prelua idei de rezolvare a problemelor din sistemele naturale (fizice, chimice, bi-
ologice, ecologice). Obiectivul principal al calculului natural este de a dezvolta metode de rezolvare
a problemelor rău-puse şi a celor nerezolvabile prin metodele tradiţionale (de exemplu, rezolvarea
problemelor NP-complete ı̂n timp polinomial).

Pe lângă componentele amintite deja, calculul natural mai include calculul molecular (DNA
Computing), calculul cu membrane (Membrane Computing) şi calculul cuantic (Quantum Comput-
ing). Dacă primele două direcţii sunt deja tradiţionale, ultimele trei sunt ı̂ncă in primele faze de
dezvoltare. O scurtă trecere ı̂n revistă a sursei de inspiraţie coresponzătoare acestor domenii este
prezentată ı̂n tabelul următor.

Sursa de Model de calcul Implementare
inspiraţie (soft) (hard)
Creier Calcul neuronal Electronică
ADN Calcul evolutiv Electronică
ADN Calcul molecular Biologică
Celula Calcul membranar Electronică, biologică
Sistem fizic Calcul cuantic Nanoelectronică

2 Specificul calculului neuronal

Din punct de vedere funcţional o reţea neuronală este un sistem ce primeşte date de intrare (core-
spunzătoare datelor iniţiale ale unei probleme) şi produce date de ieşire (ce pot fi interpretate ca
răspunsuri ale problemei analizate). O caracteristică esenţială a reţelelor neuronale este capacitatea
de a se adapta la mediul informaţional corespunzător unei probleme concrete printr-un proces de
ı̂nvăţare. În felul acesta reţeaua extrage modelul problemei pornind de la exemple.

Din punct de vedere structural o reţea neuronală este un ansamblu de unităţi interconectate
(neuroni) fiecare fiind caracterizată de o funcţionare simplă. Funcţionarea unităţilor este influenţată
de o serie de parametri adaptabili. Astfel o reţea neuronală este un sistem extrem de flexibil.
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Structura unităţilor funcţionale, prezenţa conexiunilor şi a parametrilor adaptivi precum şi
modul de funcţionare sunt inspirate de creierul uman. Fiecare unitate funcţională primeşte câteva
semnale de intrare pe care le prelucrează şi produce un semnal de ieşire. Interacţiunea multor unităţi
cu funcţionare simplă conduce la un sistem care poate să rezolve probleme complexe. Funcţionarea
sistemului este controlată de un set numeros de parametri ajustabili care permit acestuia să se
adapteze cât mai fidel mediului informaţional ı̂n care este amplasat (specific problemei de rezolvat).
Una dintre cele mai importante caracteristici ale unui sistem neuronal este caracterul său adaptiv,
faptul că poate să-şi stabilească parametrii de funcţionare printr-un proces de ı̂nvăţare bazat pe
informaţiile primite. Astfel de sisteme sunt adecvate, astfel, pentru problemele ce sunt dificil sau
chiar imposibil de formalizat pentru ele existând doar exemple de rezolvare.

2.1 Motivaţia biologică

În ı̂ncercarea de a proiecta sisteme inteligente cel mai la ı̂ndemână model este chiar creierul uman.
Acesta este capabil să prelucreze cantităţi mari de date la un moment dat şi surclasează ı̂n mod
cert calculatoarele (̂ın special cele seriale) ı̂n probleme complexe de tipul ı̂nţelegerii scenelor (cum
ar fi recunoaşterea unei imagini familiare ı̂ntr-un mediu necunoscut).

Din punct de vedere biologic creierul este constituit dintr-un număr mare de celule (neuronii,
cca 1010 ÷ 1012) care efectuează sarcini simple şi la o viteză nu prea mare (timpul de răspuns la
un stimul este de aproximativ 10−3s) dar care sunt puternic interconectate (există cca 1014 ÷ 1015

interconexiuni) şi lucrează ı̂n paralel. Având ı̂n vedere faptul că, componentele electronice care
stau la baza calculatoarelor actuale au timpi de răspuns mult mai mici (10−9s) şi totuşi sunt
surclasate de către creier ı̂n rezolvarea unor probleme complexe (vedere, decizii pe baza unor date
incomplete etc.), rezultă că puterea computaţională a creierului rezidă ı̂n faptul că bilioane de
neuroni operează simultan. Evident, ar fi de dorit realizarea de sisteme care să lucreze cu viteza
componentelor electronice şi să fie caracterizate de conectivitatea creierului.

Dintre caracteristicile creierului care sunt de dorit şi ı̂n sistemele artificiale pot fi enumer-
ate: robusteţe şi toleranţă la erori (mor zilnic neuroni, fără ca aceasta să afecteze semnificativ
performanţele creierului), flexibilitate (fiinţele sunt capabile să se adapteze la un nou mediu prin
ı̂nvăţare), capacitatea de a prelucra informaţie incompletă, nedeterministă sau chiar inconsistentă.

În ceea ce priveşte robusteţea şi toleranţa la erori ea este asigurată de faptul că informaţia este
reprezentată ı̂n mod distribuit şi nu localizat. Astfel, din punct de vedere cibernetic creierul este
un sistem natural de prelucrare paralel-distribuită a informaţiei.

Reţelele neuronale pot fi văzute atât ca modele ale creierului cât şi ca sisteme de prelucrare a
informaţiei şi rezolvare a problemelor. Acestea sunt două direcţii distincte ı̂n domeniul reţelelor
neuronale fiind diferite atât din punct de vedere al tehnicilor utilizate cât şi din punct de vedere al
aplicaţiilor.

În ceea ce urmează ne vom referi doar la reţele neuronale artificiale destinate rezolvării unor
probleme computaţionale.

2.2 Structura unei reţele neuronale artificiale

O reţea neuronală artificială este un ansamblu de unităţi funcţionale amplasate ı̂n nodurile unui
graf orientat. De-a lungul arcelor grafului circulă semnale care permit unităţilor funcţionale să
comunice ı̂ntre ele . Elementele definitorii ale unei reţele neuronale sunt:

• Arhitectura: specifică modul ı̂n care sunt amplasate şi interconectate unităţile funcţionale.
Arhitectura determină şi fluxul informaţional ı̂n cadrul reţelei.
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• Funcţionarea: specifică modul ı̂n care fiecare unitate ı̂n parte şi reţeaua ı̂n ansamblul ei trans-
formă semnalele de intrare ı̂n semnale de ieşire. Funcţionarea este influenţată de arhitectură,
ı̂n special de modul de interconectare a unităţilor.

• Adaptarea (̂ınvăţarea): specifică modul de stabilire a parametrilor ajustabili astfel ı̂ncât
reţeaua să poate rezolva anumite probleme. În funcţie de natura informaţiei de care se
dispune, ı̂nvăţarea poate fi supervizată sau nesupervizată.

Învăţarea constă ı̂n modificarea funcţionalităţii reţelei prin modificarea parametrilor şi/sau a
structurii acesteia. Procesul de ı̂nvăţare bazat pe adaptarea parametrilor constă ı̂n existenţa unor
reguli de modificare a parametrilor şi a unui algoritm (de regulă iterativ) de aplicare a acestor reguli.
Structura generală a unui algoritm de ı̂nvăţare bazat pe modificarea parametrilor este:

// initializarea (aleatoare) a parametrilor retelei
init W(0)

// initializarea indicatorului de iteratie
t=0

// prelucrare repetitiva
repeat

W(t+1)=adjust(W(t),X(t)[,d(t)])
t=t+1

until <criteriu de stop>

unde W (t) reprezintă valorile parametrilor la momentul t, X(t) reprezintă semnalul de intrare, iar
d(t) semnalul de ı̂nvăţare corespunzător (poate fi chiar răspunsul corespunzător intrării X(t) sau
doar un indicator de corectitudine/eroare a răspunsului dat de reţea). În cazul ı̂nvăţării nesuper-
vizate d(t) poate lipsi din regula de ı̂nvăţare.

2.3 Ce pot şi ce nu pot face reţelele neuronale

Ce pot face reţelele neuronale ? În principiu, pot reprezenta orice funcţie calculabilă. Ceea ce
este ı̂nsă mai important este că pot ı̂nvăţa orice astfel de funcţie pornind de la exemple. Nu sunt
ı̂nsă eficiente pentru orice problemă, ele fiind utile ı̂n rezolvarea problemelor pentru care se dispune
de un număr mare de exemple şi pentru care nu pot fi găsite uşor şi rapid reguli de formalizare.
Abilitatea unei reţele neuronale de a rezolva o anumită problemă este influenţată şi de modul ı̂n
care sunt pregătite datele de intrare. Fără o preprocesare atentă a datelor de intrare demersul
rezolvării problemei cu reţele neuronale poate fi sortit eşecului.

2.4 Clase de probleme ce pot fi rezolvate cu reţele neuronale

În continuare sunt prezentate căteva dintre categoriile de probleme pentru care reţelele neuronale
au fost aplicate cu succes.
Clasificare şi recunoaştere.
Date de intrare. Descriere sintetică a unui obiect (de exemplu descrierea grafică a unei litere sau
ansamblul caracteristicilor acesteia). În majoritatea situaţiilor descrierea este un vector de valori
numerice obţinute printr-o prelucrare prealabilă (preprocesare) a informaţiilor brute.
Date de ieşire. Indicator al clasei căreia ı̂i aparţine obiectul (de exemplu numărul de ordine al
literei ı̂n cadrul alfabetului).
Abilitatea de clasificare a reţelei este rezultatul unui proces de ı̂nvăţare pornind de la exemple de
clasificare corectă.
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Pe lângă exemplul de mai sus, de recunoaştere a caracterelor, alte probleme concrete de clasi-
ficare sunt: recunoaşterea vorbirii, clasificarea semnalelor (de exemplu separarea electrocardio-
gramelor ı̂n normale şi anormale), clasificarea celulelor ı̂n normale şi anormale, recunoaşterea unor
feţe ı̂ntr-o imagine, clasificarea texturilor etc.
Gruparea şi categorizarea datelor. Este similară problemei de clasificare cu diferenţa că
antrenarea reţelei se realizează pornind doar de la date de intrare, fără a specifica clasele cărora le
aparţin. Clasele sunt construite pornind doar de la similarităţile existente ı̂n datele de intrare pe
care reţeaua este capabilă să le identifice. În felul acesta reţeaua neuronală descoperă criteriul de
grupare. Probleme concrete din această categorie intervin ı̂n analiza datelor (̂ın special ı̂n domeniul
cunoscut sub denumirea de ”data mining”) şi ı̂n compresia datelor.
Aproximare şi estimare. Se referă la la extragerea dependenţei funcţionale dintre două mărimi
pornind de la un set de valori ale celor două mărimi. De regulă valorile din set sunt alterate de
zgomot (afectate de erori de măsurare sau de altă natură). Folosind acest set reţeaua este antre-
nată pentru a determina dependenţă dintre cele două mărimi. O dată reţeaua antrenată, pentru
orice valoare a argumentului ea furnizează aproximarea valorii asociate. O problemă concretă din
aceasta clasă este reprezentată de determinarea dependenţei funcţionale ı̂ntre mărimi măsurate
experimental. În aceeaşi clasă se ı̂ncadrează determinarea parametrilor unor modele din inginerie
sau orice altă problemă de asociere. În acest context reţelele neuronale pot fi văzute ca modele de
regresie neliniară caracterizate printr-un număr mare de parametri.
Predicţie.
Date de intrare. O succesiune de valori (numită serie temporală) pentru care nu este cunoscută o
relaţie formală care să le genereze.
Dată de ieşire. Aproximarea următoarei valori din serie.
Antrenarea reţelei se realizează pornind de la valorile cunoscute din serie. Probleme concrete din
această clasă sunt predicţia evoluţiei stocurilor, predicţia ı̂n meteorologie, predicţie ı̂n evoluţia
vânzărilor etc.
Optimizare. Diferite probleme din ştiinţă, inginerie şi economie pot fi formulate ca probleme
de optimizare constând ı̂n necesitatea determinării unei valori care satisface anumite restricţii şi
optimizează o funcţie obiectiv. Reţelele neuronale sunt adecvate pentru rezolvarea problemelor de
optimizare dificile pentru care este suficient să se obţină soluţii suboptimale. Probleme concrete din
această categorie sunt cele ce intervin ı̂n proiectarea circuitelor electronice, ı̂n alocarea resurselor,
ı̂n rezolvarea problemelor de rutare ı̂n reţele etc.
Stocarea şi regăsirea informaţiei după conţinut. Reţelele neuronale permit stocarea informaţiei
astfel ı̂ncât aceasta să fie ulterior regăsită pornind de la indicii legate de conţinut (indiciile pot fi
porţiuni din informaţia stocată). Astfel de sisteme de stocare sunt mai tolerante la erori ı̂n raport
cu memoriile bazate pe adrese. Aplicaţii concrete sunt ı̂n proiectarea bazelor de date multi-media.
Modelare şi control adaptiv. Controlul unui sistem dinamic se referă la a determina un semnal
de control, u(t), care asigură producerea unui semnal de ieşire dorit y(t). Reţeaua neuronală este
antrenată pornind de la un model de referinţă.
Prelucrarea şi analiza semnalelor.
Date de intrare. Un semnal, care poate fi o imagine sau un semnal sonor.
Date de ieşire. Semnalul transformat (de exemplu prin eliminarea zgomotului) sau o informaţie
extrasă din cadrul lui.

2.5 Descriere a unor aplicaţii clasice

În continuare sunt enumerate câteva dintre problmele pentru care reţelele neuronale au fost aplicate
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cu succes ı̂ncă din primii ani de dezvoltare.

2.5.1 Eliminarea adaptivă a zgomotului - ”adaptive noise canceling”

La transmiterea unui semnal (sonor sau de altă natură) printr-un canal de comunicaţie (de exemplu
o linie telefonică) intervine un zgomot care afectează calitatea transferului. Pentru oameni a separa
un sunet dintr-un anumit context sonor (de exemplu a ı̂nţelege ceea ce spune o persoană ı̂ntr-o
ı̂ncăpere ı̂n care se aude şi muzică) nu este o problemă dificilă. Aceasta este o abilitate de a elimina
zgomotul pe care o utilizăm fără să ne gândim explicit la ceea ce facem. În mod analog dacă
ı̂n timpul unei convorbiri telefonice intervine un zgomot pe linie ı̂l putem ignora deşi zgomotul
respectiv nu are o anumită caracterizare. Tocmai datorită acestui fapt este foarte dificil dacă nu
imposibil să separăm prin metodele clasice zgomotul de sunetul util. Oamenii sunt capabili să ignore
acest zgomot deoarece au ı̂nvăţat această abilitate din experienţă. Acesta este motivul pentru care
această problemă a fost rezolvată utilizând reţele neuronale ı̂ncă din primii ani ai dezvoltării lor
(1950-1960, reţeaua ADALINE proiectată de B. Widrow).

2.5.2 Evaluarea riscului creditului ipotecar

Unul dintre cele mai importante aspecte pe care o bancă trebuie să le ia ı̂n considerare ı̂naintea
aprobării unui credit unei persoane este evaluarea riscului ca persoana să nu fie capabilă să returneze
ı̂mprumutul. O reţea antrenată pe baza a câtorva mii de informaţii privind cererile acceptate sau
respinse a obţinut o rată de succes de 98% (̂ın timp ce rata de succes a funcţionarilor este ı̂n jur de
85%).

2.5.3 Cititor de coduri poştale

Serviciul poştal din SUA manevrează volume mari de corespondenţă. Una dintre sarcinile angajaţilor
este clasificarea corespondenţei pe baza codului poştal. Un sistem care asigură clasificarea pe baza
codului poştal rezolvă următoarele subprobleme:

• identificarea zonei ı̂n care este scris codul;

• ı̂mpărţirea acestei zone ı̂n subzone mai mici care se suprapun pentru izolarea cifrelor.

• recunoaşterea cifrelor;

A doua etapă este repetată ı̂n paralel cu recunoaşterea cifrelor până când sunt recunoscute toate
cifrele. Reţelele neuronale sunt folosite de regulă ı̂n etapa de recunoaştere propriu-zisă. Rata
de succes a acestei aplicaţii este de 95%. Ea a reprezentat punctul de pornire pentru aplicaţiile
destinate recunoaşterii scrisului de mână (deşi rata de succes a acestor aplicaţii este mult mai mică).

2.5.4 Recunoaşterea vorbirii

Pentru oameni, recunoaşterea vorbirii pare ceva intuitiv dar a realiza o aplicaţie care să facă acest
lucru nu mai este deloc un lucru simplu. La ı̂nceputul anilor 1980, Intel a proiectat o aplicaţie bazata
pe o reţea neuronală artificială care putea să identifice vocea unei persoane pe baza unui vocabular
limitat. Acest sistem, cunoscut sub numele de sistem de recunoaştere automată a vorbirii, poate
identifica vocea unei persoane ce foloseşte un vocabular limitat pe baza căruia a fost antrenată
reţeaua de către acea persoană. Această aplicaţie este utilizată ı̂n liniile de asamblare unde un
inspector poate comunica cu calculatorul printr-o interfaţă vocala pentru a controla procesul de
asamblare.
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2.5.5 Clasificarea semnalelor produse de ”sonar”

”Sonar”-ul este un echipament care permite detectarea obstacolelor submarine. Utilizarea echipa-
mentului necesită un operator experimentat care să recunoască adevăratele obstacole ı̂n raport cu
cele false. A fost realizată o aplicaţie bazată pe o reţea neuronală antrenată pe baza unor date ale
sonarului ı̂nregistrate din cât mai multe direcţii posibile. Sistemul a reuşit să identifice 98% dintre
obstacolele din setul de antrenare şi 90% din datele noi.

2.6 Calculul neuronal ı̂n comparaţie cu calculul clasic

Între abordarea problemelor cu ajutorul reţelelor neuronale artificiale şi cea clasică bazată pe im-
plementarea unui algoritm pornind de la un model formal există o serie de diferenţe. Câteva sunt
marcate ı̂n continuare.

Prelucrare neuronală +/– Prelucrare algoritmică +/–
1 Foarte multe procesoare fiecare + Unul sau câteva procesoare –

executând un program simplu. executând programe complicate.
2 Robusteţe la erori. + Un singur bit eronat poate com- –

promite un program.
3 Pot rezolva probleme a căror + Este necesară buna cunoaştere –

structură logică nu este a problemei pentru a o descom-
pe deplin lămurită. pune ı̂n unităţi logice.

4 Sunt sisteme adaptive (se pot + Sunt entităţi ı̂ngheţate destinate –
adapta la mediul informaţio- rezolvării unei clase bine
nal, pot ı̂nvăţa din expe- precizate de probleme.
rienţă).

5 Nu oferă garanţia corectitu- – Un algoritm corect asigură +
dinii răspunsului pe care-l dau. corectitudinea răspunsului.

6 Nu furnizează explicaţia – Există metode de testare a al- +
răspunsului pe care-l dau şi goritmilor şi programelor.
sunt dificil de testat.

7 Produc soluţii aproximative. – Produc soluţii exacte. +
Pe de altă parte pot fi puse ı̂n evidenţă, ı̂n aceeaşi manieră diferenţele care există ı̂ntre reţelele

neuronale si sistemele expert:

Reţele neuronale Sisteme expert
1 Imită structura şi funcţionarea Imită raţionamentul uman.

creierului.
2 Prelucrare paralelă a informaţiei. Prelucrare secvenţială a informaţiei.
3 Cunoştinţele sunt reprezentate Cunoştinţele sunt reprezentate

implicit. explicit.
4 Implementează raţionamente de tip Implementează raţionamente de tip

inductiv deductiv
1 Prelucrare preponderent numerică Prelucrare preponderent simbolică

a informaţiei. a informaţiei.
2 Reguli deduse prin ı̂nvăţare. Reguli ı̂ncorporate aprioric ı̂n

sistem.
3 Fără capacitate explicativă Posedă modul explicativ.
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2.7 Motivaţii pentru studiul reţelelor neuronale

Există mai multe motive de a studia reţelele neuronale. Dintre acestea amintim:

1. Sunt o alternativă la paradigma computaţională clasică bazată pe utilizarea unui model formal
şi pe proiectarea unor algoritmi a căror comportare nu se modifică pe parcursul utilizării.

2. Integrează rezultate din discipline variate ı̂n scopul obţinerii unor arhitecturi simple de calcul.
Reformularea unitară, ı̂n cadrul teoriei reţelelor neuronale, a unor tehnici deja clasice dar
aparţinând unor diverse domenii asigură acoperirea unor zone de graniţă, fapt important ı̂n
condiţiile ı̂n care interdisciplinaritatea câştigă tot mai mult teren.

3. Modelează inteligenţa umană, putând contribui la o mai bună ı̂nţelegere a modului cum
funcţionează creierul uman.

2.8 Scurt istoric

În continuare sunt enumerate câteva dintre principalele etape parcurse ı̂n evoluţia reţelelor neu-
ronale artificiale:

[McCullough and Pitts, 1943] Au propus primul model formal al neuronului punând ı̂n evidenţă
abilitatea de calcul a acestuia şi posibilitatea de a imita funcţionarea acestuia prin circuite
electrice.

[Hebb, 1949] A enunţat principiul adaptării permeabilităţii sinaptice conform căruia de fiecare
dată când o conexiune sinaptică este ”folosită” permeabilitatea ei creşte. Acest principiu stă
la baza adaptării prin modificarea ponderilor sinaptice.

[Rosenblatt, 1957] A dezvoltat o reţea implementată hard, numită perceptron, pentru clasificarea
caracterelor tipărite.

[Widrow şi Hoff, 1950-1960] Au dezvoltat algoritmi de ı̂nvăţare bazaţi pe minimizarea erorii pe
setul de antrenare pentru reţele cu un nivel de unităţi funcţionale (ADALINE - ADaptive
LINear Element şi MADALINE - Multiple ADaptive LINear Element).

[Minsky şi Papert, 1969] Au publicat cartea ”Perceptrons” ı̂n care se pun ı̂n evidenţă limitele
reţelelor cu un singur nivel de unităţi funcţionale. Reprezintă finalul primei etape de dez-
voltare a reţelelor neuronale după care a urmat o perioadă de circa 10 ani ı̂n care cercetările
ı̂n domeniu au fost reduse considerabil.

[Hopfield, 1982] Propune o abordare a analizei reţelelor neuronale folosind formalismul fizicii statis-
tice prin punerea ı̂n evidenţă a analogiei ı̂ntre reţelele recurente (destinate memorării asocia-
tive) şi sistemele de spini magnetici . Marchează ı̂nceputul unei noi perioade de interes in
domeniu caracterizată prin extinderea domeniilor de aplicabilitate şi volumul mare de imple-
mentări soft şi hard folosite ı̂n aplicaţii practice.

[Rumelhart, Parker, 1985] Este descris, ı̂ntr-o manieră accesibilă, algoritmul de ı̂nvăţare al reţelelor
cu mai multe nivele bazat pe ideea minimizării unei funcţii de eroare calculată pornind de
la un set de antrenare (ideea a fost formulată anterior de Werbos ı̂nsa a devenit cunoscută
abia după prezentarea ı̂ntr-o manieraă explicită a lui Rumelhart şi Parker). Algoritmul este
cunoscut sub denumirea de ”backpropagation” provenită de la faptul că pentru determinarea
ajustărilor ce vor fi aplicate ponderilor se propagă prin reţea ı̂n sens invers (de la nivelul de
ieşire către cel de intrare) un semnal de eroare.
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[Carpenter, Grosberg, 1983] Dezvoltă ”teoria rezonanţei adaptive” ce conduce la algoritmi de
ı̂nvăţare nesupervizată bazată pe procese de competţie.

[Kohonen, 1980] Dezvoltă reţele cu auto-organizare care modelează procese neuronale dar pot fi
folosite şi pentru prelucrarea datelor.

3 Specificul calculului evolutiv

Calculul evolutiv oferă mecanisme de căutare ı̂n spaţiul soluţiilor bazate pe principiile evoluţiei nat-
urale (de tip darwinist). Pentru găsirea soluţiei se utilizează o populaţie de căutători. Elementele
populaţiei reprezintă soluţii potenţiale ale problemei. Pentru a ghida căutarea către soluţia prob-
lemei asupra populaţiei se transformări specifice evoluţiei naturale:

• Selecţie. Elementele populaţiei care se apropie de soluţia problemei sunt considerate adecvate
şi sunt favorizate ı̂n sensul ca au mai multe şanse de a supravieţui ı̂n generaţie următoare
precum şi de a participa la generarea de ”urmaşi”.

• Încrucişare. La fel ca ı̂n ı̂nmulţirea din natură pornind de la două sau mai multe elemente ale
populaţiei (numite părinţi) se generează noi elemente (numite urmaşi). În funcţie de calitatea
acestora (apropierea de soluţia problemei) urmaşii ı̂şi pot ı̂nlocui părinţii.

• Mutaţie. Pentru a asigura variabilitatea populaţiei se aplică, la fel ca ı̂n natură, transformări
cu caracter aleator asupra elementelor populaţiei permiţând apariţia unor trăsături (gene)
care doar prin ı̂ncrucişare şi selecţie nu ar fi apărut ı̂n cadrul populaţiei.

În funcţie de modul ı̂n care este construită populaţia şi de modul ı̂n care este implementată
evoluţia, sistemele de calcul evolutiv se ı̂ncadrează ı̂n una dintre următoarele categorii:

• Algoritmi genetici. Se folosesc ı̂n special pentru rezolvarea unor probleme de optimizare
discretă (combinatorială). Populaţia este reprezentată de stări din spaţiul problemei codifi-
cate binar (un element al populaţiei este un şir de biţi) iar principalii operatori sunt cei de
ı̂ncrucişare şi selecţie, cel de mutaţie având probabilitate mică de aplicare. Algoritmii ge-
netici au fost propuşi de către Holland ı̂n perioada anilor 1960, iniţial ca modele ale evoluţiei
şi adaptării la mediu a sistemelor naturale. Ulterior s-a observat că algoritmii genetici pot fi
utilizaţi şi ca instrumente eficace ı̂n rezolvarea problemelor de optimizare.

• Programare genetică. Este o direcţie mai recentă a calculului evolutiv, dezvoltată ı̂n jurul
anilor 1990 de către Koza. Scopul programării genetice este dezvoltarea unor ”modele” de
calcul (programe simple).Astfel, populaţia este reprezentată de programe care candidează la
rezolvarea problemei. Există diferite reprezentări ale elementelor populaţiei, una dintre cele
mai clasice fiind aceea ı̂n care se utilizeaza o structura arborescentă pentru reprezentarea pro-
gramelor. În anumite aplicaţii, cum este regresia simbolică, programele sunt de fapt expresii.
De exemplu, ”programul-expresie” ”a+b*c” poate fi descris prin (+ a (* b c)). O astfel de
structură este poate fi uşor codificată ı̂n Lisp, astfel că primele implementări din progra-
marea genetică foloseau acest limbaj. Într-o astfel de reprezentare ı̂ncrucişarea este realizată
selectând aleator subarbori din arborele asociat programelor părinte şi interschimbându-le.
Ca şi ı̂n cazul algoritmilor genetici mutaţia are pondere mică.

• Strategii evolutive. Au fost concepute iniţial pentru a rezolva probleme de optimizare ı̂n
tehnică fiind destinate rezolvării problemelor de optimizare continuă. Populaţia este consti-
tuită din elemente din domeniul de definiţie al funcţiei obiectiv. Operatorul principal este cel
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de mutaţie dar şi recombinarea este folosită. Pentru strategiile evolutive au fost dezvoltate
scheme de adaptare a parametrilor de control (auto-adaptare). La dezvoltarea strategiilor
evolutive contribuţii importante au adus Rechenberg şi Schwefel.

• Programare evolutivă. Iniţial programarea evolutivă a avut ca obiectiv dezvoltarea unor
structuri de calcul (automate) printr-un proces de evoluţia ı̂n care operatorul principal este
cel de mutaţie. Bazele domeniului au fost puse de către Fogel. Ulterior programarea evolutivă
a fost orientată către rezolvarea problemelor de optimizare având aceeaşi sferă de aplicabilitate
ca şi strategiile evolutive.

Toate aceste metode se bazează pe faptul că simulează evoluţia unei mulţimi (populaţie) de
structuri informaţionale (configuraţii sau indivizi) sub acţiunea unor procese similare celor din
evoluţia naturală şi anume: selecţie, mutaţie şi ı̂ncrucişare.

Acţiunea acestor procese este controlată prin intermediul unei funcţii de performanţă (”fitness”)
care măsoară gradul de adecvare a fiecărui individ la mediul din care face parte. De exemplu, ı̂n cazul
rezolvării unei probleme de optimizare (maximizare) funcţia ”fitness” este chiar funcţia obiectiv a
problemei.

3.1 Structura unui algoritm evolutiv

Majoritatea algoritmilor evolutivi au un caracter iterativ. Structura generală a unui astfel de
algoritm (algoritm genetic, strategie evolutivă etc.) este:

// initializarea indicatorului de iteratie
t := 0;

// initializarea (aleatoare) a populatiei (multime de configuratii
// a caror structura depinde de problema)

init P(t);
// calculul functiei "fitness" pentru fiecare individ al populatiei

evaluate P(t);
// proces iterativ de evoluţie
repeat

// incrementarea indicatorului de iteratie\\
t = t + 1
// selectarea unei sub-populatii in scopul reproduceri(parinti)
P1(t) = select P(t)

// incrucisarea "genelor" parintilor avand ca rezultat obtinerea unei noi populatii
P2(t) = recombine P1(t)

// perturbarea aleatoare a noii populatii (mutatie)
P3(t) = mutate P2(t)
// evaluarea noii populatii(calculul functiei "fitness" pentru noua populatie)
evaluate P3(t)
// selectia supravietuitorilor din cele doua populatii
// (pe baza valorii functiei fitness)
P(t+1) = survive (P(t),P3(t))

until <conditie de stop>

Conţia de oprire se poate referi la numărul de iteraţii (generaţii) sau la proprietăţile populaţiei
curente (de exemplu, ı̂ntreaga populaţie converge către o singură valoare).

10



3.2 Domenii de aplicabilitate

La fel ca şi reţelele neuronale, algoritmii evolutivi se utilizează atunci când nu există altă strategie
de rezolvare a problemei şi este acceptat un răspuns aproximativ. Se utilizează ı̂n special atunci
când problema poate fi formulată ca una de optimizare. Câteva dintre domeniile de aplicabilitate
sunt:

• Planificare. Majoritatea problemelor de planificare (alegerea traseelor optime ale unor ve-
hicule, rutarea mesajelor ı̂ntr-o reţea de telecomunicaţii, planificarea unor activităti etc.) pot
fi formulate ca probleme de optimizare cu sau fără restricţii. Multe dintre acestea sunt prob-
leme din clasa ”NP-hard” necunoscându-se algoritmi de rezolvare care să aibă complexitate
polinomială. Pentru astfel de probleme algoritmii evolutivi oferă posibilitatea obţinerii ı̂n
timp rezonabil a unor soluţii sub-optimale de calitate acceptabilă.

• Proiectare. Algoritmii evolutivi au fost aplicaţi cu succes ı̂n proiectarea circuitelor digitale, a
filtrelor dar şi a unor structuri de calcul cum sunt reţelele neuronale. Ca metode de estimare
a parametrilor unor sisteme care optimizează anumite criterii se aplică ı̂n diverse domenii
din inginerie cum ar fi: proiectarea avioanelor, proiectarea reactoarelor chimice, proiectarea
structurilor ı̂n construcţii etc.

• Simulare şi identificare. Simularea presupune să se determine modul de comportare a unui
sistem pornind de la un model al acestuia. Identificarea este sarcina inversă a identificării
sutructurii sistemului pornind de la modul de comportare. Algoritmii evolutivi sunt utilizaţi
atât ı̂n simularea unor sisteme din inginerie dar şi din economie (de exemplu pentru modelarea
proceselor de competitie in marketing). Identificarea unui model este utilă ı̂n special ı̂n
efectuarea de predicţii ı̂n diverse domenii (economie, finanţe, medicină, ştiinţele mediului
etc.)

• Control. Asemenea reţelelor neuronale algoritmii evolutivi pot fi utilizaţi pentru a implementa
controllere on-line asociate sistemelor dinamice (de exemplu pentru a controla roboţii mobili).

• Clasificare. Se poate considera că din domeniul calculului evolutiv fac parte şi sistemele de
clasificare. Un sistem de clasificare se bazează pe o populaţie de reguli de asociere (reguli
de producţie) care evoluează pentru a se adapta problemei de rezolvat (calitatea unei reguli
se stabileşte pe baza unor exemple). Evoluţia regulilor are acelaşi scop ca şi ı̂nvăţărea ı̂n
reţelele neuronale. Algoritmii evolutivi au fost utilizaţi cu succes ı̂n clasificarea imaginilor,
ı̂n biologie (pentru determinarea structurii proteinelor) sau ı̂n medicină (pentru clasificarea
electrocardiogramelor).

4 Specificul calculului fuzzy

Calculul fuzzy se caracterizează prin faptul că permite manipularea conceptelor vagi care nu pot fi
modelate prin concepte matematice exacte (numere, mulţimi sau funcţii clasice). Probleme ı̂n care
intervin concepte vagi apar ı̂n teoria controlului când sistemele au caracter neliniar iar stările lor nu
pot fi descrise ı̂n mod exact ci doar prin enunţuri care au un grad de ambiguitate. Să considerăm
spre exemplu un sistem de control a temperaturii şi umidităţii aerului ı̂ntr-o ı̂ncăpere. Regulile pe
care trebuie să le respecte un astfel de sistem ar putea fi:

Dacă temperatura şi umiditatea sunt scăzute atunci măreşte viteza ventilatorului (pen-
tru aer cald şi umed).
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Dacă temperatura şi umiditatea sunt ridicate atunci micşorează viteza ventilatorului
(pentru aer cald şi umed).

Regulile de mai sus sunt exemple de reguli fuzzy de inferenţă. Prelucrările efectuate de un
sistem expert care prelucrează cunoştinţe vagi se bazează pe teoria mulţimilor fuzzy şi logica fuzzy.
Variabilelor lingvistice scăzut sau ridicat li se pot asocia cuantificări prin aşa numitele funcţii de
apartenenţă.

4.1 Structura unui sistem fuzzy

Un sistem fuzzy este constituit din:

• un subsistem de extragere a regulilor fuzzy pornind de la datele problemei (etapa de fuzzifi-
care);

• un subsistem de efectuare a inferenţelor fuzzy (etapa de raţionament)

• un subsistem de transformare a cunoştinţelor fuzzy ı̂n date efective (etapa de defuzzificare).

4.2 Domenii de aplicabilitate

Principalele aplicaţii ale calcului fuzzy sunt: recunoaşterea formelor; aproximarea funcţiilor; con-
trolul sistemelor; compresia imaginilor.
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k-gËµSÀß µS¸`µO¾�µ�Àb¿ô²ih~ÞQµ7µ7¾kj Þ9°a±ml|·a±U¾�h e�n�GYM9��BETUJ$\V�I9X[D�M9��BEG�DHBPBED�NPMSRgTUMPºQÑ�G��?G�WaBED�c~XPR7^iVaJ Z;BEX[D�VPWan�BEDHK�GHD�BEK�B`R7MQI9J ZyB`X[D�VPWKHBED�TUF�R7MCT�MSJ�G�W G�D�BEJ$\VaJ Z;ByW`XPR(K�M
BEDdJUR7VaR�MuI[\VaJUR7M�I9MQW&VPW&G�D�B`J$\VaJ Z;BEW`XPR�K�MuB`MdZT�B`R7MPe ® X[D�MQI9J�B`N?B`J�VaJUMQV�� �yD�JUR�M�D�B`NPMQW`M
FoX[VaJUMYn4JUXPJ�VPW]\ViT�VPG�W`X.ISVPW\V?e"öL�?MQ^=FHW`MuK�MuVPT�JUc~MQW K�MuR�MSJ ZbMQW`MuT�GHD�J(BEWyG�TUJUR7VaJUMuBED�n���ebodº?p.º?q.e

k-gËµSÀß µS¸`µ=±Uµ7¯S¶?±UµS³HÀ]µr\ 3CR7Vac;GHW�VPT�X.ISBEVaJYI9X[D�J Z{BED�M�I9X[D�M9�?ByG�D�B�BED�NPMSRgTUM�KHB`R�MQI9JUM��;_HG�ISW`M��ËT�VPGÄBEDHK�B`R�MQI9JUM��bISB`RUt
ISGHB`JUM��ge|öL�?MQ^=FHWEMuK�MYR�MSJ ZbMQW`M
ISG�I9X[D�M9�?ByG�D�BoBEDdNPMSR7TUM
T�GHD�J(BEWyG�TUJUR7VaJUMË� �ED�nH��e � º�nH��e�e�ZT�Bon���e Ð #}e

c



x1

x2

Unitat i
intrare

Nive l functional
si de iesire

z B`�[G�R7V�`�j|öL�?MQ^=FHWyG}K�MYR�MSJ ZbMQV+ISG�XPR��[VPD�B`hQVaR�M
�PMSX[^=MSJUR7BEI[\V+ViD�B`NPMQWEG�WyG�B�K�MuB`M�ZT�B`R�M+�;R�MSJ ZpMQVsaYX[s�X[D�MQD��

Grila patratica Grila hexagonala

z BE�[G�R7Vsc.j�t(BEFHG�R7B�K�MY�PR7BEWEM�_�BEK�BE^=MQDHT�B`X[D�VPW`M�G�J�BEWEBEhQVaJUMCByD�VPW`�PXPR7B`J�^iBEBoK�M�� �EDdNo\VaJ ZbVaR�M�K�MuWEV�R�MSJ Z;MQW`MQWEM�aYX[s�X[D�MQD
×Ö�]� u�¡Yv�¡&¥]¡ «&©]©
Ì"RgBED�ISB`FHVPWEMQW`MËJ�B`F�G�R7BoK�MYJUXPFoX[W`XP�[BEB T7G�D�JSj

k-wC±SÕS¿;Àb±U·a± Ü·x\ Ì�M�^�GHW`J ZpBE^=MQVÎG�D�BEJ$\VaJ Z;ByW`XPR�c;G�DHI9J Z;BEX[D�VPW`M}DdG�MQTUJUM4K�M9n�D�B`J$\VÃD�BEISB,XÄR�MQWEVaJ ZbBEM�K�M�XPRgK�BED�MPe ��0D
VPI9MQT�JCISVah=D.G�VaR�M�BE^=FoXPR�J�VPD�J Z0\V�D�BEISB&W`X.ISGHW!ZT�B�D�BEISB KHBETUJ�VPD�J Z;MQW`M�K�BEDdJUR�M
G�DHB`J$\VaJ ZpBpeË��D4^+X.K�MQW'ISG�X�VPTUJUc;MQW
K�MYJUXPF�X[WEXP�[B`MYMQTUJUMu^=X?K�MQWEG�Wy/�XPF�nHMQWEK eÖA�MYR�MS�[GHW]\V?º�VPI9MQTUJUMQB JUXPFoX[W`XP�[ByB�� �yB�I9XPR�MQTUFHG�DHK�M�X+I9X[D�MQI9J�B`N.BEJ�VaJUM
JUXPJ�VPW\V?e

k-z�µ�³�¿;ÉaµS¸`µ$\ ��D�B`J$\VaJ ZbByW`M�T�GHD�J(� �E^=F'\VaR7J Z;BEJUMu� �yD4^+VPBÖ^�G�W`JUM�T�G�_H^�G�W`J Z;BE^iBpº�D.G�^+B`JUM�D�B`NPMQWEMPe ��ÏDÎISVPK�R7GHW'G�D.G�B
DHB`NPMQW|D.GÅVaR7M�BE^+F�XPR7J�VPD�J ZU\V�^=X?K�G�W,K�MxVaR7VPDavUVaR�M�V4GHD�B`J$\VaJ ZpBEW`XPR$e ��ÏDÅVPI9MQVPTUJ$\VÄISVaJUMS�PXPR7B`M}BEDdJUR�\V�R7MSJ ZbMQW`MQW`M
c;MSMQK�c;XPR|{OVaR7K�ISG�G�D.G�W�T�VPG�^+VPB ^�G�W`JUMuD�B`NPMQWEMPe

k~}�¶rÇ9Àb±g¶�¯$Àb¶.± Ü·�Í.µ�°aÆiµQÀb±g¿p¯'Ü·x\ ��D�BEJ$\VaJ Z{BEW`M�T�G�DdJ�VP^+FHWEVPT�VaJUMx��EDrD�X?K�G�RgBEW`MiG�D�MQB,�PRgBEW`M�G�D�BEK�By^=MQD�T�B`X[DHVPW`MPº
_�BEK�BE^=MQDHT�B`X[D�VPW`M(T7VPG}I7s�BEVaROJUR7ByK�BE^=MQD�T7B`X[D�VPW`MPe ��ÏD�VPI9MQTUJ(ISVahuTUMCFoX[VaJUMYK�M9n�D�B�X�c;GHD�I9J ZpB`MCK�BETUJ�VPD�J Z0\Vu� �EDdJUR�M
GHD�B`J$\VaJ ZpBpe ��0D}VPI9MQVPTUJ$\V�ISVaJUMS�PXPR7B`M�ByD�JUR�\V�R7MSJ ZbMQW`MQW`MuK�MuJ�BEF aYX[s�X[D�MQDÅZT7B�I9MQW`M
I9MQWEG�WyVaR�MPe

��0D+F�RgVPI9J�BEI[\V
TUM�G�J�BEWEB`hSMQVah�\VxZT�BHVaR7sHB`JUMQI9J�G�R7B�^iB��.JUM,� �yDiISVaR�MËnHMQISVaR�M�DHB`NPMQW�FoX[VaJUM�V$NPMQV�X�VPDdG�^iB`J$\VuTUJUR7GHI9J�G�R�\V
�PMSX[^=MSJUR7ByI[\V?e

e



z B`�[G�RgVse.j|öL�?MQ^=FHW`MYK�M
R�MSJ ZbMQW`MuI9MQWEG�WyVaR�M
-1

Y0=
X0

(N)

W

Y1=
F(X1)

(M)

Y1X0

X1=WY0

Nivel  de intrare
(cu unitate fictiva ) Nivel de iesire

Conectivitate
totala

z B`�[G�R7V�odj�](MSFHR�MShSMQD�J�VaR7MCT7I7s�MQ^+VaJ�ByI[\V=V�G�D�MQBHR�MSJ Z;MQWEM�ISG�G�D�D�B`NPMQW�K�MCBED�JURgVaR�M���n � Ð G�D�BEJ$\VaJ Z;B;��ZT�B�G�D�D�B`NPMQW�K�MB`MdZT�BER�M+��� GHD�B`J$\VaJ ZbB~�YZT�B I9X[D�MQI9J�B`N.BEJ�VaJUM
JUXPJ�VPW]\V�� �yD�JUR�MuDHB`NPMQWEG�WoK�MuBEDdJUR7VaR�MxZT7B I9MQW K�MuB`MdZT7B`R�MPe

×Ö�~× �x¡&§|¤��"©]¦,§|©
Ì"RgBED�ISB`FHVPWEMQW`MËJ�B`F�G�R7BoK�MuI9X[D�M9��BEG�D�B�T7G�D�JSj

k ® X[D�M9�?ByG�D�B�� �EDdJUR�MYMQW`MQ^=MQDdJUMQW`M�ViK�X[G&\V=D�B`NPMQWEMuK�BETUJ�BEDHI9JUMPe l G�DdJ�c~X[W`X[T7B`JUM�� �ED�TUFoMQISBEVPW�WyV�R�MSJ ZpMQW`MQW`MYXPR7�[VPD�B�thQVaJUM�FoMuD�B`NPMQW`MPe
k ® X[D�M9�?ByG�D�B�� �EDdJUR�M(MQW`MQ^+MQD�JUMQW`M�VPI9MQWEG�BEVHZT7B�D�B`NPMQW&�bI9X[D�M9�?BEGHD�B�WEVaJUMSR7VPWEM��ge l M(c;X[W`X[TUMQT�I�WEVYR�MSJ ZbMQWEMQW`MËISGiT�JUR7G�I1tJ�G�R�\V��PMSX[^=MSJUR7BEI[\V?e
k ® X[D�M9�?ByG�D�B�BEDdNPMSR7TUM4F�R7BEDÊISVaR�M4XÅG�DHB`J�VaJUM�MQTUJUMÃI9X[D�MQI9J�VaJ$\VÊISGmMQVÎ��ED�T$\VHZT�B{e�Ì�XPJinÓc~X[WEX[T�B`JUM�WEVÂJUX[VaJUM
J�BEFHG�R7BEWEM�K�MYJUXPFoX[W`XP�[ByBpe

×Ö��� �Y¥]¦���©§"Ø0¡ ¨�ÙÓÚ�� �7©]¡&§"Ú�¥
z WEG?��G�WÖBED�c;XPR7^+VaJ Z;B`X[D�VPWÖR7MSF�R�MShQBEDdJ$\V}^=X?K�G�W � �EDÄISVaR�Mi»PISG�R��PMQ»�BED�c~XPR7^iVaJ Z;ByV�F�R7BEDÃR�MSJ Z;MQV´�bK�MiWEV}G�D�BEJ$\VaJ Z;ByW`M=ISVaR�M
F�R�MQByVPGÒK�VaJUMQW`MÃK�M�BEDdJUR7VaR�MÃISVaJUR�MÎG�D�B`J$\VaJ Z;BEW`M4ISVaR�M4FHR�X.KHG�I}TUMQ^+D�VPWyG�W(K�MÃB`M�ZT�B`R�M�� ��0D�c;G�DHI9J Z;BEM4K�M�^+X.K�GHW(K�M
BEDdJUMSR7I9X[D�MQI9J�VaR�M�V+G�D�BEJ$\VaJ Z;ByW`XPRQº.Ñ�G?��G�WoBED�c;XPR7^+VaJ Z;B`X[D�VPW F�X[VaJUMun�K�M
G�D�V�K�ByD�JUR�MuISVaJUMS�PXPRgBEBEW`MPj

o



-1

Y0=
X0

(N0)

W1

X0

X1=W1Y0

Nivel  de intrare
(cu unitate fictiva )

Conectivitate
totala

...

-1

Yk=
Fk(Xk)

(Nk)

Nivel ascuns k
(cu unitate fictiva )

Wk

Xk=WkYk-1

Wk+1

Xk+1 =W k+ 1Yk

YK=
Fk(XK)

(NK)

Nivel de iesire

WK

XK=WKYK-1

... YK

Conectivitate
totala

z B`�[G�R7V�p.j�]ËMSF�R�MShSMQDdJ�VaR�M
T�Igs�MQ^+VaJ�BEI[\V+V�G�D�MQB�R7MSJ ZpMQW`MYISG@� DHB`NPMQW`MYK�MYG�D�B`J$\VaJ Z;BocbG�D�I9J Z;B`X[D�VPWEM+ZT7B�I9X[D�MQI9J�B`N.BEJ�VaJUM
JUXPJ�VPW]\V�� �ED�JUR7MuD�B`NPMQW`MQW`MYI9X[D�T�MQISG�J�B`NPMPe

Conectivitate
totala

Conectivitate
locala

Conectivitate
partiala

z B`�[G�R7Vsq.j��"VaR7BEVPDdJUM�K�MuI9X[D�MQI9J�VaR7M�V+G�DHB`J$\VaJ ZbBEW`XPR(K�MYFoMuK�X[G&\V=DHB`NPMQW`M

    R etea hibrida
(conexiuni uni si
bidirectionale )

Conexiuni peste nivele
Conexiuni
bidirectionale

z B`�[G�R7V Ð #?jb�"VaR7BEVPDdJUM
K�M
I9X[D�MQI9J�VaR�MC� �EDdJUR�MuK�X[G'\V=T�VPG�^+VPB ^�G�W`JUMuDHB`NPMQW`M
p



k-�'µ7µ7¾0Þ9°P±�l|·a±U¾x� Ñ�G?��GHD�BEK�B`R7MQI9J Z~B`X[DHVPWÖ�bByD�c~XPRg^+VaJ ZpBEV�ISB`R7ISG�W\V�K�X[VaRËK�BED�T�F�R�M�DHB`NPMQWEG�WoG�D�BEJ$\VaJ Z;ByW`XPR(K�MYBEDdJUR7VaR�M� �yD�TUF�R�M�I9MQW�VPWHG�D�B`J$\VaJ Z;BEW`XPR"K�M(B`M�ZT�B`R�M��geÖö|T�JUM,� �ED�J��VPWyD�B`JLWEVCR�MSJ Z;MQW`MQWEM�XPR��[VPD�B`hQVaJUM(FoM(D�BENPMQW`M,� �ED�ISVaR�MËD.G=M9��BETUJ$\V
I9X[D�M9�?BEGHD�B�BEDdNPMSR7TUMPe

k-�'µ7µ7¾�Õ�·[¯<�k� Ñ�G��Î^�G�W`J�BEKHB`R�MQI9J Z;B`X[D�VPW(�bG�DÂT�MQ^+D�VPWLF�R7X.K�GHT�K�M+X�G�D�BEJ�VaJUM=F�X[VaJUMxT$\V�V�v�G�D��H\V�K�ByDÃD�X[GÂWEV
GHD�B`J�VaJUMQV�R�MQTUFoMQI9J�B`N�\V�nHM=K�B`R7MQI9JSº�nHM=F�R7ByD4BEDdJUMSR7^=MQKHBEG�W�VPW`JUXPR
G�D�BEJ$\VaJ ZpB~�ge�ö,TUJUM�� �EDdJ��VPWED�BEJ�WEV�R�MSJ ZpMQW`MQW`M=ISG
XPR7�[VPD�B`hQVaR�MuX[VaR7MQISVaR�M�ZT�B&WEV=I9MQW`M�� �ED�ISVaR7M
T�G�DdJ�F�R�MShSMQDdJUM
I9X[D�M9��BEG�D�ByW`M�WyVaJUMSR7VPW`M
T�VPG�BED�NPMSRgTUMPe

� �=�=����� �w�7��� � V �
z G�DHI9J Z{B`X[D�VaR�MQVYT�M(R�MSc;MSR�\VuWEVY^=X?K�G�W[� �EDiISVaR�M(R�MSJ ZbMQVPGHVYJUR7VPD�TUc;XPR7^�\VYGHD+TUMQ^+D�VPWHK�M(BEDdJUR7VaR�MPº��Åºa� �EDdJURUt]G�D=T�MQ^+D�VPW
K�M
BEM�ZT�B`R�MPº�àxe,ö,V+K�MSFHBEDHK�MYVaJ��VaJ�K�M
^+X.K�GHWH� �ED}ISVaR�M
cbG�D�I9J ZbBEX[D�MQVah�\V+G�D�BEJ$\VaJ ZpBEW`MuI��VaJ�ZT�B'K�Mu^=X?K�G�WH� �ED�ISVaR�M
T�G�DdJ
BEDdJUMSR7I9X[D�MQI9J�VaJUMPe

��DdGHW!KHBED�JUR7M�F�VaR7VP^=MSJUR7BEBOI9MQB�^+VPB�By^=FoXPR�J�VPD�J ZbBOVPBOc;G�DHI9J ZpB`X[D&\VaR7BEB,MQTUJUM�VPD�T7VP^
_HWyG�W|FoX[D�K�MSR7BEW`XPR�VPTUX?ISBEVaJUM
J�G�J�G�R7XPR�I9X[D�M9��BEG�D�ByW`XPRi�{ñ �ge�Á'V�F�R7By^+V�NPMQK�MSR�MPºÖX�R7MSJ ZbMQV�D�MQG�R7X[D�VPW]\V}FoX[VaJUM+nÅNo\VahQG�J$\VÃISV�XÃISG�J�B`MiD�MQVa�PR�\V
ISVaR�MuFHR7BE^=MdZTUJUMuKHVaJUM
K�MuBEDdJUR7VaR�MxZT�BoFHR�X.KHG�I9MYG�D}R�MShQG�WEJ�VaJ
�~nH�[G�R7V ÐPÐ �ge

X Y
date
intrare

raspuns

z B`�[G�R7V ÐPÐ j ]ËMSJ ZpMQVPG�VÄD�MQG�R7X[D�VPW]\VÎISVÄT�BETUJUMQ^ K�M�JURgVPD�TUc;XPR7^+VaR�M�VÄTUMQ^iD�VPW`MQW`XPR=K�M�BEDdJUR7VaR�Mi��EDrTUMQ^iD�VPW`M}K�M
B`MdZT�BER�MPe

��0D}cbG�D�I9J ZbB`MuK�MuTUFoMQISB�n�ISG�W�Ñ�G?��G�WEG�B�BED�c;XPR7^+VaJ Z;B`X[D�VPW M9�?BET�J$\V=K�X[G&\V=^=X?K�G�R7B�F�RgBED�ISB`FHVPWEM�K�MYcbG�D�I9J ZbBEX[D�VaR�MPj�o¶?³�¯$Àß ¿b°P³�·a±�µÎ³�µS¿;À]µS±0·PÀb¿;ÉÖÜ·�\ ��0DÒISVahQGHW(R�MSJ ZbMQWEMQW`XPR�� �EDÒISVaR�M�Ñ�G?�?GHW�BED�c;XPR7^+VaJ ZbB`X[D�VPWËMQTUJUMÃK�M�J�B`FÒc;MSMQK�c;XPR|{OVaR7K�º
TUMQ^+DHVPWEG�W K�M�B`M�ZT�B`R�MPº�àiº�TUM
FoX[VaJUM�XP_�J ZpBED�M
F�R7BED�VaF�WEBEISVaR�MQV+GHD�MQB cbG�D�I9J Z;BEBpº?� ë �bISVaR�M�K�MSFHBED�K�MuK�MuFHVaR7VP^+MSJUR7BEB
R�MSJ Z;MQW`MQB;��ºHVPT�G�F�RgV=TUMQ^+D�VPWEGHWEG�B�K�MuBEDdJUR7VaR�MPº�� �~nH�[G�R7V ÐQÝ �ge

Y=FW (X)
X Y

date
intrare

raspuns

z B`�[G�R7V ÐQÝ j z G�DHI9J Z{B`X[D�VaR�MQV=GHD�MQBoR�MSJ ZpMQW`MuISG}Ñ�G?�}K�MYJ�B`F}c;MSMQK�c~XPR�{!VaR7K
��D�M9�.MQ^+FHWEG�T�BE^=FHWyGiK�MCcbG�D�I9J ZpB`X[D�VaR7M�D�MQBEJUMSR7VaJ�B`N�\V��bKHB`R�MQI9J$\V��|MQTUJUMuI9MQW�VPW�G�D�MQB�R�MSJ ZbMQWEM�I9X[D�T�J�B`J�G�B`J$\V�K�BEDdJURUt

G�D�D�B`NPMQW.K�MOè¢G�D�B`J$\VaJ ZbB.K�MOBED�JURgVaR�MCZT�B.G�D�D�B`NPMQW.K�M�� G�D�B`J$\VaJ Z;B?K�M!B`M�ZT�B`R�MPe�ACVPI[\V�� ÷ �;å&ûr%SýSýSýr%Uå ä � R�MSF�R�MShQBEDdJ$\VNPMQI9JUXPR7G�W'TUMQ^+D�VPWEMQW`XPR(K�MuBEDdJUR7VaR�M�� �ED�R7MSJ ZpMQV?º�NPMQI9JUXPR7G�W'TUMQ^+D�VPWEMQW`XPR(K�MuB`MdZT�BER�MCNwV+V$NPMQVxI9X[^+F�X[D�MQD�JUMQW`MPj

üPæ�÷��wæU� ä�ó1ú'û ò�æ óSå.ó ��� æ{��% çÖ÷ Ð %|� ý

q



�o¶?³�¯$Àß ¿b°P³�·a±�µ+¿bÀ]µ9±U·PÀb¿;ÉÖÜ·x\ ��0DÎISVahQG�WÖR�MSJ Z;MQW`MQWEXPR(� �yDÃISVaR7M+T�G�DdJ�F�R7MShSMQD�JUM+I9X[D�M9��BEG�DHB'BEDdNPMSR7TUM�D.GÎMQTUJUM=T�G?n�ISB`MQDdJ$\V
XÊT�BED��[G�R�\VÅ»aJUR7MQI9MSR�MQ»mVrTUMQ^+D�VPWyG�WEG�B�K�MÃByD�JUR7VaR7MPºM�´º�F�R7ByDÒR�MSJ Z;MQVrFoMQDdJUR7GïV�XP_�J ZpBED�MÎTUMQ^+D�VPWyG�W�K�MÎBEM�ZT�B`R�MPe
ACBE^=FoXPJUR7B`N�\V?º&� �ED´VPI9MQT�J+ISVah�cbG�D�I9J ZbBEX[D�VaR�MQVÃTUM�K�MQTUc0\VHZT�X[VaR�\V�� �yD´J�BE^+F ºÖFHG�J��VPD�K´nrK�MQT�I9R7BET$\V4F�R7ByD�JURUt]GHDÄF�R�X?I9MQT
B`JUMSR7VaJ�BENÎ�~nH��e Ðr� �OK�Muc;XPR7^+V?j

����#��"÷��F% �r� P�� Ð �"÷��ÖëÂ����� P �U��% P +N#?ý
l MQ^+DHVPWEG�WOK�M�B`MdZT�BER�M}TUM�I9X[D�T�ByK�MSR�\VÎISVÎn�BEDHK�WyBE^+B`J�VÎWEG�Bd�r� P �����,�4÷ WEBE^�� ��¡¢�r� P �U�ge ��ÏDmBy^=FHW`MQ^=MQDdJ$\VaR7Bpº
WEBE^iB`J�V=TUM�VaF�R�XQ��BE^=MQVah�\VxF�R7ByD@����£C�gº�£�n�BED�K}^+X[^=MQD�J�GHWo� �ED4ISVaR�M�MQTUJUM�XPFHR7B`J(F�R7X.I9MQT�GHW&B`JUMSR7VaJ�BEN�e ® VPWyB`J�VaJUMQV
VPI9MQTUJUMQB'VaF�R�XQ��BE^�\VaRgB K�MSFHBEDHK�M�VaJ��VaJ�K�MYF�R�XPFHR7B`MSJ$\VaJ ZpBEW`MYWEGHB��Öë I��VaJ�ZT�B�K�M��r��#��ge

X( t+1)= Fw(X( t))

(sistem dinamic )

X(0)=X

starea initiala

Y=X( T )

starea stationara

z B`�[G�RgV Ðr� j z G�DHI9J ZpB`X[D�VaR�MQV+GHD�MQBoR�MSJ ZbMQW`MuR7MQISG�R�MQDdJUM
¤ ¥¦ �H§}�� � � � V �
��0D�N�\VaJ Z{VaR�MQV}FoX[VaJUMin´No\VahQG�J$\V�ISV�n�ByD�KÄG�DÎF�R�X?I9MQTuFHR7BEDÎISVaR�MxGHDÄT�BETUJUMQ^ � �]ZT�B&� �E^�_HG�D&\VaJ$\VaJ Z~MdZTUJUMxFoMSR�c~XPRg^+VPD�J Z;MQW`M
F�R7ByD�VPIgs�B`hQB`J ZbBEMuK�MuISG�D�X[VHZTUJUMSR7MPe

Ì�MQDdJUR7GÃR�MSJ ZbMQW`MQW`M�D�MQG�R�X[DHVPW`M�� �EDdNo\VaJ ZbVaR7MQV�T�M
R�MSc;MSR�\V�WEViXPRgBEI9M�^=X?K�B�n�ISVaR�M�V�^�GHW`J ZbBE^+BEB�F�VaR7VP^=MSJUR7BEWEXPR��;FoX[D?t
K�MSR7ByW`M}VPTUX.ISByVaJUM�I9X[D�M9��BEG�D�BEWEXPR}ZT�B(F�R7Va�[G�R7ByW`M�VPT�X.ISBEVaJUMÃG�D�B`J$\VaJ Z;BEWEXPR1��ISVaR�M�VPT�B`�[G�R�\VÎXÂ^+VPB�_HGHD&\VÎVPK�MQI9NwVaR7M4V
I9X[^=FoXPR�J$\VaR7ByBoR�MSJ ZbMQW`MQB WEV�FHR�XP_HW`MQ^+V�FoMQDdJUR7G}ISVaR�M�V�c;X[TUJ(FHR�X[B`MQI9J�VaJ$\V?e

® VaF�VPISB`J�VaJUMQV�K�M�V=��EDdNo\VaJ ZbVxMQTUJUM�G�D�ViKHBED�JUR7M
I9MQW`M�^+VPB'By^=FoXPR�J�VPD�JUM�ISVPWEB`J$\VaJ ZbB�VPW`M�GHD�MQB R�MSJ Z;MQWEM�D�MQG�R�X[D�VPW`MPº
F�R7ByD=ISVaR�M�VPI9MQVPTUJ�V�MQTUJUM�T�G�FoMSR7B`X[VaR�\VCVPW`JUXPR!^=MSJUX?K�MPe"Ì�X[T�B`_HBEWyB`J�VaJUMQVË� �EDdNo\VaJ ZU\VaR7ByB�K�BED�M9�?MQ^=FHW`M�FoMSR7^iB`JUM�MSN.BEJ�VaR�MQV
c;XPR7^+VPWEB`h�\VaRgBEB.� �ED�K�MSJ�VPWyBEGxV�F�R7XP_HW`MQ^=MQB�K�MCR�MShSX[W`NaVaJSº�G�D�VQNaVPD�J�V�vËBE^+F�XPR7J�VPD�JO^+VPBoVPW`MQT"� �ED�ISVahQG�WoF�R�XP_�W`MQ^=MQW`XPR
FoMQD�JURgGÃISVaR7M=X�VPTUJUc~MQW|K�M�c~XPR7^iVPWEB`hQVaR�M=D.G4M9��BETUJ$\V?e�Ì"RgBEDÃF�R�X?I9MQT�G�WÖK�M
� �EDdNo\VaJ ZbVaR�M�� �yD4F�VaR7VP^=MSJUR7BEB�R�MSJ Z;MQWEMQBÖMQTUJUM
� �ED��[WEXP_HVaJ$\V=BE^=FHWyBEISB`J|Xic~XPR7^iVPWEB`hQVaR�MuV=FHR�XP_HW`MQ^=MQB{º.VPI9MQVPTUJ�VxFHG�J��VPDHK�n4G�J�BEWEBEhQVaJ$\VY� �yD}c;VahQViK�MYc;GHD�I9J ZpB`X[D�VaR�MPe

��D
VPW`J�VPTUFoMQI9J'BE^+F�XPR7J�VPD�J&VPW�R�MSJ ZbMQW`MQW`XPR�D�MQG�R�X[DHVPW`M"MQTUJUM ¯7·g²?·�¯S¿bÀ{·PÀ]µ�·�¾�µ|Ídµ9³oµ9±U·a¸ ¿EÛQ·P±Uµ VPK�ByI[\VËK�M|VËF�R�X?K�G�I9MR�\VPTUF�G�D�T�G�RgBÖZT�BoFoMQDdJUR7G�K�VaJUM
F�MQDdJUR7G}ISVaR�M�DdG�V�c;X[TUJËVPDdJUR�MQD�VaJ$\V?e
Ì|R�X.I9MQT7G�W�K�M�� �EDdNo\VaJ Z{VaR�MuTUMu_HVahSMQVah�\ViFoMuK�X[G&\V�MQW`MQ^=MQDdJUMPj
k Xx^�G�WEJ Z;By^=MuK�MuBED�c;XPR7^+VaJ Z;BEB"�bD.G�^+BEJ$\V�ZT�B ÇSµQÀ,¾�µ�·P³HÀb±UµS³�·a±�µ ¼
k GHDÊVPW`�PXPR7B`J�^ K�M�VPKHVaF�J�VaR�M�WEVÎBED�c~XPR7^iVaJ Z;ByBEW`M�F�R7BE^+BEJUM�ISVaR�M4TUM}_HVahSMQVah�\VÂFoM�XÄR�MS�[G�W\VÄK�M}V�vUG�T�J�VaR�M�V
F�VaR7VP^=MSJUR7BEWEXPRQe

��0D}cbG�D�I9J ZbB`MuK�MuD�VaJ�G�R7V+BED�c;XPR7^+VaJ Z;BEByW`XPROF�R7BE^+BEJUMPº[� �yD�N�\VaJ ZpVaR�MQV=FoX[VaJUMYn4K�MuG�D�V=K�BEDdJUR�MYISVaJUMS�PXPR7BEByW`MPj
Ð e©¨ µ1Ç1¶�²�µ9±1É$¿EÛQ·PÀ�Ü·«ª·a¶�À{°kjU°a±pÍ�·a³H¿`Û$·a±UµR¬k\Ël BETUJUMQ^�G�W�F�RgBE^=MdZTUJUMËK�X[VaROT�MQ^+D�VPW`M�K�M�BEDdJUR7VaR�M�K�BEDiFHVaR�JUMQV�^=MQK�B�tGHWEG�B�ZT7B?F�M!_HVahQVYVPI9MQTUJUXPRgVuK�MQT�I9XPFoMSR�\V�JUR�\VPT$\VaJ�G�R7BEW`M!TUJ�VaJ�BETUJ�BEI9M(VPWEM!FoXPFHGHWEVaJ Z~BEMQB.T�J�BE^�GHWEBEW`XPR�I9X[D�TUJUR7G�ByD�K�G?t1ZT�B
X�R�MSF�R�MShSMQDdJ�VaR�MOI9X.KHB�n�ISVaJ$\V!� �yDuFoX[D�K�MSR7BPV�^=MQK�BEGHWEG�Bpe q I9MQVPTUJ$\V�R�MSF�R�MShSMQDdJ�VaR�M!F�X[VaJUM|n�GHW`JUMSR7B`XPR&G�J�BEWEB`hQVaJ$\VFoMQDdJUR7G�VPWEJ ZpB TUJ�BE^�G�WEB�ISVaR�M�F�R�X�N.ByD�K�BED�FHVaR7JUMQVxVPI9MQWEGHBEV�ZT�B ^=MQKHBEG�e,ACBED�FHG�D�I9J(K�M
NPMQK�MSR�M�VPW`�PXPR7B`J�^iBEIYX
VPT�MQ^=MQD�MQV�^=MSJUX.K'\VxK�M�VPK�VaF�J�VaR�M�I9X[D�TUJ$\V�� �ED�JUR�t]G�D�VPW`�PXPRgB`J�^ K�M�I9X[D�TUJUR7GHB`R�M
ViF�X[DHK�MSR7BEW`XPR(ISVaR7M
FoX[VaJUM

Ð #



n}B`JUMSR7VaJ�BEN+T�VPGxD.G�e](MS�[GHWEV
K�M�V�vUGHTUJ�VaR�M�V�FoX[D�K�MSR7ByW`XPR"VaR�M�c~XPR7^iVu�PMQD�MSR7VPW\V?j®=ò�æ ó�÷�¯��;ü$ók%UåHæ]�gº?I9MSMQV
I9M�T�G��PMSR7MQVah�\V�I[\V=� �ED4F�R�X?I9MQT�G�W K�M�VPK�VaFHJ�VaR�M�ViFoX[D�K�MSR7BEB&I9X[D�M9�?ByG�D�BEB KHBED�JUR7M
G�D�B`J�VaJUMQV�õÎZT�B�G�D�B`J�VaJUMQVxç
ByD�JUMSR�N?BEDÎK�X[VaR
T�MQ^+D�VPW`MQW`M=K�M=B`MdZT7B`R�M�R�MQTUFoMQI9J�B`NÃK�M=BED�JURgVaR�M+VPW`M+I9MQW`XPRuK�X[G'\V}G�D�B`J$\VaJ Z;Bpe q I9MQT�JUMx^=MSJUX?K�MT7G�D�JOG�J�BEWyB`hQVaJUMËFoMQDdJUR7GxVaF�WEBEISVaJ ZpBEB�K�M�^+MQ^=XPR7VaR�MCVPTUX?ISBEVaJ�B`N�\V?º.�PRgG�FHVaR�MCV�KHVaJUMQW`XPRu�bISWEG�TUJUMSR7ByD��d�gº.VPDHVPWEB`hQV
I9X[^+F�X[D�MQD�JUMQW`XPR�F�R7BEDHISB`FHVPW`MPe

Ý eH° ¶$²�µ9±1É$¿EÛQ·PÀ�Ü·x\�l MCK�BET�FHG�D�M(K�M�G�D ÇSµSÀ"¾dµu·a³HÀb±�µ9³�·a±Uµ �b^�GHW`J ZbBE^=M�K�MËM9�?MQ^=FHW`M��|ISVaR�MCI9X[D�J Z{BED�M�FoMSR�MQI7s�B�K�Mc;XPR7^+V���±9%|²}�"ISG=±�R�MSF�R�MShSMQDdJ��VPD�K�TUMQ^+D�VPWyG�W�K�M�ByD�JUR7VaR7MPº.BEVaRd² R�\VPTUFHG�DHT�G�W�I9XPR�MQI9Ju�E� �EDxISVahQG�W.� �EDdN�\VaJ Z�\VaR7BEB
T7G�FoMSR�N.BEhQVaJUMËF�R�XPFHR7BEG?t{hQBET�M��ÖT�VPG�G�DiByD�K�BEISVaJUXPROK�MCI9XPR�MQI9J�B`J�G�K�ByD�M��E� �ED�ISVahQG�WoI9MQW`MQB�K�M�J�B`FxR7MQI9X[^=FoMQD�T$\V�^
FoMQD�VPWyB`hQVaR�M��ge�Ì�M�_HVahQV4T�MSJ�G�WEG�B,K�MxVPDdJUR�MQD�VaR�M�FoX[D�K�MSR7ByW`M+TUM�I9X[D�TUJUR7G�BEMQT�IiB`JUMSRgVaJ�B`NÂG�R7^�\VaRgBED�KÄ^+Vw��B�t
^iB`hQVaR�MQV�G�DdGHB�BED�KHBEI9M"K�M!F�MSR7c~XPR7^iVPD�J ZU\V�T�VPG�^+BEDHBE^+B`hQVaR�MQV�GHD�MQB[cbG�D�I9J ZbBEBdK�M|MSR7X[VaR�MPe ��ÏD�VPI9MQTUJLISVah,R7MS�[G�WEV
K�M�V�v�G�TUJ�VaR�M�V+FoX[D�K�MSR7ByW`XPR�VaR�M
c;XPR7^+Vi�PMQD�MSR7VPW]\V=®�ò�æôó�÷³¯��;ü$óx%UåHæ´%�µ1æôów�(G�D�K�M�µ1æôó
MQTUJUM�GHD�TUMQ^+D�VPW'K�M
VPDdJUR�MQD�VaR7M
K�MSJUMSR7^+ByD�VaJ�FoMY_HVahQV+TUMSJ�G�WyG�B�K�MuVPDdJUR�MQD�VaR�M�ZT7B�V+^=MSJUX?K�MQB K�MYXPF�J�By^+B`hQVaR�MYc;X[W`X[T�B`JUMPe]ËMQWEVaJ�B`N�WEV
� �EDdNo\VaJ ZbVaR7MQV+T�G�FoMSR�N?B`hQVaJ$\V=VaFHVaR�ZT7B G�R7^�\VaJUX[VaR7MQW`MYF�R�XP_HWEMQ^=MPj
�bV���¶ ·a¸ ¿p¾[·a±�µ�· R�MSJ ZpMQW`MQB'»PVPD�JUR�MQDHVaJUMQ»Îj(TUM�cbVPI9M=K�M
R7MS�[G�W]\V+FHR7BED�R7MSJ ZpBED�MSR�MQVxK�BED�T�MSJ�G�W'K�M�VPDdJUR�MQD�VaR�M=V

GHDdG�B�T7G�_HTUMSJ(K�MYNaVPWEBEKHVaR�M+�bISVaR�M�D.G�MQTUJUM�G�J�BEWEB`hQVaJ|� �ED}K�MSJUMSRg^+BED�VaR�MQV�FoX[D�K�MSR7BEW`XPR1�ge
�;_�� q T�B`�[G�R7VaR�MQVuG�D�MQB?_HG�D�M�ISVaFHVPISB`J$\VaJ Z]B�K�M Í.µ9³�µS±0·a¸ ¿EÛQ·a±�µ j|T�M(^=MQD�J Z{BED�MOGHD+D�B`NPMQW ·[¯g¯gµÏ²�À{·�Õ9¿;¸ K�M�MSR7X[VaR�MFoM|T�MSJ�G�W[K�M|VPDdJUR�MQD�VaR7M�� �EDuT�I9XPF�G�WPMSN?B`J$\VaR7BEB Ç1¶�²�±0·¸·¹~³�ÉLÜ·PÀß Ü·P±g¿;¿ �E� �ED�N�\VaJ Z{VaR�MQV�K�MSJ�VPWEBEByW`XPR�D�MQTUMQ^+D�B`n�ISVaJ�B`NPMKHBED}ISVPK�R7G�WoM9�?MQ^=FHWEMQW`XPR1�ge

º » ��¼ � � § � V �"� �=� � �«½�V��©¾ ����¿ � �Q� � �MÀo�7��ÁÂV � � � �|�7� � � ��V���� �(���](MShSX[WENwVaR�MQVrISWEVPT7BEI[\V��bISGïVPW`�PXPR7BEJ�^+B(_HByD�M�F�R�MQISBEhQVaJ Z{B(FoMQDdJUR7Gmn�MQISVaR�MÃISWyVPT$\VÅK�M�F�R�XP_�W`MQ^=M��=VÅF�R�XP_�W`MQ^=MQW`XPR
D�MQI9MQT�BEJ$\VÄISG�D�X[VHZTUJUMSR�MQV´VÄT�G?n�ISB`MQDdJUM�K�VaJUM�K�MQT�F�R�M�F�R�XP_HWEMQ^�\V�FoMQDdJUR7GÊVÎXÄFHG�JUMQVÄK�MQT�I9X[^=FHG�D�M+��yD�GHD�B`J$\VaJ ZpB
W`XP�[BEI9M4MQW`MQ^=MQDdJ�VaR�MÊZT�B(FoMQDdJUR7GmVÅMQWEVa_oXPR7VÂG�D�VPW`�PXPR7B`J�^�ISVaR�M4NaVÂRw\VP^4�VPD�M4»Î��ED��[s�MSJ ZbVaJ�»Ä��EDmT�JUR7G�I9J�G�R7VÅWEG�Bpº
^=X?K�B�n�I��VPDHK�G?t]TUMCK�X[VaR�KHVaJUMQW`MYFoMuISVaR�M
W`MYF�R7MQWEG�I9R�MQVah�\V?e

ACVPI[\VmK�VaJUMQWEMÎK�MQTUF�R�MÃF�R�XP_HWEMQ^�\VÅD.GïT�G�DdJ}T�G?n�ISB`MQDdJUMÎVaJ�G�D�ISBCF�R�XP_�W`MQ^+V�DdGÓFoX[VaJUMÃnùc~XPR7^iVPWEB`hQVaJ$\V*ZT�B
^=MSJUX?K�ViK�M�^+VPB'T�G�T�DdG�F�X[VaJUM�nÃVaF�WEBEISVaJ$\V?e ��0D4VPI9MQTUJUM�T�B`J�GHVaJ ZpBEB FoXPJ�nÄG�J�BEWEBEhQVaJUMuR�MSJ ZbMQW`M�D�MQG�R�X[D�VPWEMPºHMSJ�VaFoMQW`M
K�MYR�MShSX[WENwVaR�Mun�BED�K�j

Ð e l J�Va_HBEWEB`R7MQVÃGHD�MQB(VaR7s�BEJUMQI9J�G�R7B�BED�BEJ Z;ByVPW`M�ISVaR�M4T�\VÎnHM�I9X[^=F�VaJ�B`_HBEW]\VÎISGÒF�R�XP_HW`MQ^iVm�bK�M�M9�?MQ^=FHWEGmT�JUR7G�I1t
J�G�R7V�D�BENPMQWEG�WEG�BLK�MiBEDdJUR7VaR�M�� �yDÂR�MSJ Z;MQV4JUR�MS_HG�BEMiT$\V}n�MxI9X[^=FHVaJ�BE_HBEW]\V�ISG�D.G�^�\VaR7G�W|K�MxK�VaJUM�BED�B`J Z;BEVPWEMiVPW`M
FHR�XP_HW`MQ^=MQB;��ZT�BLVPWEMS�PMSR�MQV�J�B`F�G�WEG�B'K�M+G�D�B`J$\VaJ Z;BÖcbG�D�I9J Z;B`X[D�VPWEMPe l J�Va_HBEWEB`R7MQVi�PR7VPKHG�WEG�B�K�M=^+VPW`MQVa_HByWEB`J�VaJUM=VPWR7MSJ ZpMQW`MQB'F�R7BEDÃTUFoMQISB�n�ISVaR�MQVxFHVaR7VP^+MSJUR7BEW`XPRCV�vUGHTUJ�Va_HBEWEBO�;X�R�MSJ ZbMQV�NaVinÂISGÎVaJ��VaJu^+VPB��PMQD�MSR7VPW\V�ISGÄI��VaJYNaV
V$NPMQVÄ^+VPB|^�G�W`J Z;B,FHVaR7VP^=MSJURgB|V�v�G�TUJ�Va_HBEWyB~�ge}Ì'MQDdJUR7GÅnHMQISVaR�M�BED�TUJ�VPD�J ZpB`MSR�MiV4FHVaR7VP^=MSJURgBEW`XPR�T�MiXP_�J ZbBED�MiX
VPD.G�^+BEJ$\V=c;GHD�I9J ZpB`M
VPTUX?ISBEVaJ$\ViR�MSJ ZbMQW`MQB,�bK�X[G&\V=R�MSJ ZbMQWEM
VQN �VPD�KÃVPI9MSMQV�ZT�B'VaRgs�B`JUMQI9J�G�R�\ViK�VaRËNaVPW`XPR7B KHB`c~MSRgB`JUMuVPW`M
F�VaR7VP^=MSJUR7BEWEXPR�FoXPJËR7MShSX[W`NwV�K�X[G&\VxF�R�XP_�W`MQ^=M�KHB`c~MSRgB`JUM��ge ��0D4VPD.G�^+B`JUM�ISVahQG�R7B�I7sHBEVaR=ZT7B'VaR7sHB`JUMQI9J�G�R7VÎ�bK�M
M9�?MQ^=FHWyG}DdG�^4\VaR7G�W�K�MuG�DHB`J$\VaJ ZbB~�,MQTUJUM�^iVPW`MQVa_HBEW]\V�MQV�n�BED�K�TUJ�Va_HBEWyB`J$\V�F�R7BED�F�R�X?I9MQT�G�W�K�M�� �ED�N�\VaJ ZpVaR�MPe

Ý e q W`MS�PMSR�MQV�G�D.G�B�VPWE�PXPR7B`J�^ K�MÖ� �EDdNo\VaJ ZbVaR7M,FoXPJUR7B`N?B`J ISG�VaR7s�B`JUMQI9J�G�R7V(R�MSJ Z;MQWEMQB�ZT�B.ISG�ISVPDdJ�B`J�VaJUMQVCK�M!BED�c;XPR7^+VaJ ZbB`M
K�M+ISVaR�M+TUM+K�BET�FHG�D�M�K�MQTUF�R�M�F�R7XP_HW`MQ^�\V?e ��ÏDÄVPW`MS�PMSR7MQV�VPW`�PXPR7B`J�^�G�WEGHB'K�M
� �EDdN�\VaJ ZpVaR�M=JUR�MS_HG�BEM�T�\V}TUM�J ZpBED&\V
I9X[DdJ�K�MPj
�bV���cbG�D�I9J ZbByV�F�MuISVaR7MuX=FoX[VaJUMuR�MQVPWEB`hQV+R�MSJ ZbMQVPG�V��bK�MQISB&K�M
VaR7s�BEJUMQI9J�G�R�\V��g¼
�;_���T�F�MQISB`n�ISG�W!»P^=MQK�BEG�WyG�B"BED�c;XPR7^+VaJ Z;B`X[DHVPWE»4VPWOFHR�XP_HW`MQ^=MQB��bK�M�NPX[WEG�^�G�WCZT�BOD�VaJ�G�R7VÎK�VaJUMQW`XPR+K�MQTUF�R�M

FHR�XP_HW`MQ^�\V��ge

ÐPÐ



� e q DdJUR�MQD�VaR�MQV=R7MSJ ZpMQW`MQBoFoMQD�JURgG}V=R�MShSX[W`NaV�XiVPD.G�^+B`J$\V�F�R7XP_HW`MQ^�\V?e q D�JUR�MQDHVaR�MQV+TUMuR7MQVPWEB`hSMQVah�\V=F�RgBED�»PVP^�tF�WEVPT�VaR�MQVP»ÅR�MSJ ZpMQW`MQB�� �ED�»P^=MQK�BEG�W�BED�c;XPR7^+VaJ Z;B`X[D�VPWy»´TUFoMQISB�n�I�F�R�XP_HWEMQ^=MQB�ZT�B�VPI9J�B`NaVaR�MQVrVPW`�PXPR7B`J�^�G�WEGHB(K�M
� �yD�N�\VaJ ZpVaR�MPe`�eMt'MQTUJ�VaR�MQV��;NwVPWEByK�VaR�MQV��
R�MSJ ZpMQW`MQB!F�R7MQT�G�FHG�D�MiNPMSR7B�n�ISVaR�MQVÄI9XPR�MQI9J�B`J�G�KHBED�BEB,R�\VPTUFHGHD�T�G�R7ByW`XPRuFoM}ISVaR�M�W`M}K&\V
R7MSJ ZpMQVPG�V�I��VPD�KiFHR7BE^=MdZTUJUM�K�VaJUMCK�M�ByD�JUR7VaR7M�ISVaR�MYD.GxVaFHVaR7J ZpBEDiTUMSJ�GHWEG�BHK�M�VPDdJUR�MQD�VaR�MYK�VaR!FoMQD�JUR7GxISVaR�MYTUM
ISGHD�X[V�ZTUJUM
Rw\VPTUFHG�D�T7G�W�I9XPR7MQI9JSec.eË��J�BEWEBEhQVaR�MQV�F�R�XPF�RgBEG?t{hQBET$\V�V=R�MSJ Z;MQWEMQBpe

Ì|R7BE^=MQW`M4K�X[G&\VÂMSJ�VaFoMÎTUMÃR�MSc~MSRw\V´WEV´F�R�X[B`MQI9J�VaR�MQVÅR�MSJ ZbMQWEMQBËBEVaR�I9MQW`MQWEVPW`JUMÃWEV´VPKHVaF�J�VaR�MQV*�bVPD�JUR7MQD�VaR�MQV��ÃZT�B
G�J�BEWyB`hQVaR�MQVÄMQBpe q K�MQTUMSXPR7B�X´MSJ�VaFHV�F�R�MQ^+MSR��H\VaJUX[VaR�MÎX´R�MSFHR�MShQBEDdJ$\V´F�R7MSF�R�X?I9MQT�VaR�MQV´KHVaJUMQW`XPRQe A�MÃM9�.MQ^+FHWEG
K�VPI[\VxK�VaJUMQW`M�K�M�BEDdJUR7VaR�M
T�M�I9X[D�TUJ�BEJ�G�B`M�� �ED�NPMQI9JUXPR7BÖK�M
NaVPW`XPR7B D.G�^=MSRgBEI9MuXiJURgVPD�TUc;XPR7^+VaR�M�G�J�BEW]\V�XxR�MSF�R�MShQBEDdJ$\V
D�XPR7^iVPWEB`hQVaR�MQV=VPI9MQTUJUXPRgV?e
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B C�DFE�GIHKJML�HKN.D�O
P QSR TUQWVXQWVXQZY=QSQW[@\]Y_^�`9acbd`9[feSghg�ikj�lmi�nogp` i�lXq�QWV�[pQrg+i�lXR�sbdR TUlKYtg�i�e;R TUlX^oi�b�VmQuj9g�ivR e;^oi+j,R�lXR�g�lXR,Qr[+lmi�w
xdy{z i|i+lXq�QWVM[pQ~}�g�i+lXR�sbdR TUlM[pQ~l�ivR,`9bd`9Q~eSbd`9b�e;R,QS`9lX�WbdR,Q���`�lmi�Y=bd�+R�g�VMeosbh`9QSR,`9b�i�j���lmRrj,QW��i�b�Vmg+V���Q�eSbd`�Q;\�V
�+`9lm��QWj�e y�� g��b�i�[���mi~e;^oi�j9lm[pQS`9bd`�Q�Tj�l�g�i�lXR�bdR,QWb���e;R�lXq�sb�gpR�lmVmlX�WbdR�sb��KQWivR,`9g���^@[pQWVmbd`�QWb0��`9bdnog+Vmg�lU�vi+lXq�QWVmg�V
[�QrlmivR,`�bd`�QZR,`9b�i�j��~lXR,QZq�QWe;R,^�`9g�V������=�����,�F�W�S�S�S���,�K�¡ �¢£eSgh���{�¥¤ xdy

¦"y{z ihi�lmq�QWV�[pQ�§ g�i�lXR�sbdR T=lF[pQrlmQvTj�lX`�QZeSbd`9b�e;R,QS`9lm�WbdR,Q0��`�lmi�Y=g�i+e;R TUlml�[pQZR,`9b�i�j�Y_QS`¡¨�©�w«ª ¬®(ª ¬/j���QWeSlX��e;Q y
¯"y{z i°b�i�j9b���±+V�g�[pQ²e;^oipQ;³plmg�i�l{� �mi«R,`�Q²i�lmq�QWVmg�Vu[pQ²lmi«R,`9bd`�Q�Tj�lZe;QWV0[pQ²lXQ«Tj�lm`�Q��3eSbd`9Q´��mi�eSbd�Wg�Vre;QWV0��b�l
j9lm���+Vmg�`�QWb�V�lX�SQWbd�vsb~^�e;^oipQWe;R�lXq@lXR�bdR,Q0R,^�R�b�Vµsb y ¶ ^oipQ;³@l�g�i�lmVX^�`·VXQ0j�g�i«R b�j,^"eSl�bdR,Q0�K^oi�[pQS`�lmVXQ�w�¸ ©º¹r»´¼ eSg
½ »¿¾ x �S�S�S����§�À�Tj�l�Á »¿¾�Â �S�S�S�Ã��}²Ào��¸·©X�¡`9QS��`�QS�SQWi«RÃ�b�i�[h��`�bdnog�V�g�i�lXR�sbdR T=lml�[�QrlXQvTj�lX`�Q ½�y

Ä R,`�g�e;R�gp`9b�g�i�QWl�b�j,R,Y_QWV�[pQZ`�QSR TUQWVXQZQWj�R,Q�lmVmg�j�R,`9bdR�sb�j�e9Å�QW��bdR�lme¡� �mi���nogp`9b xdy

-1

Y0=
X0

(N)

W

Y1=
F(X1)

(M)

Y1X0

X1=WY0

Nivel  de intrare
(cu unitate fictiva ) Nivel de iesire

Conectivitate
totala

Æ�lXnogp`9b x wMP QS�+`�QS�SQWivR�bd`9Quj9e9ÅpQW��bdR�l�eosb�b0g�i�QWl+`�QSR T=QWVmQ3eSg�g�i�i�lXq�QWV�[pQulmivR,`�bd`�Q.�tÇZÈ x g�i�lmR�sbdR T=l= ¡Tj�l�g�i�i�lXq�QWV�[pQ
lXQ«Tj�lm`�Q��tÉÊg+i�lXR�sbdR Ttl_ ZTj�lFe;^oi�QWe;R�lXq"lmR�bdR,Q�R,^�R�b�Vmb0� ��ivR,`�Qri+lXq�QWVmg�VK[pQrlmi«R,`9bd`�Q�Tj9lFe;QWVF[pQrlXQ«Tj9lX`�Q y

x



Ë Ì�N�Í.L�H Î�G9Ï¡Í.O·D�J
Æ�g�i+e;R T]lX^oi�bd`�QWb{g�ipQWlob�j,R,Y=QWVv[�QM`�QSR TUQWVXQ
[pQS�+lmi�[�Q�[�QÐ��bdR,`9lme;QWb{�K^oi�[pQS`9lmVm^�`Fe;^oipQ;³@l�g�i�lmVX^�`�ÑÒ���=¸·©º¹Ã  ©mÓ �,Ô Õ�Ô ¹ÖÓ �ÖÔ �Tj�l�[pQ�Y=g�i+e;R T=l�lmVXQZ[pQZR,`9b�i�j�Y_QS`0�U¨�©]  ©mÓ �,Ô Õ Tj�l��K^obdR,QZ�f[pQWj�e;`�lmj�sb.��`9l�i�w

× ©F��¨�©,�
�Ø¹�ÓK� ¸·©º¹W�"¹� �� ½ »¿¾ x �S�S�S����§ÙÀo�

ÚÐ`9lmi�eSlX��b�VmbZ��`�^�±�VXQW�fsb0`Ãsb��6�b�ipQZ[pQSR,QS`9�~lmi�bd`�QWb�qdb�VX^�`9lmVX^�`c¸·©º¹ueSbd`�Qrb�j�lXnog�`Ãsb�`9QS�S^oVXq�bd`9QWb�[pQZeosbdR,`�QZ`�QSR TtQWb�b
g�ipQWl�b�i«g��~lXR,Qr��`�^�±�VXQW��Q���[�QrQ;³"QW���+VmgkQSY=QWe;R�g�bd`�QWb�g�ip^�`¡b�j,^"eSlmQS`9l�[�l�ivR,`�Q�q�QWe;R,^�`9l�[�Q0lmi«R,`9bd`�Q�Tj9lFq�QWe;R,^�`9l�[pQ
lXQ«Tj�lm`�Q�w�� � ÜÛ � �S�S�S���,�6ÝkÞÛ«ÝfeSgk�´ß » ª ¬ � Tj�lFÛ ß » ª ¬ Õ y
à Câá�ã9G9L�O ä�G9ã9G,H�OcHKJ
P QSR TUQWVXQWVXQÐY=QSQW[pY=^�`�a%bd`9[��m� ��i�n�QWipQS`�b�VU��i«g�i«g+��b�l«e;QWVmQceSg�g�i�j�lmipnogp`�i�lXq�QWV_ K��QS`���lXRF`�QWb�V�lX�Wbd`�QWb3[pQcb�j�^"eSlXQS`�ld� �mi«R,`�Q
[�bdR,Q�[pQ�lmivR,`�bd`�Q0� » ª ¬ � Tj�l�[�bdR,Q�[pQ�lmQvTj�lX`�Q�å » ª ¬ Õ y3æ e;QWj,R,Q�b�j,^@eSlXQS`9l��K^�R{��Y=^�`9��b�VmlX�WbdR,Q���`9l�ihYtg�i�e;R Ttlml
ç wcèêéëª ¬ �  ª ¬ Õ �%[pQWeSl·`�QSR TtQWVmQWVXQk�K^�R�`�QS��`�QS�SQWi«R�b²Ytg�i�e;R Ttlml%q�QWe;R,^�`�lmb�VXQ y ÚM`�^�±+VmQW��bdR�lmeSb¿bd��`�^�³@l��fsbd`9lml
Ytg�i�e;R TUlmlmVm^�`c�K^obdR,QZ�f[�QWj�e;`9lmj�sb@�«� ��ik��^"[fj�lm���+V�lì��eSbdRS�@b�j,R,Y_QWV]w

ÚÐ`�QWj�gp��g�ipQW�Êeosb¿j,QheSg�ip^oj�e�qdb�VX^�`9lmVmQ�Ytg�i�e;R TtlXQWl ç [p^obd`��KQWivR,`�g£^²��g�VXR T=lm��Q�[�Q�qdb�VX^�`9l%b�VXQkbd`,\
nog+��QWivR,QWVm^�`~�t[pQ.Q;³"QW����Vmg�j,Q�eSg�ip^oj�edw ¾ �=� � � ç �=� �  , ��S�S�S�Ã���=� Ý � ç �=� Ý  , 9À�  y Ä Q�[p^�`�Q«Tj,R,Q�QWj,R�lX\
�~bd`�QWb�qdb�VX^�`9lmVX^�` V�g�l ç ��QWi«R,`9g�^�`9l�e;Qrbd`�nog���QWi«R �Ü[�lmi�[p^o��QWi�l�g�VKj�sb�gh[pQ�[�Q;��i�lXR T_lXQ y

í3QWj,��`9QZ^�Y=g+i�e;R TtlXQZî�w ¼ �  ¼ Õ j,Qr�K^obdR,Qrj,�+g+ipQZeosb�bd��`�^�³@lm��QWbd�vsb��KQ ç eSgh��`�QWeSlX�Wlmb�ï{[�b�eosb�bd`�QrVX^@ed�
[pQZQ;³@QW���+VmgF��ð ç �=�¿ �¤¿îu�=�� �ðuñ�ï·�KQWi«R,`9g�^�`9lme;Qr�£��ðMòpð·��l�i�[�^�ip^�`9�fsb�[�Q;��i�lXR�sb.�KQ ¼ Õ y

íulXY=QS`9lXR,Qc��`�^�±+VmQW��Q
e;^oi�e;`9QSR,Q·��^�R���Y_^�`���b�VmlX�WbdR,Q%eSbu��`�^�±+VmQW��Q
[pQ%bd��`�^�³@l���bd`�Q%[pQ
Ytg�i�e;R Ttl�l y í3Q%Q;³"QW���+Vmg�w
xdy í3QSR,QS`9�~lmi�bd`�QWbóg�ipQWl·`9QWVmbdR TUlml·Ytg�i�e;R TtlX^oi+b�VXQ�� �mi«R,`�Qf[p^og�sb|�fsbd`9l���l·�K^�`9i�lmi+[ó[�Q6Vmb²[+bdR,Q6^�±�R Ttl�i«gpR,Qf��`9lmi
�6sb�j�gp`ÃsbdR,^�`9l
�õôÐö]÷dø�ù�÷�[�bdR,QWVX^�` Q;³@�KQS`9lm��QWi«R�b�VXQÃ  y

¦"y{ú Y_QWe;R�g+bd`�QWbkg�ipQWl�û�ø�ù�üdýUþWöÿ ý_ý�� �mi6eSb�[�`9g�V�g�ipQWl�j,QS`9lml�R,QW���K^�`9b�VXQh�=qdb�VX^�`9l�b�VXQ.g�ipQWl��fsbd`9l���l�e;Q.QSq�^oVmg�QWbd�vsb� ��i�R�lm���� 
�K^�`9i�l�i�[�[�QrVmb�g�ikj,QSR [pQ�q�b�VX^�`�l�b�ivR,QS`9lm^obd`�Q y ��Iihb�e;QWj,R{eSbd��j,Q¡� �mi�e;QWbd`9eosb~bd��`�^W³plm��bd`9QWb�g�ipQWl
Ytg�i�e;R Ttl�l ç woè é ª ¬��Z'ª ¬/eSbd`�Q�jÃsb�j�gp`���`�lmi�[�sb0VXQSn+sbdR�gp`9b�[+lmivR,`9Q���qdb�VX^�`9l�b�i«R,QS`9lX^obd`9Q�[�lmi�j,QS`9lmQ��p�������W�
� ����	 �F�S�S�m�p� ��� � Tj�lFq�b�VX^obd`9QWb�eSgp`�QWi«R�sb@��� � y

¯"y�
� üdý ôcþ9÷dø�ù�÷�� þ ��� û�ø,ù���ýU÷hüo÷�ö�ù�� � ø y Ä Q0eSb�gpR�sb~^~Ytg�i�e;R TUlXQ ç �{wpª ¬ �  ª ¬ Õ ��§ ñ/} �=Y=^oVX^oj�lXR�sb��KQWi«R,`9g
QSR�bd��bó[�Q´e;^@[�lì��eSbd`9QÃ fTj�l3^óY=g�i+e;R T=lmQ ç�	 w3ª ¬ Õ  ª ¬ � �=Y_^oVm^oj�lXR�sb£��QWi«R,`9g�QSR�bd�+b�[pQ6[�QWe;^"[�lX��eSbd`�QÃ 
b�j�R,Y_QWV�� ��i�ev�bdRZe;^o���+g�j�bkVm^�`W� ç 	�� ç �0wKª ¬ �  ª ¬ � ��j�sb��+Q�ev�bdR���b�l�bd��`�^���lmbdR�sbk[pQ.Y=g+i�e;R TUlmb�lm[pQWi«R�lmeosb@�
��w«ª ¬ � 'ª ¬ � �����=�� Ð�/� y

� y3¶ Vmb�j�lì��eSbd`9QWb6g�i�^�`�q�QWe;R,^�`�l [�lmi®ª ¬ � � �mió§ eSV�b�j,Qk�K^obdR,Q��®q�sbd�WgpR�sb¿eSb�^¿b�j,^@eSlXQS`�Q~� �mi«R,`�Q�QWVXQW��QWi«R�g�V
� » ª ¬ � Tj�l�g�i�q�QWe;R,^�`%lmi�[+lmeSbdR,^�`Mb�V+eSVmb�j�QWl y í3Q¡Q;³"QW����Vmg��oeSVmb�j�b ½ �K^obdR,Q �~`9QS��`�QS�SQWi«R�bdR�sb�[pQ q�QWe;R,^�`�g�V
� Â �S�S�S��� x �S�S�S��� Â   j�lmipnog�`9b�q�b�VX^obd`9Q x b����b�i�[�gp\�j,QZ�KQZ��^��WlmR T=l�b ½�y

��Ii´��`�^olXQWe;R�bd`�QWb�g�i�QWl�`�QSR TUQWVXQ�i�QWgp`�^oi�b�VXQ����6�K[�QWj,R�lmi�bdR,Q.`�QS�S^oVXq�sbd`9lml�g�ipQWl���`�^�±�VXQW��Q0[�Q.b�j�^"eSlXQS`9Qk�t[�Q0Q;³"\
QW���+V�g��pbd��`�^W³plm��bd`9QWb�Y=g+i�e;R TtlXQWl ç  cR,`�QS±+g�lmQZ`�QS�S^oVXqdbdR,Q�gp`9�fsbdR,^obd`9QWVXQr��`�^�±�VXQW��Q�w

¦



 "! ø �$# �mù � ÷�ø,ù2û�ø,ù&%�ù�'+ö)(÷døÖý_ý+*cÚ�^obdR,Q�`�QSR TtQWb�g�b,� �teSbd`9b�e;R,QS`9lm�WbdR�sb�[pQ3^.b�i"g���lmR�sb0bd`9Å+lXR,QWe;R�gp`Ãsb@�pg�i�b�i"g���lXR
��^"[£[pQ�Ytg�i�e;R TtlX^oi�bd`�Q´Tj�lÐ[pQ�g�i²b�i"g���lXRrj,QSR�[pQ��+bd`�b���QSR,`9lml_ Zj�sbhbd��`�^�³@l���QS�SQ~Ytg�i�e;R Ttlmb ç.- æ e;QWb�j�R�sb
�+`�^�±+VXQW�fsb�QWj�R,Q~lm���K^�`�R�b�i«R�sb~� �mi«R,`9g�ev�bdRri"g¿^�`9lme;Q�`9QSR TtQWbh�K^obdR,Q~j�sbkbd��`9^W³plm��QS�SQ�^�`9l�e;Q�Y=g+i�e;R TUlXQf�t[pQ�Q;³"\
QW���+Vmg´Y=g+i�e;R Ttlmb0/21uP�i"g��K^obdR,Q.�¿bd�+`�^W³plm��bdR�sb���`�lmivR,`�\]^�`�QSR TUQWbkeSg¿g�i�j�lmipnogp`Zi�lmq�QWVU�KY=g�i+e;R TUlml�V�lmi�lmbd`�Q
[�QrlmivR,QSn�`�bd`�Q�Tj�l�Ytg�i�e;R T=lml�[�QZR,`9b�i�j,Y=QS`{[pQZR�lX�43{QWb�q"lmj9lm[pQÃ  y

 "! ø �$# �mù � ÷657 '�89(÷�öÿ (÷�ø�ý=ý�*{ÚM`�QWj9gp�+g�ipQW� eosb:� QWj�R,Q�^�`�QSR TUQWb~b�eosbd`�QWl�bd`9Å�lXR,QWe;R�g�`9l�� �ml��KQS`9�~lXR,Q��pR,QS^�`�QSR�lmed�Kj�sb
bd�+`�^W³plm��QS�SQ�Ytg�i�e;R Ttlmb ç y Ä Q��+g�i�Q~��`�^�±�VXQW��b£þ<; � j�sb�j,Q�[pQSR,QS`9��lmi�Q~qdb�VX^�`9lmVXQ��+bd`9b���QSR,`�lmVX^�`�`9QSR TUQWVXQWl
�K^�`9i+lmi�[ [pQ´Vmb²lmipY=^�`9��bdR T=lml�VXQheSg�ip^oj�eSg�R,Q´[pQWj���`�Q ç �tj�QSR�g�V{[pQ´b�ivR,`9QWi�bd`�QÃ ~b�j,R,Y_QWV·� �mi�ev�bdR�b�e;QWb�j,R�b j�sb
bd�+`�^W³plm��QS�SQrQSY=QWe;R�lXq��KQ ç y

 "! ø �$# �mù � ÷�="ù�'�ùSøI÷>� ý?%@(÷døÖý=ý�*0Æ�lXQA��^�`�QSR T=QWb�b�i«R,`�QWi�bdR�sbkj�sb�bd��`�^�³@lm��QS�SQ��KQ ç y Ä Q��+g�i�Q���`�^�±�VXQW��b6þ@5÷�ö
ü«ù # ýB'�ù·bd��`9^W³plm��QWbd�vsbC� �KQ ç �KQWi«R,`9gk[�bdR,Q�[�QrlmivR,`�bd`�QreSbd`�Q0i"g�Ytb�eZ�+bd`�R,Q�[+lmikj,QSR�g�V�[pQZQWi«R,`�QWi�bd`9Q y

D E J�H ÎdJÐã9JGF�JIH+HKG�Í.OcH�J D�JIJ�Ï¡ãLKNMO·DFG9G�á.D�Ï¡ä�ã9JPOëJ
ã�Ï{DQF�J LMã�ORHKGTS�L�O·D�J
P QSR TUQWVXQWVXQ�[�lmi�b�e;QWb�j,R�sb²eSbdR,QSn�^�`9lmQfj�g�i«R�[pQWi«g+��lXR,Q���QS`�e;QS��R,`�^oi�l y6U QS`9��QWi"g�V�Vd�KQS`9e;QS��R,`�^oi�V6�+`�^�q@lmipQ�[pQkVmb
g�i�b�[�lmi«R,`�Q��+`9lm��QWVXQ0`�QSR TtQWVXQ.ipQWgp`�^oi+b�VXQ0bd`�R�lX��eSlmb�VXQ�lm���+VXQW��QWivR�bdR,Q yuú j,R,Q.q�^�`�±�b�[pQWj���`�Q�^�`�QSR T=QWb�ipQWg�`�^oi�b�V�sb
[pQWj,R�l�i�bdR�sb�`�QWeSg�ip^ob+Tj,R,QS`�lml�g+ip^�`3eSbd`�b�e;R,QS`�Q´Tj�l�eSbd`�Q�b�Y_^oj,RZlm���+VXQW��QWi«R�bdR�sb.� ��i6�KQS`9lm^ob�[�b x<W>X Â \ x<W>Y Â [pQ�eosbdR,`�Q
^¿QWe9Å+lX��sb¿e;^"^�`9[p^oi�bdR�sb²[�QheosbdR,`�QfP ^oj�QWiv±+V�bdR,R y 1 b�j,R,Y=QWV [pQ�`�QSR TUQWb¿QWj�R,QheSbd�+bd±+lmV�sb¿jÃsb�`�QS�S^oVXq�Qf[p^obd`~��`�^�±p\
VXQW��Q�Vmlmi+lmbd`�j,QS�+bd`�bd±+lmVXQ���QS`���lXR T��b�i�[£��`9lmi£b�VXn�^�`9lXR���g�Vc[pQ����ivq�sbdR�bd`�Qkj,�KQWeSlì��e´�tb�VXn�^�`9lXR���g�V
��QS`�e;QS��R,`�^oi"g�Vmg�l_ 
[pQSR,QS`9�~lmi�bd`�QWb�e;^"Q;��eSlXQWipR Ttl�VX^�` Å�lX�KQS`��+V�b�ipQWVX^�`%eSbd`�Q�j,QS�+bd`�sb�eSVmb�j,QWVXQ y
ZI[]\ ^`_Racbed+f�begihj_Pkmlon�hpa�qra�h]loktsPaubeh]vxw�dpf�byv�kmao[Cz2d]{idpv�k|w�a�_iv�kmv�nid]h}d+~>v�~>ao[
ÚM`9^�±+VXQW��bdR�lmeSbkeSV�b�j�lì��eosbd`9l�lU�F[pQWi"g���lXR�sb²Tj�l�`9QWeSg�ip^ob+Tj,R,QS`�QWbfY_^�`���QWVX^�`~��Vd�+bdR,R,QS`9i£`�QWe;^�noi�lmR�lX^oi�Vv ���j�Q�`�QSY=QS`ÃsbkVmb
� �mi�eSb�[�`9bd`�QWb�g�i�QWl�[pQWj�e;`�lXQS`9lFb�j,^@eSlmbdR,Q.g�i"g�l�^�±+lXQWe;R.�ti«g+��lXR�sb�Y=^�`9�fsb@��Tj�bd±+VX^oi6j�b�ghR�lm�+bd`Ö Ð� ��ivR,`,\]^�eSbdR,QSn�^�`9lXQ.[pQ
^�±+lXQWe;R,QC��ý � ýB�X÷dø,ùS��i"g���lXR�sbhþ<�ì÷��x(÷ y

z ikQ;³@QW���+Vmgkj�l����+Vmg�[pQreSVmb�j9lì��eSbd`�QZQWj,R,Q0e;QWVFb�VFb�j,^@eSlXQS`9lml�[+lmivR,`9Q3^�[pQWj�e;`9lXQS`9QZ��`9lmi���bdR,`9l�e;Qr[pQr�+lì³@QWVmlKb
g�i"g�l+eSbd`�b�e;R,QS`��t[pQ¡Q;³@QW���+V�g~VmlXR,QS`�b,�� 3Tj�l�g�i~l�i�[�lmeSbdR,^�`%b�V�eSV�b�j,QWl�eosbd`9QWlmbu� ��l�bd�+bd`9R TUlmipQ��t[�Q¡Q;³@QW���+Vmg~q�b�Vm^obd`�QWb
¯ `�QS�+`�QS�SQWivR�b+�b�i+[fi"g��fsbd`9g�VK[pQZ^�`�[�lmipQZb�VFeSVmb�j�QWlFb�j,^@eSlmbdR,Q0VmlmR,QS`�QWlo��  y

ÚÐ`�^"e;QWj9g�V¡[�Q6eSVmb�j�lX��eSbd`�Q6[�QS�+lmi�[pQ6[pQ´��^"[�g+V [pQ�[pQWj�e;`9lXQS`9Q6b£^�±+lXQWe;R�g�Vmg+l y°ú ³plmj,R�sbó[p^og�sb£��^"[+b�VmlXR�sbdR TUl
��`9l�i�eSlX�+b�VXQ3[pQ�[pQWj9e;`9lXQS`�QZb�^�±+lmQWe;R,QWVX^�`Ww

 �� ù ��� ùSötøÖýtþ`(÷m*�13±+lXQWe;R�g�V�g�lZlrj,Qób�j,^"eSl�bd�vsb�g�i°q�QWe;R,^�`�eSg$q�b�Vm^�`9lri"g���QS`9lme;Q£b�j,^"eSl�bdR,Qóg�i"g�lZj,QSR´[pQ
eSbd`�b�e;R,QS`9lmj,R�lmeSl%j,�KQWeSlì��e;Q y6æ e;QWj,R,QWl·��^@[�b�VmlXR�sbdR T=lc[pQ�[�QWj�e;`9lXQS`�Q�� �mlÐe;^�`9QWj,�+g�i�[ój�lmj�R,QW��QWVXQ�[�Q�eSVmb�j�lX��eSbd`�Q
[�QWeSlX�WlX^oi�b�Vì\�j�R�bdR�lmj,R�lme;Q y

 .� ötø&;�þWö�;@ø,÷��<(÷m*�13±+lXQWe;R�g+V+QWj,R,Qr[�QWj�e;`9lmj�� �mi«R,`,\]^���b�i�lXQS`Ãsb�j�lm�0±K^oVmlmeosb���^�`�i�lmi�[�[�QuV�b0g�i�j,QSR·[pQu��`�lm��lXR�lXq�Q yÄ lmj,R,QW��QWVXQr[�QreSVmb�j�lì��eSbd`9Qrj,�KQWeSlì��e;QZb�e;QWj,R,QWl�[pQWj�e;`9lXQS`�l�j�Qr±+bd�SQWbd�vsb��KQZ^~b�i+b�VmlX�vsb�j�lmi«R�b�e;R�lmeosb y
��Ii´`�QS�S^oVXqdbd`�QWb�eSg�`�QSR TtQWVXQ�ipQWgp`�^oi+b�VXQ0b���`�^�±�VXQW��QWVX^�`u[pQ.eSVmb�j�lì��eSbd`9Q.j�Q0�K^�`9ipQ«Tj�R,Q�[pQ�Vmb�[pQWj�e;`�lXQS`�QWb�n�QS^d\

��QSR,`9l�eosb y íub�eosb���g�VXR T=lm��QWb�Y=^�`9��QWVX^�`3QWj,R,Q��$é$ª ¬ � ��b�e;QWb�j,R�b��K^obdR,Q0�´[pQWj�e;^o���+g�j�sb.� �mivR,`�\�g�ifj,QSR3[pQ0eSV�b�j,Q��� ���{�@����	9�f�S�S�����%Õ y Ä QS�+bd`9bd`9QWbZ� ��ikeSVmb�j,QZQWj,R,Qrb�j�lmnogp`9bdR�sb�[pQuQ;³plmj,R,QWipR Ttb�g�i�^�`·Y=g�i+e;R T=l�l�[�Qr[pQWeSlX�WlXQ��pè��W�
è�	d���S�S�m�+è�Õ6�+eSgfè.©�w«ª ¬ � 'ª ¬ y��Ii�eSbd�Wg�V�b�[p^og�sb�eSVmb�j,Q����{��Tj�lI��	�QWj�R,Q.j9g@��eSlXQWi«R�sb�^�j9lmipnogp`Ãsb~Y=g+i�e;R TUlXQ.[pQ�[pQWeSlX�WlXQ.è´�=�¿ 3eSbd`�Q.�KQS`9��lXR,Q
eSVmb�j�lX��eSbd`�QWb�� �mi���^"[+g�V�gp`��fsbdR,^�`Ww{� » �{�Z[�b�eosb¿Tj�l�i«g��~b�l�[�b�eosbkè��=�� �� Â �Flmbd`u� » ��	�[�b�eosb²Tj�l�i"g���b�l
[�b�eosb�è��=�� %ñ Â yI� QWe;R,^�`9lml��ÊeSgh��`�^���`9lmQSR�bdR,QWb�eosb�è��=�� M� Â j,Qrb���sb�e�Å�lmbd` �KQrj�gp�+`9bdY=bdR T=b�[�Qr[pQWeSlX�WlXQ y

¯



íub�eosb�Ytg�i�e;R T=lmb.[pQZ[pQWeSlX�WlmQ¡QWj,R,QrV�lmi�lmbd`Ãsb@�"è´�=�¿ M� ¸u������È²¸�	���	�È®�S�S�SÈ|¸{� ���£¤6¸ �d�pbdR�g�i+eSl�e;QWVXQZ[p^og�sb
eSVmb�j,Q�j,Q0i"g���QWj9e�� ýB'�ýU÷døA�Sùµûp÷døI÷ # ýB�XùS�Kl�bd`¡j�gp�+`9bdY=bdR Ttb�[pQ�[pQWeSlm�WlXQrQWj,R,Q.g�ihÅ�lm��QS`9�+Vmb�i y íub�eosb�i"ghQ;³plmj,R�sb~i+lmeSl�^
Ytg�i�e;R TUlXQ�[pQ�[�QWeSlX�WlXQ0V�lmi�lmbd`Ãsb�eSbd`9Q.jÃsb�j,QS��bd`�Q�e;QWVmQ�[p^og�sb�eSVmb�j�Q�bdR�g�i+eSl�QWVXQ.j�g�i«R¡i"g���lmR,Q:'�ù�� ýB'�ýU÷dø,�Sùµûp÷døI÷ # ýB�Xù y
Ú�QWivR,`�gheSbd�Wg�VF��bd`�R�lmeSg�Vmbd` }�� ¦ Vml�i�lmbd`·j,QS�+bd`9bd±�lmVmlXR�bdR,QWb.QWj,R,Q0lmVmg�j,R,`�bdR�sb�� �mi��+n yÐ¦"y

*
*

*
*

+ +

+

+

D( x1,x2)= w 1x1+w 2x2-w 0=0

x1

x2

C1

C2

Clase liniar separabile

x1

x2

+

+

+

+

*
*

*
*

Clase neliniar separabile

D( x1,x2)= w 1x1
2+w 2x2

2+w 12 x1x2-w 0=0

C1

C2

Æ�lXnogp`9b ¦ w � lmi�l�bd`%j�QS�+bd`9bd±+lmV�lXR�bdR,Q�Tj�lFipQWVml�i�lmbd`·j,QS�+bd`9bd±�lmVmlXR�bdR,Q{� �mikeSbd�Wg�V�b�[p^og�sb�eSVmb�j�Q��t§ � ¦ �+}�� ¦  
Ç¡^�R T]lmg�i�QWbf[pQ�Vmlmi�l�bd`�j,QS�+bd`9bd±�lmVmlXR�bdR,Q��K^obdR,Q���Q;³"R�lmi+j�sbfVmb´eSbd�Wg�V%§ � ¦ � �mióg�i"g�VÐ[+lmivR,`9Q�gp`9�6sbdR,^obd`�QWVXQ

��^@[�gp`9l]w
 
 �X÷��Wù
ûc;pö�ù;ø�'�ýUþ��õý�'�ýU÷dø��Sùµûp÷døI÷ # ýB�Xù�*
íub�eosb0Q;³@l�j,R�sbr§ÒYtg�i�e;R Ttlml�Vml�i�lmbd`�Q��oè.©,�=�� M�/¸·©_�����@Èh¸·©�	Ö��	�È¿�S�S�,È
¸·©m�{���®¤²¸·©X�Ã��eSgk��`�^���`�lXQSR�bdR,QWb�eosb
� » �
© [�b�eosb6Tj9lFi«g+��b�l�[�b�eosb�è.©,�=�� R� Â Tj�lFèr¹«�=�� cñ Â �KQWivR,`9g�^�`�lme;Q{Á »²¾ x �S�S�S�Ã��§�Ào��Á4�� ½
bdR�g+i�eSlFeSVmb�j,QWVmQrj,Q�i"g���QWj�eu�+g�R,QS`9i�lmeuVmlmi+lmbd`·j,QS�+bd`9bd±+l�VXQ y

 
 �X÷��Wù���ý � û���;4� ýB'�ýU÷dø��Sù2û@÷dø,÷ # ýB�mù<*·íub�eosb�Q;³plmj,R�sb�§ Y=g+i�e;R TUlmlKVmlmi�l�bd`�Q��"è.©��=�¿ M� ¸·©=���F��È£¸·©�	;�c	MÈ��S�S�ÃÈ
¸·©m�{���®¤²¸·©X�Ã��eSgk��`�^���`�lXQSR�bdR,QWb�eosb

� » �
© [+b�eosbfTj�lFi"g���b�l�[�b�eosb~è.©,�=�¿ �� èr¹«�=�� c�KQWi«R,`9gk^�`9lme;Q{Á »¿¾ x �S�S�S�Ã��§ÙÀo��Á|�� ½
bdR�g+i�eSlFeSVmb�j,QWVmQrj,Q�i"g���QWj�eZj�l����+Vmg�Vmlmi+lmbd`cj�QS�+bd`9bd±+lmVmQ y

¶ V�b�j,QWVXQ��+gpR,QS`9i�l�e0Vml�i�lmbd`¡j�QS�+bd`9bd±+lmVmQ0j�g�i«R�Tj�l�j�lm����VmgfVml�i�lmbd`¡j�QS�+bd`9bd±+lmVmQ y0¶ Vmb�j,QWVXQ.eSbd`�Q�i"g�j�g�i«Ruj9lm���+Vmg
Vmlmi+lmbd`�j,QS�+bd`9bd±+l�VXQ j,Q{i"g���QWj�e·i�QWVmlmi�lmbd`�j,QS��bd`9bd±+lmVXQ y ��Ii�eSbd�Wg�V+b ¯ eSVmb�j,Q¡Vmlmi�lmbd`�j,QS��bd`9bd±+lmVmlmR�bdR,QWbuQWj,R,Q¡lmV�g�j,R,`9bdR�sb
� �mi��+n yc¯"y
ZI[�� ��a�k)bya�_P~>kml@{9gPhjw�d]qr_ih}g
ú j�R,Q¿^ó`9QSR TtQWb e;Q²e;^oipR T]lmipQ´^®j�lmi�nogp`Ãsb|g+i�lXR�bdR,Q�Y=g+i�e;R TUlX^oi�b�V�sbóbWqF�b�i�[�Ytg�i�e;R T=lXQ¿[pQ�R,`9b�i+j,Y_QS`k±�lmi�bd`Ãsb/�t[pQ�R�lX�3¡QWbWq@lmj�lm[pQÃ �j�b�g®±+lm��^oV�bd`Ãsb �t[pQfR�lX��j�lXnoi"g���  y�ú j,R,Q6[�QWj,R�lmi�bdR�sb¿`9QS�S^oVXqKsbd`�lml·��`�^�±�VXQW��QWVX^�`�[pQ´eSVmb�j�lì��eSbd`�Q���mi
[p^og�sb�eSV�b�j,Q����{��Tj�l@��	 y

�



Clase puternic liniar separabile Clase simplu liniar separabile
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*

*
*

+

+
+

D1(x1,x2)= 0

x1

x2

C1

C2

o

o
o

o
C3

D3(x1,x2)= 0

D2(x1,x2)= 0

*

*
*

*

+

++
x1

x2

C1

C2

o
o

o
o

C3

D2(x1,x2)= D3(x1,x2)

D1(x1,x2)= D2(x1,x2)

D1(x1,x2)= D3(x1,x2)

Æ�lXnogp`�b ¯ w � lmi+lmbd` j,QS�+bd`9bd±�lmVmlXR�bdR,Q{� �mikeSbd�Wg�V�b ¯ eSVmb�j,Q��t§Ò� ¯ ��}�� ¦  

¶ ^oi+j�lm[pQS`��b�i+[�Ytg�i�e;R Ttlmb3[pQ·R,`9b�i+j,Y_QS`�[pQ%R�lX��j9lXnoi«g+�k�d��QWi«R,`9g.g�i�q�QWe;R,^�`
[�Q%l�ivR,`9bd`9Qc�ë���=���W�S�S�S�W�,���u �¢ »
ª ¬ � `9QSR TUQWb�g�b���`9^"[�g+e;Quj�QW��i�b�Vmg�VK[pQ0lXQvTj�lX`�Q�w

× �����)�Ð�
�Ø©mÓK� ¸·©t��©U 

eSbd`�Q3�K^obdR,Q¡�klmi«R,QS`���`�QSR�bdR%b�j,R,Y=QWVUw�[�b�eosb × �¥¤ x bdR�g�i+eSl+q�QWe;R,^�`9g+V��ëbd��bd`�R T]lmipQ¡eSVmb�j,QWlx�{�W�"b�VXR,Y=QWV�QWV�bd�+bd`9R T]lmipQ
eSVmb�j,QWl@��	 y
¶ ^�`9QWj,�K^oi�[pQWipR T=b.[�lmi«R,`�Q3q�b�VX^obd`9QWb.��`�^@[�g�j�sb�[pQ3`�QSR TUQWbkTj�l�eSVmb�j�b.b�j,^@eSlmbdR�sb�j,QZj,R�bd±�lmVXQ«Tj,R,Q{� �mi�b�l�ivR,Qu[pQ
b�lmi+lXR T_l�b.��`�^@e;QWj�g�V�[pQ¡� �mi«q�sbdR TUbd`�Q��m� �mik��^o��QWivR�g�V�e;^oi�j,R,`9g�lm`9lml�j,QSR�g�Vmg�l�[�Qrb�ivR,`�QWi+bd`�QÃ  y

z i�j9lmj,R,QW�(eSg ^£b�j,R,Y=QWV3[pQfYtg�i�e;R T=lX^oi�bd`9QfQWj,R,Q´[pQfYtbd��R�g+i®eSVmb�j�lì��eSbdR,^�`�±+l�i�bd`~eSg�Y=g�i+e;R T=lmQ6Vmlmi+lmbd`Ãsb�[pQ
[pQWeSlX�WlmQ��ve;^«Q;��eSlXQWipR TUlmlpb�e;QWj,R,QWl�bZ��lmi+[�ÑÒ���=¸ �d�,¸u�W�S�S�S�Ã�,¸{�¡  y Ú�QWi«R,`9g�[pQSR,QS`9�~lmi�bd`�QWbZe;^"Q;��eSlXQWipR T]lmVX^�`�Ytg�i�e;R TtlXQWl
[pQk[pQWeSlX�WlmQhj,QkgpR�lmVmlX�SQWbd�vsb¿g+iój�QSR�[pQhb�ivR,`9QWi�bd`�Q�w ¾ �=� � ��Û��Ö ��S�S�S�����=� Ý ��Û Ý  9ÀfeSg Û ß »�¾ ¤ x � x À6`Ãsb�j,��g�i�j�g�V
e;^�`�QWe;Rke;^�`�QWj,��g�ip�vsbdR,^�`�lmivR,`�sbd`9lml·� ß �·�KQh±+bd�Wbóeosbd`9g�lmb£j,Q6b���g�j,R,QWbd�vsbólXR,QS`9bdR�lXq q�QWe;R,^�`�g�V{�K^oi�[�QS`9lmVX^�`�Ñ �
�=¸ �d�,¸u�W�S�S�S�W�,¸{�u  ycæ VXn�^�`9lmR��0g�V�[�Qrb�ivR,`�QWi+bd`�Q0b��KQS`9e;QS�+R,`�^oi«g+Vmg�lKe;^oi�j,R�sb@��eSb~��b��,^�`9lXR�bdR,QWb�b�VXn�^�`9lXR���l�VX^�` [pQ
b�i«R,`�QWi�bd`�Q�j9gp�KQS`�q"lm�WbdR�sb@�«� �mik[p^og�sb.QSR�bd�KQr��`�lmi�eSlX�+b�VmQ�w

 �Ii�lXR T=lmb�V�lX�Wbd`�QWb.qdb�VX^�`9lmVX^�`·�K^oi�[�QS`9lmVX^�` y
 æ ��g�j,R�bd`�QWb lmR,QS`9bdR�lXq�sb·b·�K^oi�[pQS`9lmVm^�`����b�i�sb%QWj,R,Q
b�j�lmnogp`9bdR�sb·e;^o���K^�`�R�bd`�QWb{e;^�`�QWe;R�sb{�KQ�j,QSR�g�Vv[pQMb�ivR,`9QWi�bd`�Q yæ e;QWb�j,R�brj�Q
±+bd�SQWbd�vsbu�KQ%lm[pQSQWb3[pQ%b3��^"[�lX��eSb �K^oi�[pQS`�lmVXQÐ[p^obd`�[�b�eosb3`Ãsb�j��+g�i�j�g+V�`�QSR TUQWVXQWl"i"g0QWj�R,Q%e;^�`9QWe;RS�
b���g�j,RÃ�b�i+[�g@\�VXQrb�j,R,Y=QWV�� �mi+ev�bdR·`Ãsb�j,�+g�i+j�g�V�`�QSR TtQWVXQWlFjÃsb�j,Q�bd��`�^���lXQZ[pQre;QWV�e;^�`�QWe;R y

Ä R,`�g�e;R�gp`9b.n�QWipQS`�b�V�sb�b�b�VXn�^�`9lmR��0g�V�g�l�QWj,R,Q���`9QS�SQWivR�bdR�sb.� �mi��+n y � y
�C�� �¡$¢�£e¤e¥ ¦¨§�§}©
xdy P{QSnog�Vmb.[pQub��,g+j,R�bd`�QZ[�lmi�b�VXn�^�`9lXR���g�V�[pQ{� �mi«qKsbdR Ttbd`�QZb�V��KQS`9e;QS��R,`�^oi"g�Vmg+l+j�lm���+Vmg�j,Qu±+bd�SQWbd�vsb���Qu��^@[�lì��\
eSbd`9QWb��K^oi�[pQS`9l�VX^�`·[p^obd`{[�b�eosb�`�sb�j,�+g�i�j9g�V�Y=gp`�i�lX�WbdR·[pQZ`�QSR TtQWb@� × ß �KQWivR,`9ghq�QWe;R,^�`9g�V�[�QrlmivR,`�bd`�QZ� ß QWj,R,Q

X



ª&'+ý=öÿ ýU÷��õý�%�(÷dø�ý+*Ä Qrb�VXQSn~q�b�VX^�`�lmVXQZlmi�lXR T_lmb�VXQZ�KQWi«R,`9g�¸Ð¹��vÁ.� Â ��}
Ä Qrlmi+lXR T_l�b�VmlX�SQWbd�vsb�e;^oi«R,^�`9g�VF[�Q�lXR,QS`9bdR Ttlml]�e��� xªI« ;$�;ö]÷dø�ù0ý=ö�ùSøI÷�ötýB89(÷)*
P ú Ú ú
æU
Æ�1uP¬�� x �L®�í¯1
× ß �

�Ø¹�ÓK� ¸Ð¹;� ß¹
¸ ¹ � ¸ ¹ È x

¦�° �tÛ ß ¤ × ß  µ� ß¹ �vÁ.� Â ��}���±��È x
z Ç U � � V�V�b�g�VXR�lm��b��+bd`�eSgp`�n�QS`�Qri"ghjI\�b�QSY=QWe;R�g�bdR3i�lmeSlK^~b���g�j,R�bd`�Q<V01uP²�0�.�m³i´¨µ

Æ�lXnog�`9b��pw æ VXn�^�`9lXR���g�V�[pQ¡� �mi«q�sbdR TUbd`�Qr�KQWivR,`�g���QS`�e;QS��R,`�^oi"g�V�j�lm����Vmg
[+lXY_QS`�lXR·[pQZ`Ãsb�j,�+g+i�j�g�V�e;^�`�QWe;R¡Û ß y P{QSnog�Vmb�[pQ�b���g�j,R�bd`9Qrb��K^oi�[pQS`9lmVm^�`c�K^obdR,QZ�f[�QWj�e;`9lmj�sbfTj9lK��`9lmi�w

¸Ð¹ � ¸Ð¹·¤ ° � ß¹ � [�b�eosb~Û ß �¥¤ x � × ß � x¸Ð¹ � ¸Ð¹
È ° ��ß¹ � [�b�eosb~Û ß � x � × ß � ¤ x
j9b�gk��`9lmi�¸Ð¹¡� ¸Ð¹
È ° Û ß ��ß¹ y

¦"y P¡bdR�b~[pQre;^�`9QWe;R T�lXQ�� ° ���K^obdR,QZ�6b�VXQWb�jÃsb0� �mik[�lXY=QS`9lXR,QZ��^@[�gp`�lUw
�tbv  ° �ue;^oi+j,R�b�ivR��=Q;³�w ° � x  &¶
�=±�  ª � = � ø�ýtö � ;y�{þ � ø�ù�þ�öÿ ý]ù;ý+· ° j,Qhb�VXQSn�QfV�b´�+QWeSbd`�QflXR,QS`�bdR TUlXQ|�,Tj�l%�KQWivR,`�gó�+QWeSbd`�QhQ;³@QW���+Vmg°�=� ß ��Û ß  , j9g@��eSlXQWi«R¡[pQ���bd`�Q��KQWivR,`9g6b�nobd`9b�i«R�bkeosb�q�QWe;R,^�`9g�V��6ß�q�b~�¿eSVmb�j�lì��eSbdR3e;^�`�QWe;RZ[�gp��sb~b��,g�j�R�bd`�QWb

e;^"Q;��eSlXQWi�R TUlmVX^�` y íub�eosbkÑâ�+��  QWj,R,Q�q�QWe;R,^�`9g�V��K^oi�[pQS`9lmVm^�` e;^�`�QWj,�+g�i��vsbdR,^�`ulmR,QS`9bdR TUlXQWl��fbdR�g�i�eSl ° j,Qb�VmQSn�Q0b�j,R,Y=QWV�� �mi�ev�bdR × ß �+��È x  2Û ß � Â b�[�l�eosb
�]Ñ �+�� FÈ ° �+���L¬] 2Û ß � ß   ¢ � ß Û ß � Â

e;QSQWb�e;QrQWj,R,Q0QWe9Å�lXqdb�VXQWi«R eSg
° �+���L¬] R�¹¸ Ñ �+�� �¢�� ß ¸ð�� ß ð 	 �

í3QrQ;³@QW���+V�ghj,QZ�K^obdR,Q�b�VXQSn�Q�b�j�R,Y_QWVUw

° �+���L¬] Ð�
x È ¸ Ñâ�+��  ¢ �´ß ¸ð�� ß ð 	 �

1�b�VXR�sb�qdbd`9lmb�i«R�sb�^�`�QS��`9QS�WlmivR�sbhþ � ø�ù�þWöÿ ýt÷rû@÷dø;öÿ ýU÷��<(÷dw

° �+���L¬] M��º ¸ Ñâ�+��  ¢ �6ß ¸ð�� ß ð 	
eSg|º » � Â � ¦   y

Y



¯"y{æ VXQSn�QS`�QWb�qdb�VX^�`9lmVm^�`Ðlmi�lXR T=lmb�VmQ{�KQWivR,`�g�ÑÒlmie��gpQWipR T�QWbd�vsb�q"lXR,QS�Wb�[pQ3e;^oivq�QS`�n�QWi�R T�sb�Tj�l+Y=^�`9��b0eSVmb�j�lì��eSbdR,^�`9g@\
V�g�l y íub�eosb�QWj,R,Q{�K^oj�lX±�lmVoQWj,R,Q3lmi�[�l�eSbdR�eSb�Ñ jÃsb3�+Q lmi�lXR T=lmb�V�lX�WbdR,Q·�KQ·±+bd�Wbrg�ip^�`Ml�ipY_^�`���bdR Ttlmlp[pQWj,��`9Q·��`�^�±p\
VmQW�fsb y í3Q{Q;³@QW���+Vmg�j,Q¡e;^oi�j9lm[pQS`Ãsbreosb�[p^ol�[�lmi«R,`�Q q�QWe;R,^�`9lml�[�lmi~j,QSR�g�V+[�Q¡b�i«R,`�QWi�bd`�Q3�K^�RM`�QS��`�QS�SQWi«R�b@�pVmb
^���`9lm�fsbubd��`9^W³plm��bd`�Q��«��`�^�R,^�R�lX�+g�`9l@b�VXQ e;QWVX^�`
[�^og�sbZeSVmb�j,Q y
¶ ^"Q;��eSlXQWi�R T=l�lpÅ�lX�KQS`��+Vmb�i"g�Vmg+l��KQS`��KQWi�[�lmeSg�V�bd`
�KQr[p`9QWbd��R�b�[pQSR,QS`9�~lmi�bdR�sb�[pQre;QWVXQ0[p^og�sb.�+g�i+e;R,Qrj,Q�e;^oi�j�l�[pQS`Ãsb.b.�fqdb�VX^�`9lmVmQul�i�lXR T=lmb�VXQrb�VXQZ�K^oi�[pQS`�lmVX^�` y
� bd`�lmb�ivR�b0e;QWb���b�l�j�lm����V�sbu[pQ lmi�lXR T=lmb�V�lX�Wbd`�Q·^r`�QS�+`�QS�Wlmi«R�sb¡� �mi�j�sbZbdY=QWe;R�bd`�QWb�[pQ qdb�VX^�`9lpb�VXQWbdR,^obd`9Q3eSgp�+`9lmi�j,Q
� ��i²� Â � x   j�b�g£�2¤ x � x   y

� y Ú�QS`9e;QS�+R,`�^oi«g+V�j�l����+Vmgk�K^obdR,Q�`�QS��`�QS�SQWi«R�b�Y=g�i+e;R TUlmlF±K^"^oVXQSQWipQ�» w ¾ ¤ x � x À �  ¾ ¤ x � x À�[�bd`3i"g6^obd`�Q;\
eSbd`9QÐeSlo[�lmi«R,`�QMe;QWVXQMeSgr��`�^���`9lmQSR�bdR,QWb eosb·Q;³plmj,R�sb%^ R,`9b�i+j,Y_^�`���bd`�QMVmlmi+lmbd`Ãsbcè w"ª ¬ ��¼�� 'ª ¬3� è´�=�¿ M�½ �©mÓK� ¸·©=��©
eSg���`9^���`9lXQSR�bdR,QWbkeosbN»~�=�¿ u� ¤ x [�b�eosb|Tj9l�i«g��~b�l�[+b�eosbkè´�=�¿ �¾ Â Tj�l9»~�=�� u� x [�b�eosb
Tj9lMi«g+��b�l�[�b�eosbhè��=�� A� Â � Ä Q���g�ipQ.��`�^�±+VmQW��b�[�b�eosbh�KQWi«R,`9g�^�`9lme;Q�Ytg�i�e;R TtlXQ�±K^"^oVXQWb�i�sb�eSg|b�e;QWb�j�R�sb
�+`�^���`9lXQSR�bdR,Q%b�VXn�^�`9lmR��0g�V«�KQS`9e;QS��R,`�^oi"g�Vmg+l�Y=g�`9i�lX�SQWbd�vsb¡^3j�^oVmgpR TUlXQ y P0sb�j,��g�i�j�g�VoQWj,R,Q·b��+`9��bdR�lXq�Tj9l«eSgp�+`9lmi�j
� ��ikgp`9�fsbdR,^obd`�QWb~R,QS^�`�QW�fsb y

¿ ¡$Àc¢�¡yÁÃÂ¤o©�ÄIÅ�Æ�Ç�È�É:ÊjË�È�ÊyÌmÍ�Å�ÎÃÏÐ Í?Ñ?Æ�Ñ Ð ÈiÒ&ÅÓË Ð È Ð Ì>Ñ?Í�ÏÐ,Ð Í�ÔÕÊ�È¨ÑpÇ+Î�É>ÍeËÅ&È�Ö�ÅÓËÇ�È�Ê�Æ�É>Í]ÉmÑoÖ�Ê�Æ�×�ÉÕÖ�Å¯×�É<Ë¯ÏÐ É>ÆNÆ�É>ÎÃÏÐ ÈØÙ §�¥�×yÅ2ÑpÇ]Å&È Ð ÇÚ ÑÛÑ�Í Ð Ö�ÊÕÅ&ÜxÖ¨Ñ�Å�ÆoÇÚ Ñ?Ñ`ÉmÆcÅ�Ñ�ÝÞÉ>ÆxÖ�ÇÚ ÑÛÑ@×eÅ�×eÅ�Ö¨Ñ�ß<Ñ�Å:à�×yÅ�Ö¨ÑxÍ Ð È�ÅÓË�È�Å&ß�Å�Æ�Ç Ð È�Å Ð ÉmÆcÅ�Ñ�ÝÞÉ>ÆxÖ�ÇÚ ÑÛÑ9ÌeÊÕÊ�Í�Å�Å�ÆcÅ�Ö�ÉË�È�Ê�ËxÈ¨Ñ�Å�ÇmÏÐ ÇÚ Ñ?Í�Å�×yÅjÎ Ð ÑoÒ�É>ÒÓá�âã.ù �C� 'e�;ötøI÷oöÿ ý]ù<*�ÚÐ`�^�±+VXQW��b�[pQ�eSVmb�j9lì��eSbd`�Q���lmi+[6Vml�i�lmbd`uj,QS�+bd`9bd±+l�V�sb~`9QS�Wg�VXR�sbkeosb�Q;³plmj,R�sbfÑä » ª ¬ �i¼�� b�j,R,Y=QWV
� �mi�ev�bdR è��=�� Ð���]ÑäW  ¢ �Êj�sb���QrY=g+i�e;R TtlXQr[pQr[pQWeSlX�WlmQ y

¶ g+� Û ß »²¾ ¤ x � x À0`�QS�Wg+VXR�sb�eosb�`�QWVmbdR Ttl�lmVXQu[pQrb��,g+j,R�bd`�Qre;^�`�QWj,��g�ip�vsbdR,^obd`�Q�lXR,QS`9bdR TUlXQWlo���K^�R%�fj�e;`�lmj,Qrb�j,R,Y=QWVUw
Ñ �+�rÈ x  M�°Ñ �+�� %[�b�eosb~Û ß Ñ �+��  ¢ � ß � Â

Ñâ�+�0È x  M�°Ñ �+�� �È ° Û ß � ß [+b�eosb�Û ß Ñ �+��  ¢ � ß ¾ Â
ú q"lm[�QWivR��]ÑäS  ¢ �6ß_Û ß � Â ��[pQWeSl��+gpR,QW� e;^oi�j�lm[pQS`�b�eosb�Q;³@l�j,R�sb:åA� Â eSg ° Û ß �]Ñ²äW  ¢ �´ßo�.å y
í3QWeSlUw

Ñ �+�rÈ x   ¢ Ñ ä �°Ñ �+��  ¢ Ñ ä È ° �]Ñ ä   ¢ � ß Û ß � Ñ �+��  ¢ Ñ ä Èæå
ÚM`�lmiklmi�[�g+e;R T_lXQZ`9QS�Wg�VXR�sb�lm��QW[+lmbdR eosb@wcÑ �+�rÈ x  �¢�Ñ ä � Ñ � x  �¢�Ñ ä Èæ�eå y

Ú�Q�[pQrb�VmR�sb��+bd`�R,Q��+[+b�eosb�Ñ �+�rÈ x  j��°Ñ �+�� %bd`�Q0VX^"edw
ðÖÑ �+��È x  �ð 	 �âðÖÑ �+�� �ð 	 È ¦ ° Û ß Ñ �+�� µ� ß È °

	 ð�� ß ð 	 ¾
ðÖÑ �+�� �ð 	 È °

	 ð�� ß ð 	 ¾�ðÖÑ �+�� �ð 	 È�§
ÚM`�lmi£l�i�[�g�e;R T_lXQ�`�QS�Wg�VXR�sb�lm��QW[+lmbdR0eosb@w£ðÖÑ �+�~È x  �ð 	 ¾ÜðÖÑ � x  �ð 	 È��@§ y Ç{^�RÃ�b�i+[ eSgèç%�+��È x  �g+ipnoÅ�lmg�V
Y=^�`9��bdR{[pQ0Ñ �+�rÈ x  rTj�l�Ñ ä j,QZ^�±+j,QS`�q�sb�eosb@w

e;^oj���ç%�+�0È x  , M� Ñ �+�rÈ x  �¢�Ñ ä
ðÖÑâ�+�0È x  �ð�ðÖÑ ä ð �

Ñ � x  �¢�Ñ ä Èæ�eå
ðÖÑ ä ð�é ðÖÑ � x  �ð 	 È"�@§

íub�eosb���`9QWj�gp�+g�i�QW� eosb~i«gkQ;³plmj,R�sbC�eäub�j�R,Y_QWVK� �mi�ev�bdR¡Ñ �+�eäMÈ x  M�°Ñ �+�eäS %bdR�g�i+eSlUw
Vmlm���ê¯ë e;^oj���çc�+�0È x  , Ð��ì

æ ±+j�gp`9[F��eosb�eSl%e;^oj��BíK C¾ xdy í¡QWeSlcQ;³plmj,R�sb|�eä�ñîì b�j,R,Y=QWV�� �mi+ev�bdR.Ñ �+�eä·È x  �� Ñâ�+�eäW rb�[�lmeosb6b�VXn�^�`9lXR���g�V
e;^oi«q�QS`�n�Qu� �mifi«g��6sbd`%��i�lXR·[pQZ�+b+Tj9l y�ï

ð



ZI[�ñ ��a�k)bya�_P~>kml@{9gPhjq"gPhp~mdp_ih}g
Ú�QS`9e;QS��R,`�^oi"g�V���g�VXR�lX�+V�gk�KQS`9��lXR,Q�eSV�b�j�lì��eSbd`�QWb�� �mi´��b�l��0g�VmR3[pQ.[p^og�sb�eSVmb�j,Q�eSg�e;^oi�[�lXR T=lmb�eSb�b�e;QWj,R,QWbkj�sb~�+Q
Vmlmi+lmbd`�j,QS�+bd`�bd±+lmVXQ y í3l�i��+g+i�e;R�[pQ
q�QW[pQS`�Q·b�V"bd`9Å�lXR,QWe;R�gp`�lmlU����QS`�e;QS��R,`�^oi"g�Vv��g�VXR�lX��VmgZQWj,R,Qc^u`�QSR TtQWbueSbd`�Qce;^oi�R T]lmipQ
g�iki�lmq�QWV�[pQ�§ g�i�lXR�sbdR TtlKYtg�i�e;R TtlX^oi+b�VXQuR,^�R�b�V�e;^oipQWe;R�bdR,Q.eSgfe;QWVXQr} È x g+i�lXR�sbdR�l�[pQrlmi«R,`9bd`�Q y

Ú�^oi�[pQS`�lmVXQZe;^oipQ;³plmg�i�lmVm^�`c[�l�ivR,`�QZg�i+lXR�sbdR TUlmVXQu[pQrlmi«R,`9bd`�Q~Tj�lFe;QWVmQZY=g�i+e;R TUlX^oi�b�VXQ��teSbd`�Q�j9g�ivR·R,^�R,^@[�bdR�sb�g+i�lXR�sbdR TUl
[pQ~lmQvTj�lX`�QÃ 3�K^�RZ�£^�`�nob�i�lX�WbdR,Q�� �mi«R,`,\]^f��bdR,`9l�e;Q��MÑ���eSg|§ Vmlmi+lml%Tj9lÐ} È x e;^oVX^ob�ipQ��=��QWi«R,`9g²b6eSgp��`9l�i�[pQhTj�l
g�i�lmR�bdR,QWb.��e;R�lXq�sb�b�j,^@eSlmbdR�sb���`9bdnog+Vmg�lKg�i�lXR�sbdR Ttl�VX^�`%Y=g�i+e;R TUlX^oi�b�VXQÃ  y

íulmi´�+g�i+e;R¡[pQ�q�QW[pQS`�Q�b�V�Ytg�i�e;R TtlX^oi�sbd`9l�lU�+�KQWi«R,`9g6g+i´j�QW��i�b�V�[pQ�lmivR,`�bd`�Q0� » ª ¬ � j,Q�^�±�R TUl�ipQ0j,QW�~i�b�Vmg�V
[pQrlXQ«Tj9lX`�QZå » ª ¬ Õ b�j,R,Y_QWV]w

å �$Ñ°� b�[�l�eosb × ©��
�Ø¹ÖÓK� ¸·©º¹S�@¹{�°Ñ

© �6� ½ � x ��§
Ñ © ��lmi+[ Vmlmi+lmb ½ [�lmi ��bdR,`9l�e;QWb Ñ y P{QS�Wg�VXR�bdR�g�V3^�±�R Ttlmi"gpR�[pQ�eosbdR,`�Q¿`�QSR TtQWb�j,Q¿lmi«R,QS`���`�QSR,QWbd�vsb|��mi ��^@[�g�V
gp`9�6sbdR,^�`Ww

Ä Qr[pQSR,QS`9��lmi�sb�e;^o���K^oipQWivR�b~��b�³@l��fsb × ©Ûò3b�q�QWe;R,^�`9g�Vmg+l�å~w
× ©Ûò·�Ê��b�³©mÓ �,Ô Õ × ©

l�bd` ½ ä3QWj,R,Q�e;^oi+j�lm[pQS`9bdR l�i�[�lmeSbdR,^�`9g+V�eSV�b�j,QWlFeosbd`�QWlmb�� �ml�bd�+bd`�R Ttlmi�QZq�QWe;R,^�`9g�VF[pQ0lmivR,`�bd`�QZ� y
ó ©?ôo©�õ ö�÷�øcÀ�¢�§�¥�Áúù�÷�û`¡�üý Ù £IÂ¤e¥ ¦�¤�¢�¡
Æ�lXQ0j�QSR�g�V�[pQ�b�ivR,`9QWi�bd`�Q ¾ �=� � ��Û �  ��S�S�S�Ã���=� Ý ��Û Ý  9À.g+i�[pQrÛ ß »ó¾ x �S�S�S����§�À.QWj,R,Q�l�i�[�lmeSbdR,^�`9g+V�eSVmb�j,QWl�eosbd`9QWlmb
� �ml3bd�+bd`�R Ttlmi�Q6�´ß y�æ VXn�^�`9lXR���g�V3[pQ´b�i«R,`�QWi�bd`9Q�b�Vu�KQS`9e;QS�+R,`�^oi«g+Vmg�l ��g�VXR�lX��Vmg®QWj,R,Q�^�Q;³@R�lmi�[pQS`�Q�b�e;QWVmg�l3b�V
�KQS`9e;QS��`�^oi"g�Vmg+loj�lm����Vmgr±+bd�«�b�i+[�g@\�j,Qc�KQcb���g�j,R�bd`�QWb3�K^oi�[pQS`�lmVX^�`�[p^obd`�� �mi�eSbd�Wg�Vo� �mi.eSbd`�Q%`�QSR T=QWb�g�bui"g�Y=gp`�i�lX�SQWbd�vsb
`Ãsb�j,��g�i�j�g�V�e;^�`�QWe;R y Ä R,`9g�e;R�g�`9b.b�VXn�^�`9lXR���g�Vmg�l�QWj,R,Q0[pQWj�e;`9lmjÃsb�� �mi��+n yiX"y

ª&'+ý=öÿ ýU÷��õý�%�(÷dø�ý+*Ä Qrb�VXQSn~q�b�VX^�`�lmVXQZlmi�lXR T_lmb�VXQZ�KQWi«R,`9g�¸·©º¹�� ½ � x ��§ �vÁ�� Â ��}
Ä Qrlmi+lXR T_l�b�VmlX�SQWbd�vsb�e;^oi«R,^�`9g�VF[�Q�lXR,QS`9bdR Ttlml]w��� xªI« ;$�;ö]÷dø�ù0ý=ö�ùSøI÷�ötýB89(÷)*
P ú Ú ú
æU
Æ�1uP¬�� x �L®�í¯1
× ß© �

�Ø¹ÖÓK� ¸·©º¹;� ß¹ � ½ � x ��§
[pQSR,QS`���lmi�sb ½ ä3»²¾ x �S�S�S����§�À0eSgh��`9^���`9lXQSR�bdR,QWb�eosb × ß©Ûò2þ × ß© � ½ � x ��§
�IÆ ½ ä ��/Û ß U 3 ú Ç¸·©ÛòU¹¡� ¸·©ÛòU¹ ¤ ° ��ß¹ � Á�� Â ��}
¸�ÿ�� ¹ ��¸�ÿ�� ¹ È ° � ß¹ � Á�� Â ��}

���±��È x
z Ç U � � V�V�b�g�VXR�lm��b��+bd`�eSgp`�n�QS`�Qri"ghjI\�b�QSY=QWe;R�g�bdR3i�lmeSlK^~b���g�j,R�bd`�Q<V01uP²�0�.�m³i´¨µ

Æ�lXnogp`�b X w æ Vmn�^�`9lXR���g�V�[pQ¡� �mi«qKsbdR Ttbd`9Qr�KQWivR,`9g��KQS`9e;QS�+R,`�^oi«g+V��0g�VmR�lX�+Vmg

�



13±�j,QS`�qdbdR TUlmlmVXQ¡`�QSY_QS`�lXR,^obd`�QuVmb.b�VXQSn�QS`�QWb�`9bdR,QWl�[pQ � �mi«qKsbdR Ttbd`�Qu�KQWi«R,`9g���QS`�e;QS��R,`�^oi"g�V�j9lm���+Vmg�`Ãsb��6�b�i�q�b�V�bd±+lmVXQ
Tj�l�� �mi¿eSbd�Wg+VM�KQS`9e;QS��R,`�^oi"g�Vmg+l���g�VXR�lX��Vmg y ÚM`9lmi+eSlX�+b�Vmg�V�`�QS�Wg�VXR�bdRZ`9QSY_QS`9lmR,^�`�Vmbke;^oi«q�QS`�n�QWipR T�bfb�e;QWj,R�g�lMb�VXn�^�`�lXR��
QWj,R,Q�w
¿ ¡$Àc¢�¡yÁÃÂ¤o©�� Ð ÖcÏÐ Ö�Å�Í�Å § Ö¨Í Ð Ò&Å�Ò�É>ÆcÇ2ÒLÑ?Î�ËoÍ]É�Í?Ñ?Æ�Ñ Ð È¯Ò&ÅÓË Ð È Ð Ì>ÑÛÍ�Å Ð ÇLÉ>Æ�Ö¨Ñ Ð Í�ÔÕÊ�È¨ÑpÇ+Î�É>Í�Ö�Ê�Æ�×�ÉÕÖ�Å���×�É<Ë�ÏÐ É>ÆÆ�É>ÎÃÏÐ È�Ü�Æ�ÑpÇi×yÅ�Ë Ð ÚÒLÑ���Í Ð Ö�ÊÕÅ&ÜxÖ¨Ñ�Å�Æ@ÇÚ Ñ?ÑÉ>ÆcÊ�È
	�Ñ ËÅ&È}ËxÍ Ð ÆcÅ�Ò&ÅÓË Ð È Ð Ç]Ê Ð È�Å�â
� E J�H ÎdJÐã9JGF�JIH+HKG�Í.OcH�J D�JIJ�Ï¡ãLKNMO·DFG9G�á.D�Ï¡ä�ã9JPOëJ
ã�Ï{DQF�J O á.D�Ï�.G¨OëO·D�J
ÚM`�lmi�eSlX�+b�VmQWVXQ6[�lmY_QS`�QWi�R T_Q���mivR,`9Q�b�e;QWj�R,Q|`�QSR TtQWVmQ Tj�lu�KQS`9e;QS��R,`�^oi�lZj9g�ivRhVmQSnobdR,Q|[pQ²��^@[�g�Vu[pQ²lmi«R,QS`���`9QSR�bd`�Q|b
`Ãsb�j,��g�i�j�g�V�g�l�Tj�l�[pQZ��`9lmi+eSlX�+lmg�V+b�VXn�^�`9lXR���g�Vmg�lK[pQ¡� ��ivq�sbdR�bd`�Q y

Ú�QS`9e;QS��R,`9^oi�lml{j9g�ivR�e;^oi�j�lm[�QS`9bdR Ttl{`�QSR T=QWVmQ6[pQWj,R�l�i�bdR,Qf`�QS�S^oVmqKsbd`9l�l g�ip^�`���`�^�±+VXQW��Qf[pQ6[�QWeSlX�WlXQ£�teSg�� j�g�i«R
��`�^�±�VXQW��QWVXQ�[pQ�eSVmb�j�lì��eSbd`9QÃ {[�QWeSl�bd��bd`�Q�ipQWe;QWj�bd`Ãsbk[pQSR,QS`���lmi�bd`�QWb�g�i�lmR�sbdR TUlml�eSbd`9Q���`�^@[�g�e;Q0lmQvTj�lX`�QWb���b�³plm�fsb@�
�KQ·ev�b�i�[�`�QSR TtQWVmQWVXQ·[�lmi�b�e;QWb�j,R�sb0eSbdR,QSn�^�`9lXQ¡j9g�ivRM[�QWj,R�lmi�bdR,Q
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Variante ale algoritmului Backpropagation

Pornind de la algoritmul BackPropagation standard pot fi dezvoltate diferite variante care diferă
ı̂ntre ele prin:

• modul de alegere a ratei de ı̂nvăţare: constantă sau adaptivă;

• relaţiile de ajustare (determinate de algoritmul de minimizare utilizat, ce poate fi diferit de
algoritmul gradientului simplu: algoritmi de tip gradient conjugat, algoritmi de tip Newton,
algoritmi aleatori de descreştere, algoritmi genetici etc.);

• modul de iniţializare a parametrilor: iniţializare aleatoare sau bazată pe un algoritm de
căutare.

• parcurgerea setului de antrenare (influenţează doar varianta serială a algoritmului): secvenţială
sau aleatoare;

• funcţia de eroare: pe lângă eroarea medie pătratică se pot folosi şi măsuri ale erorii specifice
problemei de rezolvat (de exemplu ı̂n cazul problemelor de clasificare se poate folosi şi eroarea
bazată pe entropie);

• criteriul de oprire: pe lângă criteriul bazat pe numărul maxim de epoci şi pe eroarea core-
spunzătoare setului de antrenare se pot folosi şi criterii legate de eroarea pe setul de validare
şi de mărimea ajustărilor din cadrul ultimei epoci.

Motivaţia dezvoltării unor variante ale algoritmului standard o reprezintă faptul că acesta
prezintă o serie de inconveniente:

• Convergenţa lentă: necesită multe epoci pentru a atinge o valoare suficient de mică pentru
eroarea pe setul de antrenare.

• Blocarea ı̂n minime locale: o data ce algoritmul ajunge ı̂ntr-un minim local al funcţiei de
eroare, algoritmul nu permite evadarea din acest minim pentru a atinge optimul global.

• Stagnarea (paralizarea): algoritmul stagnează ı̂ntr-o regiune care nu este neapărat ı̂n vecinătatea
unui minim local ca urmare a faptului că ajustările aplicate parametrilor sunt foarte mici.

• Supraantrenarea: reţeaua asigură o bună aproximare pe setul de antrenare ı̂nsă posedă o
capacitate de generalizare redusă.

1



1 Problema convergenţei lente.

1.1 Cauze.

Algoritmul BackPropagation standard, fiind bazat pe metoda gradientului simplu, necesită uti-
lizarea unei rate mici de ı̂nvăţare pentru a asigura convergenţa. Aceasta alegere conduce la necesi-
tatea unui număr mare de epoci.

1.2 Soluţii.

Există soluţii euristice (modificarea ratei de ı̂nvăţare ı̂n funcţie de evoluţia valorii erorii şi varianta
momentului) şi soluţii bazate pe utilizarea unei alte metode de minimizare.
Adaptarea ratei de ı̂nvăţare. Proprietăţile metodei gradientului sugerează că pentru a se asigura
convergenţa algoritmului BackPropagation este necesară folosirea unei rate mici de ı̂nvăţare. Aceasta
conduce ı̂nsă la o durată mare a procesului de ı̂nvăţare. În cazul unei funcţii pătratice de eroare
E(W ) = 1

2W
TAW + bTW + c (reţelele liniare) se poate determina valoarea maximă a ratei de

ı̂nvăţare care nu provoacă oscilaţii, η = 2/λmax(A) (λmax(A) este valoarea proprie maximă a a
matricii A). O bună viteză de convergenţă poate fi atinsă folosind o valoare a ratei apropiată de
cea maximă.

În cazul general nu mai există o singură valoare critică pentru η deoarece funcţia de eroare
nu mai este pătratică. Din acest motiv pare natural să se adapteze valoarea lui η ı̂n funcţie de
caracteristicile suprafeţei de eroare.

Rata de invăţare influenţează comportarea algoritmului de ı̂nvăţare ı̂n modul următor: valori
mici ale ratei pot conduce la convergenţă lentă iar valori mari pot conduce la oscilaţii ı̂n procesul
de căutare a minimului funcţiei de eroare.

Notăm cu η(p) rata corespunzătoare epocii p iar cu E(p) şi E(p − 1) valorile erorii core-
spunzătoare epocii p respectiv epocii anterioare. La sfârşitul fiecărei epoci, după calcularea erorii
se efectuează următoarea analiză:

• Dacă E(p) > (1 + γ)E(p − 1) atunci se ignoră ajustările efectuate ı̂n cadrul epocii p şi se
modifica rata: η(p) = aη(p− 1), 0 < a < 1;

• Dacă E(p) < (1 − γ)E(p − 1) atunci se acceptă ajustările efectuate ı̂n cadrul epocii p şi se
modifica rata: η(p) = bη(p− 1), 1 < b < 2;

• Dacă (1−γ)E(p−1) ≤ E(p) ≤ (1+γ)E(p−1) atunci se acceptă ajustările efectuate ı̂n cadrul
epocii p şi rata se păstrează nemodificată.

Valoarea γ utilizată ı̂n regulile de mai sus se alege mică (de exemplu, γ = 0.05).
În afara variantelor euristice de alegere a ratei de ı̂nvăţare se pot folosi şi metode de minimizare

unidimensională pentru a alege la fiecare epocă rata care asigură descreşterea maximă.
Varianta cu moment. O altă tehnică euristică de accelerare a convergenţei algoritmului Backprop-
agation constă ı̂n utilizarea ca ajustări ı̂n epoca curentă a unei combinaţii convexe dintre ajustările
aplicate la epoca anterioară şi ajustările calculate la epoca curentă pe baza semnalelor de eroare.
Intuitiv, utilizarea ajustărilor de la epoca anterioară joacă rolul unei inerţii aplicate ı̂n procesul
de căutare a minimului funcţiei de eroare. Tehnica momentului poate fi aplicată atât variantei
seriale cât şi celei batch a algoritmului. Pentru a ilustra tehnica o vom exemplifica pe structura
generală a variantei batch a algoritmului (figura ??. Pentru a simplifica notatiile atât ponderile
cât şi ajustările şi valorile momentului vor fi desemnate prin matricile generice: W , ∆ respectiv
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Etapa 1. Iniţializări. W = rand(−1, 1), M = 0
Etapa 2. Proces iterativ de ajustare.
REPEAT

∆ := 0
FOR l := 1, L DO

Etapa FORWARD
Etapa BACKWARD
Cumularea ajustărilor

∆k
ij := ∆k

ij + δk,li yk−1
j , i = 1, Nk, j = 0, Nk−1, k = 1,K

Etapa ajustării propriu-zise:
W := W + η(1− α)∆ + αM (ajustarea ponderilor)
M := η(1− α)∆ + αM (reţinerea momentelor pentru epoca următoare)

Recalcularea erorii: E(W ) = 1
2L
∑L
l=1
∑n
i=1(dli − yli)2

p=p+1
UNTIL (E ≤ E∗) OR (p > pmax).

Figura 1: Structura generală a variantei cu moment

M . Prelucrările corespunzătoare etapelor FORWARD şi BACKWARD sunt cele de la algoritmul
BackPropagation standard. Valoarea parametrului asociat termenului moment (α) se alege ı̂ntre
0.2 şi 0.9.
Utilizarea altei metode de minimizare. Metoda gradientului simplu utilizată ı̂n deducerea ajustărilor
din cadrul algoritmului Backpropagation standard are viteză mică de convergentă. Metode de min-
imizare caracterizate prin viteză mai mare de convergenţă sunt metodele de tip gradient conjugat
şi cele de tip Newton.

2 Problema blocării ı̂n minime locale

2.1 Cauze.

Principala cauză a blocării ı̂ntr-un minim local este faptul că metodele de tip gradient sunt metode
de optimizare locală, permiţând determinarea punctului de minim aflat ı̂n vecinătatea aproximaţiei
iniţiale (valorile iniţiale ale ponderilor).

2.2 Soluţii.

Pentru a evita blocarea ı̂n minime locale se pot utiliza metode euristice sau poate fi ı̂nlocuită
metoda de minimizare locală cu una de minimizare globală.
Metode euristice. Se bazează pe ideea că introducerea unor perturbaţii aleatoare ı̂n algoritmul de
ı̂nvăţare permite evadarea dintr-un minim local. Cea mai simplă tehnică (care nu implică mod-
ificarea algoritmului) este de a relua algoritmul de antrenare de la valori diferite ale ponderilor
iniţiale. O altă varianta constă ı̂n perturbarea aleatoare, pe parcursul antrenării, a valorilor pon-
derilor (wij := wij + ξij .
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Etapa 1. Iniţializări. W = rand(−1, 1)
Etapa 2. Proces iterativ de ajustare.

Calcul eroare E(W ) pe setul de antrenare
REPEAT

Generare ajustari aleatoare ∆ (∆ij = rand(−1, 1))
Calcul ponderi modificate: W ′ = W + ∆
Recalculare eroare E(W ′)
IF E(W ′) < E(W ) THEN se accepta ajustările (W = W ′)

ELSE ponderile rămân nemodificate
p=p+1

UNTIL (E(W ) ≤ E∗) OR (p > pmax).

Figura 2: Algoritm de căutare aleatoare

Metode de optimizare globală. Utilizând metode de optimizare globală pentru determinarea punc-
tului de minim a funcţiei de eroare este posibilă evitarea blocării ı̂n minime locale. Metodele cel
mai frecvent utilizate sunt:

• algoritmi de căutare aleatoare;

• algoritmi de tip ”simulated annealing” (călire simulată);

• algoritmi genetici.

Considerăm ca exemplu un algoritm simplu de căutare aleatoare (fig 2). Această variantă simplă
de algoritm aleator nu este eficientă ı̂nsă poate fi utilizată ca tehnică de alegere a valorilor iniţiale ale
ponderilor ı̂n Backpropagation. Rolul căutării aleatoare este să plaseze valorile ponderilor ı̂n zona
minimului global pe când rolul algoritmului Backpropagation este să rafineze valorile ponderilor.

3 Problema stagnării

Stagnarea algoritmului de ı̂nvăţare ı̂nseamnă stoparea procesului de ı̂mbunătăţire a ponderilor ca
urmare a unor valori prea mici ale termenilor de ajustare. Situaţia este ı̂ntâlnită când se ajunge
ı̂ntr-o porţiune plată a suprafeţei de eroare.

3.1 Cauze

Principala cauză a stagnării o reprezintă valorile mari ale semnalelor de intrare ı̂n unităţile funcţionale
bazate pe funcţii de transfer de tip sigmoidal. Derivatele funcţiilor sigmoidale de transfer devin
foarte mici pentru valori mari ı̂n modul ale argumentului (de exemplu, pentru argumente mai
mari ı̂n modul decât 10 derivata tangentei hiperbolice este mai mică decât 10−8) . Cum valorile
derivatelor intervin in termenul de ajustare a ponderilor rezultă că ponderile nu vor fi modificate
semnificativ. Valori mari ale semnalelor de intrare ı̂n unităţile funcţionale de pe nivelele ascunse
pot fi produse de valori mari ale ponderilor sau ale semnalelor de intrare ı̂n reţea.
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3.2 Soluţii

Stagnarea poate fi evitată prin penalizarea valorilor mari ale ponderilor sau prin eliminarea derivatelor
din termenii de ajustare.

Prima varianta poate fi aplicată prin adăugarea unui termen suplimentar funcţiei de eroare
prin care se penalizează valorile mari ale ponderilor. Astfel ı̂n locul erorii medii pătratice, E
se foloseşte Em(W ) = E(W ) + λ

∑
i,j w

2
ij , al doilea termen cuprinzând suma pătratelor tuturor

ponderilor reţelei. Parametrul λ > 0 reflectă importanţa care se acordă penalizării valorilor mari
ale ponderilor.

A doua tehnică poate fi implementată prin ı̂nlocuirea derivatelor parţiale din ajustări cu valori
calculate pe baza unei relaţii de recurenţă. Pe această idee se bazează algoritmul RPROP (Re-
silient BackPropagation) ı̂n care ajustarea corespunzătoare parametrului wij la epoca p, ∆wij(p)
se stabileşte ı̂n funcţie de semnul derivatei parţiale a funcţiei de eroare:

∆wij(p) =


−∆ij(p) if ∂E(W (p))

∂wij
> 0

0 if ∂E(W (p))
∂wij

= 0

∆ij(p) if ∂E(W (p))
∂wij

< 0

unde termenii de ajustare sunt determinaţi pe baza regulii:

∆ij(p) =


a∆ij(p− 1) if ∂E(W (p−1))

∂wij

∂E(W (p))
∂wij

> 0

∆ij(p− 1) if ∂E(W (p−1))
∂wij

∂E(W (p))
∂wij

= 0

b∆ij(p− 1) if ∂E(W (p−1))
∂wij

∂E(W (p))
∂wij

< 0

cu parametrii 0 < b < 1 < a (de exemplu, b = 0.5, a = 1.2). Valorile iniţiale ale termenilor de
ajustare, ∆(0) se aleg relativ mici (de exemplu 0.1). În RPROP, se impune o limită superioară
pentru ∆ij astfel că toate valorile ajustărilor sunt trunchiate la o valoare prestabilită ∆max (de
exemplu ∆max = 5.0).

4 Problema supraantrenării

Supraantrenarea este situaţia ı̂n care eroarea reţelei este mică pe setul de antrenare ı̂nsă mare
pentru date de intrare ce nu aparţin acestui set. Aceasta ı̂nseamnă că reţeaua nu are putere de
generalizare.

4.1 Cauze

Cauzele supraantrenării pot fi mai multe: număr prea mare de unităţi ascunse, volum mic al
setului de antrenare, toleranţă prea mică la antrenare, număr mare de epoci etc. Acestea fac
ca reţeaua să modeleze inclusiv zgomotele din setul de antrenare reducând abilitatea reţelei de a
generaliza pornind de la exemple. Nu pentru orice problemă oricare dintre elementele enumerate
mai sus provocă supraantrenare. Experimente numerice au arătat că un număr prea mare de epoci
generează mai frecvent supraantrenare decât un număr mare de unităţi ascunse.

4.2 Soluţii

Atunci când cauza supraantrenării o reprezintă numărul prea mare de epoci, o soluţie simplă o
reprezintă controlul numărului de epoci prin modificarea condiţiei de oprire. Aceasta se poate
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realiza prin a calcula atât eroarea pe setul de antrenare cât şi eroarea pe un set de validare disjunct
de cel de antrenare şi de a opri antrenarea ı̂n momentul ı̂n care eroarea pe setul de validare ı̂ncepe
să crească. Pentru a construi setul de validare, setul de informaţii cunoscute se divide ı̂n două
seturi disjuncte. O tehnică clasică este cea a validării ı̂ncrucişate (”cross-validation”) caracterizată
prin faptul că se construieşte succesiv câte un set de validare prin extragerea a k elemente din setul
de antrenare. La fiecare nouă construire a setului de antrenare se aleg alte k elemente. În felul
acesta se evită prezenţa sistematică a aceloraşi elemente ı̂n setul de antrenare, respectiv ı̂n cel de
validare.

În cazul ı̂n care se presupune că numărul de unităţi ascunse este cauza supraantrenării soluţia
este de a aplica tehnici de adaptare a numărului de unităţi ascunse. Există două categorii principale:
(i) constructive: se porneşte cu un număr mic de unităţi şi dacă reţeaua nu are suficientă capacitatea
de reprezentare (de exemplu ı̂nvăţarea nu progresează) se mai adaugă unităţi; (ii) destructive: se
porneşte cu un număr mare de unităţi şi dacă reţeaua nu are suficientă capacitate de generalizare
atunci se elimină unităţi (pentru eliminare sunt selectate unităţile a căror contribuţie la semnalul
de ieşire este relativ mică).
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SISTEM DE RECUNOAŞTERE AUTOMATĂ  
A VORBIRII BAZAT PE  

REŢELE NEURONALE FUZZY 
 

  
 

 În aceast ă lucrare este prezentat un system de recunoaştere automată a vorbirii bazat 
pe reţele neuronale fuzzy, ca elemente de clasificare şi recunoaştere a eşantioanelor vocale 
prezentate sistemului. Sistemul prezentat este capabil să realizeze recunoaşterea frazelor 
discrete, independent de vorbitor, pe baza unor serii de timp ale rapoartelor de formanţi. 
Sistemul a fost implementat pe un PC cu soundcard şi microfon, iar aplicaţiile software 
utilizate au fost programul GoldWave, pentru înregistrarea on-line a eşantioanelor vocale şi 
mediul de programare MatLab, pentru prelucrarea semnalelor şi simularea reţelei neuronale.  

1   Introducere 

 Interesul actual generat de reţelele neuronale fuzzy este determinat în mare parte de speranţa 
că aceste tehnologii, bazate pe modelul creierului uman, vor fi capabile să rezolve categorii de 
probleme aflate acum mult dincolo de capacităţile de rezolvare ale calculatoarelor din ziua de 
azi [1] (funcţii extrem de complexe, din punct de vedere al posibilităţilor de calcul, pentru 
calculatoarele numerice convenţionale, cum sunt înţelegerea vorbirii sau a stimulilor vizuali, 
sunt mult mai eficient realizate de sistemele neurologice ale organismelor biologice). Studiul 
reţelelor neuronale a determinat apariţia unor categorii de arhitecturi de reţele care să modeleze 
capabilităţile creierului uman.  
 Recunoaşterea automată a vorbirii reprezintă un element important în sistemele de înţelegere 
a vorbirii, care tinde să îmbunătăţească uşurinţa cu care oamenii interacţionează cu calculatorul. 
Astfel, comunicaţia cu calculatorul prin vorbire permite utilizatorilor accesarea de la distanţă a 
serviciilor furnizate de calculator chiar şi prin linii telefonice standard. Cerinţele pentru aceste 
tehnologii sunt determinate în principal de raţiuni economice, dar şi de dezvoltarea de noi 
tehnologii în domeniul telefoniei. 
 Astfel recunoaşterea automată a vorbirii se referă la utilizarea unor instrumente pentru a 
realiza identificarea unor elemente lingvistice prezente în exprimarea limbajului uman. 
Sistemele de recunoaştere automată a vorbirii reprezintă primul pas în dezvoltarea unui sistem 
care recunoaşte cuvintele unei persoane, interpretează sensul şi furnizează un răspuns adecvat. 
 Actualmente atât din raţiuni economice, cât şi financiare  se doreşte realizarea unor sisteme 
de recunoaştere automată a vorbirii capabile să înveţe rapid noi seturi de eşantioane vocale, 
independent de vorbitor sau de limbaj. Ideal, eşantioanele vocale trebuie memorate într-o 
manieră modulară astfel încât aceste submulţimi de informaţii să poată fi combinate în pachete 
adaptate fiecărei noi aplicaţii, fără necesitatea unei reinstruiri pentru extinderea sistemului. 

2   Etapele procesului de recunoaştere automată a vorbirii 

 Procesul de recunoaştere automată a vorbirii poate fi descris ca un proces în patru etape şi 
anume: înregistrarea eşantioanelor vocale, prelucrarea semnalelor, extragerea caracteristicilor şi 
clasificarea exprimărilor [2]. 
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 Prima etapa este cea a înregistrării eşantioanelor vocale, în care este extreme de    importantă 
recepţia eficientă şi conversia semnalului acustic provenit de la vorbitor într-un echivalent 
electronic care poate fi memorat pentru prelucrări ulterioare. 
 A doua etapă este etapa de prelucrare a semnalelor şi constă în principal  în analiza spectrală 
a semnalului electronic pentru a obţine o reprezentare parametrizată care codifică informaţia 
spectrală. 
 Etapa a treia este etapa de extragere a caracteristicilor şi se referă în principal la eliminarea 
informaţiilor nerelevante sau redundante din prezentarea parametrizată obţinută în etapa a doua. 
Se obţine astfel o compresie a datelor şi o reducere a încărcării pentru prelucrările  ulterioare.
 Ultima etapă este etapa de clasificare a exprimării şi constă în identificarea cuvintelor   
rostite. Această  etapă implică recunoaşterea fonemelor, grupelor de foneme,  cuvinte sau fraze, 
cu ajutorul reţelelor neuronale, a modelării Markov ascunse [3].  

3   Sistem de recunoaştere automată a vorbirii bazat pe reţele neuronale fuzzy 

 Sistemul de recunoaştere automată a vorbirii bazat pe reţele neuronale fuzzy a fost 
implementat pe un PC cu soundcard şi microfon, iar aplicaţiile software utilizate au fost 
programul GoldWave, pentru înregistrarea on-line a eşantioanelor vocale şi mediul de 
programare MatLAB, pentru prelucrarea semnalelor şi simularea reţelei neuronale. 
 Prezentarea sistemului de recunoaştere automată (ASR – Automatic Speeck Recognition) se 
face pe baza celor patru etape ale procesului de recunoaştere automată a vorbirii, descrise 
anterior. 
  
3.1 Înregistrarea eşantioanelor vocale 
  
 Necesitatea efectuării unor teste cât mai apropiate de realitate exclud utilizarea unor 
eşantioane vocale înregistrate într-un interval restrâns de timp. Este necesară deci o bază de 
date de eşantioane vocale înregistrate pe o perioadă mare de timp, pentru a îngloba astfel 
variaţiile zilnice care apar în vocea unui vorbitor. Pentru optimizare, s-a utilizat un set de mai 
multe fraze, înregistrate într-un interval larg de timp şi memorate în fişiere pe calculator. 
 Pentru a obţine un sistem robust este important să se ţină cont de diverşi factori implicaţi în 
metodele utilizate privind mediul acustic, sistemul de microfoane, sistemul de transmitere şi 
variabilitatea specifică vorbirii, astfel încât eşantionarea şi memorarea semnalelor să se 
realizeze cu minimum de distorsiuni. 
 Toate eşantioanele vocale au fost numerizate utilizând placa de sunet a calculatorului. 
Semnalele audio au fost numerizate utilizând o rată de eşantionare de 22050 Hz cu o rezoluţie 
de 16 biţi.  
 
3.2 Prelucrarea semnalelor 
 
 În prima etapă, semnalele vocale au fost eşantionate şi convertite într-un format digital, cu o 
rată de eşantionare de 22050 Hz şi o rezoluţie de 16 biţi pe eşantion. Înregistrările cu ajutorul 
telefonului au fost eşantionate cu o rată de 8000 Hz, de o rezoluţie de 16 biţi pe eşantion. 
 În etapa a doua s-a realizat analiza spectrală a semnalelor eşantionate, cu ajutorul unui  
program elaborat în limbajul MatLAB, care utilizează o fereastră Hamming de 512 puncte de 
eşantionare. Amplitudinea semnalului în domeniul timp a fost normalizată înainte de calcularea 
spectrogramei. Pragul relativ al zgomotului de fond variază puternic între eşantioanele vocale, 
astfel încât utilizarea unui prag fix al zgomotului de fond poate constitui o sursă de erori. 
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 Eşantioanele vocale au fost împărţite în segmente de lungime fixată (1 s), s-a calculat 
spectograma pentru fiecare segment, iar spectograma finală a fost obţinută concatenând 
spectogramele rezultate pentru fiecare segment în parte. 
 Pentru îndeplinirea cerinţelor de memorare, s-au memorat în fişierul de ieşire doar părţile din 
spectogramă care reprezentau frecvenţele mai mici de 5000 Hz. 
 Spectrograma finală obţinută cu ajutorul programului elaborat în limbajul MatLAB este 
reprezentată în figura 1.  
 

 
Fig. 1: Spectrograma totală a semnalului. 

 
3.3 Extragerea caracteristicilor 
 
 Etapa a treia se referă la izolarea caracteristicilor lingvistice din spectogramele eşantioanelor 
vocale, după eliminarea datelor nerelevante, pentru a reduce încărcarea în etapele de calcul 
ulterioare.  
 Pentru filtrarea zgomotelor de fond care apar evident în esantioanele vocale s-a construit o mască 
de zgomot, utilizând eşantioane cu zgomot de fond prelevate la diferite intervale de timp. Pentru 
construcţia acestei măşti, s-a calculat o spectogramă pe o secundă a zgomotului de fond eşantionat, 
s-a identificat amplitudinea maximă pentru fiecare bandă de frecvenţă din spectogramă zgomotului, 
obţinându-se astfel un vector-mască. Acest spectru de valori maxime ale amplitudinii zgomotului a 
fost scăzut din fiecare secvenţa de timp a spectogramelor calculate mai sus, eliminându-se astfel 
orice contribuţie posibilă a zgomotului de fond. Valorile negative obţinute în urma calculelor au 
fost considerate nule. Utilizarea acestei metode de mascare a zgomotului a îmbunătăţit identificarea 
frecvenţelor formanţilor. Vectorii de mascare obţinuţi sunt prezentaţi în fig. 2, iar spectrograma 
semnalului după mascarea zgomotului de fond este indicată în fig. 3. 
 

 
 

Fig. 2: Masca de zgomot în cazul înregistrării  
        cu ajutorul microfonului/telefonului. 
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Fig. 3: Spectrograma semnalului după mascarea zgomotului. 
 

 Eliminarea perioadelor de pauză din eşantionul vocal s-a realizat pe baza unei curbe de energie 
pe termen scurt, obţinută din spectograma eşantionului. Fiecare punct al curbei corespunde sumei 
amplitudinilor în frecvenţă pentru o secvenţă de timp dată. Deoarece formanţii apar doar în 
porţiunile de eşantion în care se vorbeşte, este importantă izolarea acestor porţiuni pentru a obţine 
îmbunătăţirea înregistrării formanţilor. 
 Întrucât aceste porţiuni au energie relativă mai mare în comparaţie cu perioadele de pauză, toate 
secvenţele de timp în care curba de energie scade sub un anumit prag (fixat la un procent din 
maximul de energie din curbă) sunt eliminate.  
 Pentru fiecare bandă de frecvenţă dintr-o secvenţă de timp dată dintr-o spectogramă, se compară 
amplitudinea frecvenţei cu cele ale frecvenţelor învecinate într-o fereastră de dimensiuni fixe, şi în 
care banda de frecvenţă respectivă este poziţionată la mijlocul ferestrei. După ce au fost identificate 
toate maximale locale, se memorează doar acelea cu amplitudinea cea mai mare ca fiind valori utile 
pentru localizarea frecvenţelor formanţilor. 
 Prin procesul de separare se elimină secvenţele de timp din spectogramă care au estimări eronate 
ale frecvenţelor formalilor. Dacă prima frecvenţă este estimată la mai mult de 1200 HZ, sau dacă 
nu există trei estimări pentru o secvenţă dată, atunci secvenţa respectivă este eliminată. Rezultatul 
obţinut reprezintă o serie de estimări considerate corespunzătoare, care sunt apoi memorate într-un 
vector formant. 
 
3.4 Clasificarea exprimărilor 
 
 În această etapă, reţeaua neuronală fuzzy este utilizată pentru a clasifica vectorii reprezentând 
esantioanele vocale obţinuţi în etapa a treia. Reţelele neuronale fuzzy bazate pe teoria rezonanţei 
adaptive combină logica fuzzy şi procesele bazate pe teoria rezonanţei adaptive de instruire, 
rezonanţă, selectarea clasei. Valorile de intrare variază continuu între zero şi unu, astfel că intrările 
pot fi atât analogice cât şi binare, sistemul fiind capabil să realizeze o instruire nesupervizată la 
prezentarea la intrare a unor modele arbitrare în timp ce se menţin stabilitatea şi plasticitatea, 
utilizând complet capacităţile de memorie. Astfel arhitectura reţelelelor neuronale fuzzy bazate pe 
teoria rezonanţei adaptive diferă de cea a reţelelor neuronale obişnuite, avantajul principal fiind 
acela că sistemul este proiectat să funcţioneze corect şi autonom, să înveţe într-o manieră cât mai 
stabilă şi într-un mediu care variază continuu când este expus unei secvenţe arbitrare de modele la 
intrare, până la utilizarea completă a capacităţilor de memorie [4].        
  Figura 4 prezintă procesul de clasificare prin trei grafice. În primul grafic se află reprezentarea ca 
vector raport tri-format (TRFV − Tri Formant Ratio Vector) a eşantionului vocal prezentat reţelei. 
Cel de-al doilea grafic indică vectorul regăsit de reţeaua propusă ca răspuns la intrarea reţelei, iar 
ultimul grafic indică o comparaţie între cei doi vectori. 
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Fig. 4: Recunoaşterea formelor cu ajutorul reţelei neuronale  
                      pentru un semnal obţinut prin microfon. 

4   Concluzii 

 Lucrarea demonstrează aplicabilitatea reţelelor neuronale fuzzy în cazul procesului de 
recunoaştere automată a vorbirii prin implementarea unui sistem care utilizează reţeaua fuzzy ca 
element de recunoaştere. Sistemul de recunoaştere automată a vorbirii prezentat este capabil să 
realizeze recunoaşterea frazelor discrete, independent de vorbitor, pe baza unor serii de timp ale 
rapoartelor de formanţi.  
 Procesul de conversie a semnalului acustic într-o reprezentare corespunzătoare pentru intrarea în 
blocul de recunoaştere a fost descris ca un proces de recunoaştere automată a vorbirii în patru 
etape, care include înregistrarea eşantioanelor vocale, prelucrarea semnalelor, extragerea 
caracteristicilor şi clasificarea exprimărilor. 
 Au fost utilizate atât microfonul cât şi telefonul în etapa de înregistrare a sunetelor pentru a 
măsura şi compara performanţele sistemului în ambele cazuri de transmitere a semnalului. 
Semnalele acustice au fost numerizate şi convertite într-o spectrogramă. Pentru obţinerea primilor 
trei formanţi s-a realizat reducerea zgomotelor, a perioadelor de pauză şi o normalizare a 
amplitudinii în frecvenţă. Formanţii au fost apoi combinaţi secvenţial într-o reprezentare vector 
raport tri-format, care reduce puternic diferenţele între diverse reprezentări ale frazelor rostite, 
diferenţe datorate vârstei şi sexului vorbitorului. Reprezentarea a fost apoi normalizată în gama de 
valori fuzzy şi s-a realizat apoi o limitare a vectorului raport tri-format la dimensiunea stratului de 
intrare al reţelei neuronale. 
 Cercetări ulterioare pot fi realizate pentru a îmbunătăţi analiza erorilor, pentru dezvoltarea unor 
tehnici de normalizare a amplitudinii în frecvenţă care să adapteze atenuarea spectrală a unei 
conexiuni telefonice. Pot fi obţinute îmbunătăţiri majore prin utilizarea unui sistem de testare on-
line, pentru a profita de avantajul măştii de zgomot adaptată pentru fiecare eşantion vocal, şi prin 
îmbunătăţirea rezoluţiei temporale pentru detecta schimbările rapide în semnalul vocal prin 
utilizarea unei rate de eşantionare mai mari. În final, sistemul poate fi făcut mai rapid prin 
compilarea sa ca un program executabil. 
 Sistemele de recunoaştere automată a vorbirii reprezintă primul pas în dezvoltarea unui sistem 
care recunoaşte cuvintele unei persoane, interpretează sensul şi furnizează un răspuns adecvat. 
Cercetările efectuate în acest domeniu sunt importante deoarece dezvoltările ulterioare vor permite 
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interacţiunea cu calculatorul cu ajutorul vorbirii, uşurând astfel accesul persoanelor neinstruite în 
domeniul informaticii la resurse controlate de calculator. Aceste noi tehnologii permit executarea 
de tranzacţii on-line, creare de documente şi trimitere de faxuri prin simple dictări către un 
microfon ataşat calculatorului, posibilitatea realizării de traduceri bi-direcţionale pentru o gamă 
largă de limbi de circulaţie internaţională. 
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8.1.1 Segmentarea bazată pe histogramă . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
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9.3 Semnătura formei . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

4



9.4 Skeletoane morfologice şi generalizate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135

9.4.1 Skeletonul morfologic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135

9.4.2 Skeletonul generalizat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

10 PRINCIPII DE IMPLEMENTARE SOFTWARE ŞI HARDWARE 139
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Capitolul 1

INTRODUCERE

Prelucrarea şi analiza imaginilor (numită adeseori prescurtat doar prelucrarea imaginilor)
s-a născut datorită ideii şi necesită̧tii de a înlocui observatorul uman printr-o maşină. Este
important de precizat că analiza imaginilor a mers mai departe decât simpla înlocuire
a observatorului uman, deoarece au apărut solu̧tii novatoare pentru probleme cu care
acesta nu mai fusese confruntat - ca în cazul imaginilor non-vizibile (imagini acustice,
ultrasonore, radar). După cum se remarcă în [9], prelucrarea imaginilor înglobează posi-
bilitatea de a dezvolta maşina totală de viziune, capabilă să realizeze funçtiile vizuale ale
oricărei viȩtuitoare (desigur, după realizarea a importante dezvoltări teoretice şi tehno-
logice).

“Image processing holds the possibility of developing the ultimate machine
that could perform the visual functions of all living beings”.

Trebuie remarcată terminologia anglo-saxonă (originală), în care disciplina este denumită
Digital Image Processing, deci prelucrarea digitală a imaginilor. Prin prelucrarea digitală
a imaginilor se îņtelege prelucrarea pe un calculator digital a unor date bidimensionale
(imagini). Termenul cheie este cuvântul digital, înlocuit adesea în mod eronat în multe
traduceri româneşti cu termenul de numeric. După cum o arată diçtionarul limbii române
moderne, defini̧tia cuvântului numeric este aceea de

“care apaŗtine numerelor, privitor la numere, exprimat prin numere”.

Rezultatul oricărui calcul este numeric. Termenul digital înseamnă însă

“ceea ce este referitor la reprezentarea informa̧tiei discrete în calculatoare”
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Deci atâta vreme cât acceptăm ideea că unealta de lucru în prelucrarea imaginilor este
calculatorul, şi acesta la rândul său este digital, atunci şi prelucrarea este la rândul ei
digitală, ca un caz particular al oricărei prelucrări numerice. Desigur că există însă şi
prelucrări de imagini care sunt analogice - aşa cum sunt toate prelucrările ce au loc în
cadrul laņtului de transmisie şi recep̧tie a imaginii standard de televiziune.

1.1 Imagini digitale

La început, imaginile sunt semnale, dar nu funçtii temporale, ci funçtii definite pe un
domeniu spa̧tial. Orice imagine este o structură bidimensională (tablou, matrice) de date.
Un element al imagini se numeşte pixel (cuvânt preluat din engleză, unde provine de la
picture element). Aceste date pot fi numere naturale, reale sau complexe, reprezentate
însă pe un număr finit de bi̧ti. După tipul datelor din acestă structură bidimensională,
imaginile prelucrate pot fi împăŗtite în mai multe categorii:

• imagini scalare, în care fiecare componentă este un scalar (un unic număr); ca
exemple de astfel de imagini se pot da imaginile monocrome (în care punctele au
doar două valori posibile, ce corespund unui coņtinut binar al imaginii, în general
alb-negru) şi imaginile cu nivele de gri (de tipul imaginii de luminaņtă de pe ecranele
televizoarelor alb-negru).

• imagini vectoriale, în care fiecare componentă este un vector de numere; cazul
particular cel mai de interes este acela al imaginilor color, în care vectorul are trei
elemente (ce corespund celor trei constituente de bază ale oricărei culori); în general,
pentru imaginile multicomponentă, vectorul asociat fiecărui punct din imagine are
mai multe elemente (caz ce corespunde imaginilor preluate în mai multe benzi
de frecveņtă, aşa cum sunt imaginile de teledeteçtie ale sateli̧tilor, imaginile de
termodeteçtie în benzile de infraroşu,...). Tot în categoria imaginilor vectoriale
intră însă şi imaginile stereo (o pereche de imagini ale aceleiaşi scene, luate din
unghiuri diferite) şi secveņtele de imagini.

Conform datelor prezentate în [11], dintre imaginile prelucrate în aplica̧tii funçtionale,
20 % sunt alb-negru, 32 % sunt cu nivele de gri, 20 % sunt color, 10 % sunt imagini
stereoscopice şi 18 % sunt secveņte de imagini.

În mod clasic, valoarea unui element al unei imagini este o măsură a intensită̧tii luminoase
în punctul considerat; acesta nu este însă decât un caz particular. După natura lor,
imaginile pot fi clasificate ca imagini abstracte, imagini non-vizibile şi imagini vizibile [2].
Imaginile abstracte sau modelele sunt de fapt funçtii [matematice], continue sau discrete,
de două variabile. Imaginile non-vizibile, care, evident, nu pot fi percepute în mod direct
de ochiul uman, sunt de fapt achizi̧tii ale unor câmpuri bidimensionale de parametri fizici
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(presiune, temperatură, presiune, densitate, ...). În fine, imaginile ce pot fi percepute
în mod direct de către ochiul uman (deci imaginile vizibile) sunt la rândul lor imagini
optice, generate ca distribu̧tii de intensitate luminoasă (aşa ca hologramele, imaginile
de interfereņtă şi difraçtie) sau imagini propriu-zise (de luminaņtă - în sensul curent al
termenului, ce se referă la fotografii, desene, picturi, schi̧te, scheme şi altele din aceeaşi
categorie).

O altă împăŗtire a imaginilor scalare se poate face după semnifica̧tia ce se dă valorii
numerice a pixelilor. Vom distinge astfel imagini de intensitate şi imagini indexate. O
imagine de intensitate este o imagine în care valoarea fiecărui pixel este o măsură directă
a intensită̧tii luminoase sau a mărimii fizice preluate de senzor, ca de exemplu în imaginile
cu nivele de gri. Pixelii unei imagini de intensitate pot avea orice fel de valori: reale sau
naturale (depinzând dacă imaginea este sau nu cuantizată).

O imagine indexată este acea imagine în care valoarea fiecărui pixel este un indice prin care
se regăseşte informa̧tia de culoare asociată pixelului respectiv. Deci, pentru afişarea sau
reprezentarea unei imagini indexate este necesară o informa̧tie suplimentară, de asociere
între indici şi culori. Această asociere se face prin intermediul tabelei de culoare. Tabela
de culoare este o matrice în care fiecare linie coņtine descrierea unei culori (deci cele
trei componente ce definesc culoarea - în mod tipic intensită̧tile relative de roşu, verde
şi albastru ce compun culoarea dată printr-un amestec aditiv). Deci tabela de culoare
are trei coloane; numărul de linii al tabelei de culoare este egal cu numărul de culori
din imaginea reprezentată şi este în mod tipic o putere a lui doi (16, 256, ...). Indicele
(valoarea pixelului) va fi numărul de ordine al liniei din tabela de culoare pe care se
găseşte descrierea culorii. Este evident că valorile pixelilor unei imagini indexate nu pot
fi decât numere naturale (deoarece sunt indici într-o matrice).

Această tehnică este folosită şi în grafica pe calculator. Afişarea imaginilor pe ecranul
monitorului se face corespunzător unui anumit mod grafic, determinat din placa video
a calculatorului. Un mod video defineşte numărul maxim de culori ce pot fi utilizate
simultan şi dimensiunile ecranului (în pixeli de afişaj). Culorile utilizate la un moment
dat sunt grupate într-o paletă de culori de afişare. Paleta de afişare este o structură logică
definită în BGI1 (Borland Graphics Interface), pentru programare în sesiuni de tip DOS,
ca:

struct palettetype {
unsigned char size;
int colors[MAXCOLORS+1]; }

Modificarea unei culori din paletă (o intrare a tabelului) se face cu:

void far setpalette(int index_culoare, int culoare);

1Exemplele de cod C prezentate în lucrare corespund mediilor integrate Borland (Borland C++ 3.1,
Turbo C 2.0)
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Afişarea unui pixel cu o anumită culoare se face cu:

putpixel(int pozx, int pozy, int index_culoare);

Sub Windows, este suportată şi specificarea directă a culorii de afişat (sub forma unui
triplet RGB2), sistemul de operare aproximând culoarea respectivă cu cea mai apropiată
culoare disponibilă din paleta de lucru curentă (în acest fel, utilizatorul poate neglija
existeņta acesteia).

Pentru o imagine cu nivele de gri, componentele de roşu, verde şi albastru ale fiecărei
culori din paleta de culoare sunt identice. Dacă specificarea componentelor de culoare se
face prin numere de 8 bi̧ti (deci între 0 şi 255, adică cazul cel mai des folosit), tabela de
culoare va avea 256 de culori (tonuri de gri) diferite. Specificarea acestora se va face cu
indecşi între 0 şi 255, aloca̧ti conform conveņtiei 0 - negru, 255 - alb. În acest fel, pentru
o imagine indexată cu nivele de gri, nu mai este necesară specificarea tabelei de culoare;
culorii reprezentate de indexul i îi corespunde nivelul de gri i, adică tripletul RGB (i, i, i).

Modelul imagini indexate este un caz particular de folosire a tehnicii diçtionar (sau
tehnicii tabelului de echivaleņtă - Look Up Table - LUT): o tehnică de regăsire a unei
cantită̧ti de informa̧tie folosind asocierea unei chei de căutare mult mai mici.

1.2 Structura unui sistem de prelucrarea şi analiza
imaginilor

Structura tipică a unui sistem de prelucrarea (evident digitală) şi analiza imaginilor este
alcătuită din punct de vedere funçtional dintr-un număr mic de blocuri (vezi figura 1.1):

• sistemul de formare a imaginii (de exemplu sistemul de lentile al camerelor de
luat vederi): strânge radia̧tia electromagnetică a obiectului studiat pentru a forma
imaginea trăsăturilor de interes

• convertorul de radi̧tie: converteşte radia̧tia electromagnetică din planul imaginii
într-un semnal electric.

Sistemul de formare a imaginii şi convertorul de radia̧tie formează senzorul; acesta reali-
zează o proieçtie plană (bidimensională) a scenei reale (care este în general tridimensio-
nală). Un studiu realizat în Germania în anul 1996 [11] prin inventarierea sistemelor de

2Red Green Blue - Roşu, Verde, Albastru: sistemul primar de reprezentare a culorilor.
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Fig. 1.1: Schema generală a unui sistem de analiza şi prelucrarea imaginilor

preluare a imaginilor folosite în industrie indică o distribu̧tie a tipurilor de senzori după
gama de radia̧tie captată conform tabelului 1.1:

Domeniu Infraroşu Infraroşu Vizibil Ultraviolet Radar Radia̧tie
electromagnetic depărtat apropiat (microunde) X
Procent 5 % 25 % 40 % 10 % 10 % 10 %

Tabel 1.1: Tipuri de senzori folosi̧ti în prelucrarea imaginilor

• sistemul de achizi̧tie (echivalent unui frame-grabber sau video-blaster): converteşte
semnalul electric al senzorului într-o imagine digitală, pe care o stocheză; acesta nu
este altceva decât un dispozitiv de eşantionare (discretizare a suportului imaginii)
şi cuantizare (discretizare a domeniului de valori a imaginii).

• sistemul de prelucrare (în mod tipic un calculator, fie el PC sau sta̧tie de lucru); în
această categorie se încadrează însă şi maşinile specializate de calcul, calculatoarele
de proces, ...

• software-ul specializat: implementează algoritmii de prelucrare şi analiză

În [11] se arată că unitatea de prelucrarea hardware (deci calculatorul) folosită la apli-
ca̧tiile de prelucrarea imaginilor funçtionale la acea dată este în cea mai mare majoritate
a cazurilor un PC obi̧snuit, cu performaņte standard; datele sunt sintetizate în tabelul
1.2:
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Platformă hardware Procent din pia̧tă
PC standard, bus ISA, Windows 3.1, 95, NT 40 %
Calculatoare industriale (procesoare Intel), bus VME 15 %
PC standard cu acceleratoare specializate, bus VLB, PCI 15 %
Sta̧tii de lucru (workstations) 10 %
Maşini specializate 10 %
Calculatoare Macintosh, calculatoare paralele (transputere), altele 10 %

Tabel 1.2: Unită̧ti de calcul folosite în prelucrarea imaginilor

Sistemul software specializat care este responsabil cu realizarea efectivă a unei sarcini con-
crete poate fi descompus în mai multe module, nu neapărat bine separate şi nu neapărat
prezente împreună: îmbunătă̧tirea, restaurarea, compresia, segmentarea şi analiza [9].

Blocul de îmbunătă̧tire a imaginilor are ca scop accentuarea anumitor trăsături [ale
obiectelor coņtinute în imagine] pentru uşurarea unor sarcini ulterioare de analiză au-
tomată sau interpretare prin afişare. Asemenea metode pot fi utile la extragerea trăsă-
turilor caracteristice ale obiectelor, eliminarea zgomotelor suprapuse imaginii, mărirea
confortului vizual. Aceşti algoritmi nu măresc coņtinutul informa̧tional al imaginii şi
sunt în general interactivi şi puternic dependeņti de aplica̧tie.

Restaurarea imaginilor se referă la eliminarea sau minimizarea efectelor unor perturba̧tii
şi a unor degradări. Perturba̧tiile reprezintă în general zgomotele (modelate ca procese
aleatoare) ce se suprapun în cursul achizi̧tiei imaginii (din cauza senzorului şi a laņtului
de transmisiune şi captare); degradările sunt cauzate de imperfeçtiunile şi limitările de-
terministe ale senzorului (efecte de apertură, timp de expunere, deficieņte geometrice ale
sistemului de lentile, ...).

Compresia imaginilor se referă la reducerea volumului de date (numărului de bi̧ti) cu
care este reprezentată imaginea, printr-o transformare reversibilă - imaginea trebuie să
poată să fie recuperată integral (sau cu difereņte foarte mici, controlabile) din versiunea
sa comprimată.

Segmentarea este procesul de descompunere a unei imagini (sau scene) în elementele
(obiectele) sale constituente. Adeseori, segmentarea este strâns legată de algoritmii de
analiză, al căror scop este de a realiza măsurători cantitative sau evaluări calitative asupra
unor anumite categorii de obiecte, prezente în imaginea dată.

Sfera de aplicabilitate a tehnicilor de prelucrarea şi analiza imaginilor este deosebit de
largă; practic, în orice domeniu de activitate se pot găsi numeroase aplica̧tii. Această clasă
de aplica̧tii extrem de specifice a fost caracterizată drept “consumul imaginii” [1] (ima-
ginea folosită în vederea analizei, deci a luării unor decizii). Imaginile preluate de către
sateli̧ti pot fi folosite la descoperirea resurselor terestre, cartografiere geografică, prediçtia
recoltelor, urmărirea dezvoltării urbane, urmărirea vremii, controlul şi prevenirea incendi-
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ilor şi inunda̧tiilor, precum şi alte aplica̧tii ecologice şi militare. Aplica̧tiile transmisiei
şi compresiei imaginilor se regăsesc în televiziunea digitală, sistemele de teleconferiņtă,
transmisiile fax, birotică, comunica̧tia pe rȩtele distribuite, sisteme de securitate cu cir-
cuit închis, aplica̧tii militare. În aplica̧tiile medicale sunt prelucrate radiografiile cu raze
X, angiogramele, echografiile, tomografiile, imaginile de rezonaņtă magnetică nucleară.
Acestea pot fi utilizate pentru monitorizarea pacieņtilor şi pentru descoperirea şi identi-
ficarea de boli şi tumori.

O largă clasă de aplica̧tii sunt cele industriale, în care componentele de prelucrarea şi
analiza imaginilor sunt folosite în sisteme mai mari de asigurare a calită̧tii produselor
(metrologie, controlul calită̧tii - inclusiv defectoscopie nedistructivă). Solu̧tiile sunt ex-
trem de specifice, puternic legate de procesul de fabrica̧tie urmărit şi tind să devină din
ce în ce mai utilizate odată cu impunerea normelor de “calitate totală” ale standardului
ISO9000 (se poate urmări [10] pentru aplica̧tii specifice ale diferitelor firme germane).
Din acest punct de vedere este interesantă compara̧tia între câteva caracteristici ale sis-
temului vizual şi de prelucrare uman şi un sistem de prelucrarea şi analiza imaginilor [8],
folosite pentru aplica̧tii industriale, prezentată în tabelul 1.3.

Criterii Om Sistem de prelucrarea imaginilor
Obiectivitate NU DA
Control 100% NU DA
Rată de eroare MARE MICĂ
Rată de lucru MICĂ MARE
Rezisteņtă la oboseală MICĂ MARE
Iluzie optică DA NU
Prelucrare statistică Greu realizabil DA
Reproductibilitate Greu realizabil DA
Măsurare geometrică Cu instrumente auxiliare DA
Recunoaştere de forme DA DA

Tabel 1.3: Compara̧tia între caracteristici eseņtiale ale sistemului vizual uman şi sistemele
de prelucrarea şi analiza imaginilor

1.3 Stocarea imaginilor

Se poate considera că există două moduri de stocare a imaginilor: stocarea în memoria
de lucru a unită̧tii de prelucrare a imaginii de lucru (care este o stocare de scurtă durată
- doar pe durata prelucrării efective) şi stocarea de lungă durată imaginilor, în fişiere, pe
suporturi externe de memorie (benzi, discuri, etc.). Difereņta eseņtială între cele două
tipuri de stocare este aceea că în memorie imaginea va fi reprezentată complet, în formă
necomprimată, pentru a permite accesul rapid direct la informa̧tia fiecărui pixel.
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1.3.1 Stocarea imaginilor în memorie

Principalul limbaj de programare utilizat pentru aplica̧tii cu calcule intensive rămâne încă
limbajul C (C++). Stocarea imaginilor se va face, evident, prin intermediul unor variabile
ce implementează structuri de date bidimensionale. Ceea ce este deosebit este modul de
declarare a acestora: declararea statică nu este convenabilă din cauza dimensiunilor în
general mari ale imaginilor, şi deci este necesară o declarare dinamică. Particularitatea
este dată de memorarea separată a fiecărei linii (sau coloane) a matricii într-un vector
alocat dinamic, şi gruparea adreselor de început a acestora într-un vector de pointeri, la
care se va rȩtine adresa de început (deci un alt pointer). Dacă considerăm un tip generic
de date pentru componentele matricii (caracter, sau întreg, sau real), atunci o secveņtă
C de declarare a unui imagini poate fi:

tip ** imagine;
unsigned int contor;
imagine=(tip**) malloc(nr_linii*sizeof(tip*));
for (contor=0;contor<nr_linii;contor++)
imagine[contor]=(tip*) malloc(nr_coloane*sizeof(tip));

Se remarcă folosirea constantelor nr_linii şi nr_coloane (cu semnifica̧tie evidentă) şi a
tipului generic tip pentru valoarea pixelilor. Linia a 3-a alocă spa̧tiul pentru un masiv de
pointeri la date de tip pointer; spa̧tiul de memorie necesar (argumentul funçtiei malloc)
este dat de numărul de pointeri la liniile imaginii ce înmuļteşte dimensiunea unui astfel
de pointer (sizeof(tip*)). Valoarea imagine[contor] este adresa de început a spa̧tiului
de memorie la care încep valorile pixelilor de pe linia contor ; aceştia sunt stoca̧ti într-
un vector declarat de malloc(nr_coloane*sizeof(tip)). Trebuie remarcată conversia de
tip (cast) obligatorie ce înso̧teşte fiecare alocare de memorie (se ştie că funçtia malloc
întoarce un pointer la void). De asemenea se observă că secveņta anterioară nu face nici
un fel de verificare a succesului opera̧tiei de alocare de memorie (verificarea faptului că
valoarea returnată de funçtia malloc nu este NULL). În mod implicit, la compilare, to̧ti
pixelii (toate valorile matricii imagine) sunt ini̧tializa̧ti cu 0.

Spre deosebire de C, limbajul Matlab3 aduce mari simplificări. Există un singur tip de
date, reprezentate pe 8 octȩti (caracteristică ce se schimbă începând cu versiunea 5.0, ce
admite valori reale, întregi sau caracter, declarate explicit). Orice variabilă Matlab este
creată în momentul folosirii sale în membrul stâng al unei expresii (deci nu este necesară
declararea prealabilă folosirii); orice variabilă este o matrice (scalarul este o matrice de o
linie şi o coloană). Funçtiile returnează matrici. Secveņta C anterioară este echivalentă
cu:

imagine=zeros(nr_linii,nr_coloane);

3Codurile Matlab prezentate în lucrare corespund versiunii Matlab 4.2c.
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1.3.2 Stocarea imaginilor în fişiere

Un fişier este entitatea logică de organizare a informa̧tiei înscrise pe mediile magnetice
de stocare şi se compune dintr-un şir de octȩti. Pentru stocarea imaginii este necesar
ca aceşti octȩti să coņtină informa̧tia aferentă pixelilor precum şi informa̧tie despre tipul
imaginii: dimensiunile acesteia, dacă este sau nu indexată, dacă are sau nu o tabelă de
culoare ataşată, dacă este sau nu comprimată şi după ce metodă. Anumite structuri
de fişiere au fost impuse de-a lungul timpului de firme producătoare de software sau
de organisme de standardizare, căpătând denumirea de formate de imagini. Formatele
de imagini s-au făcut cunoscute mai ales după extensia standard a fişierelor ce coņtin
imaginile stocate după formatul respectiv: BMP, TIF, GIF, PCX, JPG ... . În cele
ce urmează ne vom referi la formatele RAW(cunoscut şi ca IMG), unul dintre cele mai
rudimentare formate de fişiere imagine, şi Windows Bitmap -BMP al firmei Microsoft,
care este unul dintre cele mai larg recunoscute formate de fişiere.

Un fişier RAW coņtine imagini indexate cu nivele de gri, de formă pătrată. Fi̧sierul nu
are antet (dimensiunile imaginii fiind deduse din dimensiunea fişierului ce o coņtine) şi
nu coņtine nici tabel de culoare (acesta are toate componentele liniei i egale între ele,
reprezentând griuri). Fiecare pixel al imaginii este codat cu numărul corespunzător de
bi̧ti (4, 8, etc.); imaginea este baleiată în ordinea normală (începând cu prima linie a
imaginii, de la stânga la dreapta).

Un fişier BMP4 are trei componente consecutive: un antet de fişier (BITMAPFILE-
HEADER), o structură de informa̧tie a imaginii(BITMAPINFO) şi codarea pixelilor.
Antetul de fişier (BITMAPFILEHEADER) coņtine informa̧tii asupra tipului, dimensiu-
nii şi reprezentării fişierului Bitmap independent de dispozitiv (DIB - Device Independent
Bitmap); semnifica̧tiile componentelor sunt date în tabelul 1.4.

typedef struct tagBITMAPFILEHEADER{
WORD bfType;
DWORD bfType;
WORD bfReserved1;
WORD bfReserved2;
DW bfOffBits;
}BITMAPFILEHEADER;

Structura de informa̧tie a imaginii (BITMAPINFO) coņtine informa̧tii asupra dimensiu-
nilor şi culorilor unui DIB, şi este alcătuită din două componente: antetul structurii de
informa̧tii (BITMAPINFOHEADER), a cărui componente sunt descrise în tabelul 1.5 şi
tabelul de culoare, format din structuri RGBQUAD.

4Denumirile componentelor logice ale fişierului sunt cele standardizate de Microsoft.
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Câmp Descriere
bfType Specifică tipul de fişier; trebuie să coņtină caracterele BM
bfSize Specifică lungimea fişierului în DWORD
bfReserved1 Câmp rezervat, valoare 0
bfReserved2 Câmp rezervat, valoare 0
bfOffBits Specifică deplasamentul în octȩti de la sfâŗstul structurii

BITMAPFILEHEADER până la zona din fişier ce coņtine pixelii coda̧ti

Tabel 1.4: Descrierea câmpurilor structurii BITMAPFILEHEADER

Câmp Descriere
biSize Numărul de octȩti ai structurii BITMAPINFOHEADER
biWidth Lă̧timea imaginii, în pixeli
biHeight Înăļtimea imaginii, în pixeli
biPlanes Numărul de plane de culoare ale dispozitivului de afişaj (1)
biBitCount Numărul de bi̧ti cu care se codează un pixel; poate fi 1, 4, 8 sau 24
biCompression Tipul de compresie utilizată: BI_RGB fără compresie, BI_RLE8

sau BI_RLE4 pentru compresie de tip RLE cu cuvinte de respectiv
8 sau 4 bi̧ti

biSizeImage Dimensiunea imaginii în octȩti
biXPelsPerMeter Rezolu̧tia pe orizontală a dispozitivului ţintă (în pixeli pe metru)
biYPelsPerMeter Rezolu̧tia pe verticală a dispozitivului ţintă (în pixeli pe metru)
biClrUsed Numărul de culori utilizate în imagine; dacă este 0, imaginea

foloseşte toate culorile disponibile ale paletei
biClrImportant Numărul de culori considerate importante; dacă este 0, toate

culorile sunt luate în considerare

Tabel 1.5: Descrierea câmpurilor structurii BITMAPINFOHEADER

typedef struct tagBITMAPINFOHEADER{
DWORD biSize;
DWORD biWidth;
DWORD biHeight;
WORD biPlanes;
WORD biBitCount;
DWORD biCompression;
DWORD biSizeImage;
DWORD biXPelsPerMeter;
DWORD biYPelsPerMeter;
DWORD biClrUsed;
DWORD biClrImportant;
} BITMAPINFOHEADER;
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Structura RGBQUAD descrie o culoare prin componentele sale de roşu, verde şi albastru,
şi un câmp rezervat având valoarea 0.

typedef struct tagRGBQUAD{
BYTE rgbBlue;
BYTE rgbGreen;
BYTE rgbRed;
BYTE rgbReserved;
}RGBQUAD;

Codarea pixelilor se face după câteva reguli. Fiecare pixel va fi codat pe biBitCount bi̧ti;
dacă biBitCount este 1, 4 sau 8, imaginea va fi indexată şi fişierul coņtine tabela de culoare
asociată imaginii. Codurile pixelilor se grupează pe octȩti (deci pentru o codare de 4 bi̧ti
per pixel, fiecare octet de cod va corespunde la doi pixeli alătura̧ti). Dacă biBitCount
este 24, pentru fiecare pixel se asociază direct trei octȩti, ce reprezintă componentele de
roşu, verde şi albastru ale culorii respective; această imagine se numeşte True Color şi
nu mai are un tabel de culoare asociat. Denumirea de True Color (culoare adevărată)
provine din faptul că numărul total de culori ce se pot astfel reprezenta (224) depăşeşte
limita sensibilită̧tii umane de discernere a culorilor.

Codarea se face independent pe fiecare linie orizontală a imaginii. Codurile (indexurile)
tuturor pixelilor unei linii sunt concatenate; şirul rezultat trebuie să fie multiplu de 32
de bi̧ti (sau de 4 octȩti, sau să coņtină un număr întreg de DWORD’s). Dacă acestă
constrângere nu este respectată, linia respectivă se completează cu numărul necesar de
bi̧ti (care, în mod evident, nu vor fi utiliza̧ti la citirea imaginii din fişier). Codarea
imaginii începe cu ultima linie, şi pentru fiecare linie baleiajul este normal (de la stânga
la dreapta).
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Capitolul 2

TEHNICI DE ÎMBUNĂTĂŢIRE A
IMAGINILOR

Îmbunătă̧tirea imaginilor este o sintagmă generală ce se referă la o clasă largă de opera̧tii
al căror scop este mărirea detectabilită̧tii componentelor imaginii. Detectabilitatea com-
ponentelor este legată mai mult de percep̧tia vizuală a unui observator uman decât de o
analiză automată cantitativă. Percep̧tia vizuală de referiņtă este cea a unui expert uman
în domeniul aplica̧tiei din care provine imaginea.

Aşadar criteriile de evaluare ale calită̧tii unei imagini sunt subiective şi specifice aplica̧tiei.
În [2] se face analogia opera̧tiilor de îmbunătă̧tire a imaginilor cu reglajul tonalită̧tii
muzicii ascultate; în funçtie de ascultător, se vor favoriza componentele înalte sau joase,
sau nici unele. Ca o conseciņtă, procesul de îmbunătă̧tire va fi interactiv, transformările
efectuate trebuind să fie validate (cel pu̧tin în etapa de proiectare sau probă) de către un
utilizator uman.

Principiul (aproape unanim acceptat) este că îmbunătă̧tirea calită̧tii unei imagini se face
fără a lua în considerare nici o informa̧tie asupra imaginii originale sau asupra procesului
de degradare (prin care imaginea nu este suficient de bună). Conform acestui punct
de vedere chiar şi o imagine originală (nedegradată) poate fi îmbunătă̧tită, ob̧tinând o
imagine falsificată, dar subiectiv preferabilă [18]. În general, calitatea subiectivă a unei
imagini poate fi apreciată pe baza contrastului sau accentuării elementelor de contur
(muchii, frontiere, linii, margini) şi pe baza netezimii în regiunile uniforme.

Creşterea uniformită̧tii regiunilor este însă asimilată eliminării unui eventual zgomot
suprapus imaginii, opera̧tie denumită în mod clasic filtrare. Filtrarea ce are ca scop
eliminarea zgomotului va fi studiată în următoarele capitole.

Din punctul de vedere al metodelor utilizate, putem distinge mai multe tipuri de opera̧tii
de îmbunătă̧tire:
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• opera̧tii punctuale, prin care se realizează o corespondeņtă de tip “unu la unu” între
vechea valoare a nivelului de gri şi noua valoare a acestuia, pentru fiecare pixel al
imaginii. Tot în acestă categorie vom include şi opera̧tiile de pseudocolorare, care
se referă la afişarea imaginii folosind o paletă de culoare modificată.

• opera̧tii locale (sau de vecinătate), prin care noua valoare a nivelului de gri într-un
pixel este ob̧tinută din vechea valoare a pixelului repectiv şi din valorile unor pixeli
vecini pixelului considerat.

• opera̧tii integrale, în care noua valoare a unui pixel este dependentă de valorile
tuturor pixelilor imaginii

În acest capitol vom studia doar opera̧tiile punctuale şi de pseudocolorare.

Prin îmbunătă̧tire, unei imagini nu i se adaugă nici o informa̧tie nouă fa̧tă de cea ce exista
ini̧tial [9] (deci nu se adaugă nimic imaginii), ci doar este prezentat altfel coņtinutul ini̧tial
al acesteia. Deşi la o examinare superficială afirma̧tia este corectă, putem găsi măcar două
obieçtii (sau contraexemple) la această formulare:

• din punctul de vedere al utilizatorului, informa̧tia, chiar dacă există, nu poate fi
folosită, deci este asimilabil nulă. Acesta este cazul imaginilor ob̧tinute în condi̧tii
extreme de iluminare, ce prezintă un contrast foarte slab (imagini subexpuse sau
supraexpuse) [5].

• din punctul de vedere al teoriei informa̧tiei, informa̧tia din imagine poate fi asimilată
entropiei procesului aleator ale cărui realizări particulare sunt valorile de gri ale
pixelilor. Entropia se modifică însă la orice transformare ce afectează distribu̧tia
nivelelor de gri din imagine.

2.1 Opera̧tii punctuale de modificare a contrastului

Opera̧tiile punctuale de modificare a contrastului (numite şi transformări ale nivelului de
gri) sunt asocieri (mapping, în engleză) ce leagă nivelul de gri original de noua sa valoare.
O asemenea asociere nu este altceva decât o funçtie:

v = T (u), u ∈ [0;L− 1] (2.1)

În [5] se stabilesc ca necesare condi̧tiile ca:

• transformarea T să păstreze gama admisibilă de valori ale imaginii (dacă nivelele
de gri au fost reprezentate pe L nivele de cuantizare, atunci 0 T (u) L − 1,
∀u ∈ [0;L− 1])
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• transformarea T să fie monotonă (crescătoare sau descrescătoare) pentru a păstra
ordinea între nivelele de gri

2.1.1 Modificarea liniară a contrastului

Cea mai des folosită tehnică de modificare liniară a contrastului este o transformare liniară
pe poŗtiuni, dată de:

v =


α
T1
u, 0 ≤ u < T1

α+ β−α
T2−T1 (u− T1) , T1 ≤ u < T2

β + L−1−β
L−1−T2 (u− T2) , T2 ≤ u < L

(2.2)

În formula anterioară, parametrii de control sunt T1, T2, α şi β; aceştia sunt grupa̧ti
câte doi, definind punctele (T1,α) şi (T2,β). Aceste două puncte de control, împreună cu
punctele fixe (0, 0) şi (L − 1, L − 1) vor defini cele trei segmente de dreaptă ce apar în
formula (2.2). Rezultatul aplicării unei asemenea opera̧tii punctuale se ob̧tine modificând
valoarea (nivelul de gri) fiecărui pixel al imaginii ini̧tiale, u, conform (2.2), ob̧tinând noul
nivel de gri v. Transformarea poate fi făcută în două moduri: fie se repetă calculele de la
(2.2) pentru fiecare pixel, baleind imaginea, fie noile valori ale contrastului se calculează
de la început pentru toate nivelele de gri posibile (între 0 şi L−1) şi apoi aceste modificări
se aplică imaginii. Codul C următor implementează a doua variantă de calcul, care este
mai rapidă (calculele nivelelor de gri au fost separate de ciclul de baleiere al imaginii şi
au fost eliminate structurile condi̧tionale if - impuse de defini̧tia de tip “acoladă” - prin
separarea domeniilor de calcul în trei cicluri). Trebuie remarcată de asemenea definirea
nivelului de gri ca unsigned int, ceea ce crează posibilitatea folosirii unui număr de nivele
de gri mai mare de 256 (pentru care ar fi fost suficient un unsigned char).

unsigned int T1,T2,alfa,beta,gri_vechi,i,j;
gri_nou=(unsigned int *) malloc (L*sizeof(unsigned int));
for (gri_vechi=0;gri_vechi<T1;gri_vechi++)
gri_nou[gri_vechi]=alfa*gri_vechi/T1;

for (gri_vechi=T1;gri_vechi<T2;gri_vechi++)
gri_nou[gri_vechi]=alfa+(beta-alfa)*(gri_vechi-T2)/(T2-T1);

for (gri_vechi=T2;gri_vechi<L;gri_vechi++)
gri_nou[gri_vechi]=beta+(L-1-beta)*(gri_vechi-T1)/(L-1-T2);

for (i=0;i<NRLIN;i++)
for (j=0;j<NRCOL;j++)
imagine_noua[i][j]=gri_nou[imagine_veche[i][j]];

Vom prezenta în cele ce urmează un exemplu; în figura 2.1 este prezentată pe de o parte
imaginea originală “lena” (una dintre fotografiile impuse ca standard de fapt în raportarea
rezultatelor ob̧tinute), iar alăturat imaginea ob̧tinută cu o modificare liniară pe poŗtiuni
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a contrastului, determinată de parametrii T1 = 30, T2 = 100, α = 20, β = 200. În figura
2.2 este prezentată funçtia de transformare a nivelelor de gri (T (u)).

Fig. 2.1: Imagine originală şi imagine cu contrastul modificat

Fig. 2.2: Îmbunătă̧tire liniară pe poŗtiuni, definită de punctele (0,0), (30,20), (100,200),
(255,255)

Vizibilitatea componentelor scenei este în general determinată în cea mai mare parte de
contrastul zonei din imagine; contrastul este o măsură propoŗtională cu difereņta dintre
luminozitatea anumitor pixeli (nivelul lor de gri). Pentru a putea prevedea deci efectele
unei opera̧tii de îmbunătă̧tire de tipul prezentat asupra contrastului este deci suficientă
studierea difereņtelor de nivele de gri între o aceeaşi pereche de pixeli înainte şi după
efectuarea transformării. La limită, este posibil ca pixelii să aibă nivelul de gri original
diferit cu doar o unitate (cuanta minimă), şi atunci modificarea contrastului va fi dată
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de difereņta valorilor transformate, adică de derivata funçtiei de transformare:

C =
∆v

∆u
=
T (u2)− T (u1)
u2 − u1 =

dT (u)

du
= T (u) (2.3)

Pentru funçtia liniară pe poŗtiuni este evident că derivata va fi constantă pe aceleaşi
intervale, având valoarea egală cu panta segmentului de dreaptă.

C =


α
T1
, dacă u ∈ [0;T1]

β−α
T2−T1 ,dacă u ∈ [T1;T2]

L−1−β
L−1−T2 , dacă u ∈ [T2;L− 1]

(2.4)

Dacă pe un interval această pantă este subunitară, atunci difereņta între nivelele alătu-
rate de gri se micşorează şi deci contrastul scade; dacă din contră, panta dreptei este
supraunitară, difereņta dintre nivelele de gri alăturate se măreşte şi contrastul va creşte.
Spre exemplu, în transformarea din figura 2.2, pe intervalul [30,100] contrastul creşte, iar
pe intervalele [0,30] şi [100,255] contrastul scade. Aceste efecte sunt uşor vizibile pe ima-
ginile din figura 2.1: de exemplu scăderea contrastului pentru nivelele de gri de la capătul
superior al gamei admise (dinspre alb) se observă prin dispari̧tia detaliilor luminoase din
imagine (panglica lată de la pălărie); creşterea contrastului pe intervalul [30,100] (deci
griuri închise) este vizibil în zona penei de pălărie, ale cărei detalii sunt acum mult mai
sesizabile.

În funçtie de alegerea celor patru parametri, se pot ob̧tine câteva cazuri particulare de
interes ce poartă denumiri specifice.

Fig. 2.3: Imagine originală şi imagine binarizată cu pragul 125

Dacă T1 = T2 şi α = 0, β = L− 1, se ob̧tine prăguirea sau binarizarea (“thresholding”)
(vezi figura 2.4); în imaginea rezultată nu există decât alb şi negru (figura 2.3); toate
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nivelele de gri ini̧tiale a căror valoare era mai mică decât T1 fiind negre şi toate nivelele
de gri ini̧tiale mai mari ca T1 devenind albe. După cum se va vedea la capitolul de
segmentare orientată pe regiuni (capitolul 8), aceasta este şi una dintre tehnicile cele mai
simple de segmentare. În urma acestei transformări, contrastul este maximizat la nivelul
întregii imagini.

Fig. 2.4: Transformarea de binarizare

Dacă α = 0 şi β = L− 1 se ob̧tine opera̧tia de întindere maximă a contrastului (contrast
streching) (vezi figura 2.5) pentru intervalul [T1;T2]. Nivelele de gri care se găsesc în afara
acestui interval vor fi înlocuite fie cu alb, fie cu negru.

Fig. 2.5: Transformarea de întindere maximă a contrastului
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2.1.2 Modificarea neliniară a contrastului

Principalul dezavantaj al tehnicii liniare pe poŗtiuni prezentate este faptul că modificarea
contrastului este aceeaşi pe un întreg interval de nivele de gri, şi nu este posibilă o
modificare neuniformă a contrastului pe întregul interval de nivele de gri sau în jurul
unui anume nivel de gri. Tehnicile neliniare au aceste proprietă̧ti.

O primă variantă este compandarea domeniului [9], definită de o curbă logaritmică şi cu
punctele fixe (0, 0) şi (L− 1, L− 1):

v = T (u) =
L− 1
lgL

lg(1 + u) (2.5)

Contrastul va varia neuniform de-a lungul scalei de gri, mărindu-se la capătul inferior
(negru) şi micşorându-se la capătul superior (alb). În mod reciproc se poate defini ex-
pandarea domeniului, ca transformare inversă celei de compandare, şi deci având o alură
exponeņtială:

v = T (u) = (L− 1) e
u − 1

eL−1 − 1 (2.6)

Contrastul va varia neuniform de-a lungul scalei de gri, mărindu-se la capătul supe-
rior (alb) şi micşorându-se la capătul inferior (negru). Termenii de compandare şi de
expandare au fost da̧ti prin asemănare cu transformările folosite în teoria codării şi cuan-
tizării (ce intervin în metodele de cuantizare a semnalului vocal pentru telefonia digitală,
cunoscute sub numele de legea A în Europa şi legea µ în America). Trebuie însă subliniat
că în prelucrarea imaginilor aceste transformări nu afectează domeniul de valori, care
rămâne [0, L− 1].
Alte transformări neliniare pot fi ob̧tinute prin folosirea unor funçtii de tip putere; şi
acestea au nivelele de gri extreme ca puncte fixe ((0, 0) şi (L − 1, L − 1)). O primă
variantă este funçtia putere:

v = T (u) = (L− 1) u

L− 1
r

(2.7)

După valorile parametrului-putere r se pot ob̧tine două comportări diferite: pentru r < 1
comportarea este de acelaşi tip cu al funçtiei de compandare logaritmice, iar pentru r > 1
comportarea este de tipul funçtiei de expandare. Trebuie remarcat că legile de varia̧tie
ale contrastului vor fi însă diferite.

Există însă şi o variantă la care se mai adaugă un punct fix (T, T ), funçtia devenind cu
două intervale de defini̧tie:

v = T (u) =
T u

T

r
, dacă u ∈ [0;T ]

L− 1− (L− 1− T ) L−1−u
L−1−T

r
, dacă u ∈ [T, L− 1] (2.8)

Funçtia are o alură de tipul celei prezentate în figura 2.6.
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Fig. 2.6: Modificare neliniară a contrastului, cu trei puncte fixe

În [9], în cadrul opera̧tiilor punctuale de îmbunătă̧tire a imaginilor sunt prezentate şi
opera̧tii aritmetice simple, ca de exemplu negativarea. Negativarea este descrisă de:

v = T (u) = L− 1− u (2.9)

Efectul acesteia de modificare a contrastului se bazează doar pe caracteristicile sistemu-
lui vizual uman, pentru care contrastul depinde de difereņta de luminozitate între pixeli
apaŗtinând unui obiect, respectiv fundalului, raportată la luminaņta medie a fundalului.
O categorie aparte de aplica̧tii în care sunt utile asemenea inversiuni este analiza imagi-
nilor medicale, care pentru o analiză automată trebuiesc inversate; un astfel de exemplu
este imaginea angiografică din figura 2.7.

Fig. 2.7: Imagine originală şi negativată (dintr-o aplica̧tie medicală)

Alte opera̧tii posibile (tratate în [9], dar de mai mică semnifica̧tie practică) sunt repre-
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zentarea planelor de bit (pentru fiecare pixel al imaginii, fiecare bit al reprezentării binare
a nivelului de gri este considerat ca valoarea unui pixel al unei imagini binare), trans-
formarea de lipire clipping (care păstrează nemodificate nivelele de gri dintr-un anumit
interval şi le anulează pe celelalte - imaginea rezultată coņtinând obiectele de interes pe
fond negru) şi transformarea de tăiere slicing (care transformă nivelele de gri dintr-un
interval fixat în alb şi tot restul în negru; nu este altceva decât un alt tip de binarizare).

2.2 Pseudocolorarea

Pseudocolorarea este o tehnică de îmbunătă̧tire a vizibilită̧tii anumitor componente ale
imaginii (sau a imaginii în ansamblu) prin modificarea paletei de culoare cu care imaginea
este afişată (reprezentată). Aceasta înseamnă că pentru anumite nivele de gri, afişarea
nu se va mai face cu culoarea a cărei componente sunt toate egale cu indexul (nivelul de
gri), ci cu o altă culoare. Acestă defini̧tie acoperă însă şi cazul opera̧tiilor de modificare
a contrastului prezentate anterior; funçtia v = T (u) nu este altceva decât o funçtie de
construçtie a unei noi palete de culoare pentru aceeaşi imagine. Spre exemplu, codul
modificării neliniare de contrast devine:

unsigned int T1,T2,alfa,beta,gri_vechi;
gri_nou=(unsigned int *) malloc (L*sizeof(unsigned int));
for (gri_vechi=0;gri_vechi<T1;gri_vechi++)
gri_nou[gri_vechi]=alfa*gri_vechi/T1;

for (gri_vechi=T1;gri_vechi<T2;gri_vechi++)
gri_nou[gri_vechi]=alfa+(beta-alfa)*(gri_vechi-T2)/(T2-T1);

for (gri_vechi=T2;gri_vechi<L;gri_vechi++)
gri_nou[gri_vechi]=beta+(L-1-beta)*(gri_vechi-T1)/(L-1-T2);

for (gri_vechi=0;gri_vechi<L;gri_vechi++)
setpalette(gri_vechi,(color) gri_nou[gri_vechi]);

Ultima buclă for a codului modifică paleta de culoare pentru fiecare index (intrare) a
acesteia, conform noilor valori calculate. Remarca̧ti cast-ul (schimbarea de tip) la tipul
color ; acesta este inserat mai mult ca o măsură de ateņtionare: culoarea (deci variabila de
tip color) trebuie ob̧tinută din scalarul nivel de gri în conformitate cu regulile de descriere
a culorilor valabile în respectivul mod grafic.

Ideea de bază în pseudocolorare este de a folosi culori pentru a pune în evideņtă zone
de interes din imagini cu nivele de gri (există şi varianta colorării false - false coloring,
care transformă o imagine color într-o altă imagine color, dar cu un contrast mult mai
pronuņtat şi artificial între elementele sale). Acestă idee este normală dacă se are în
vedere faptul că ochiul (sistemul vizual) uman distinge ceva mai pu̧tin de 256 nuaņte de
gri, deşi difereņtiază câteva milioane de culori [9].
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O aplica̧tie interesantă a pseudocolorării este prezentată în [2]. La NASA, la începuturile
erei digitale în tehnicile de achizi̧tie a imaginilor, era necesară digitizarea unor imagini de
microscopie, pentru care iluminarea era reglată manual, până la o vizibilitate maximă a
tuturor detaliilor. Pentru că operatorul nu putea distinge clar şi precis care era iluminarea
cea mai potrivită (care nici nu producea suprailuminare şi nici nu lăsa umbre mai mari
decât era necesar), la afişarea în timp real a imaginii achizi̧tionate pe monitoarele de
control, paleta de griuri a fost modificată pe ultima pozi̧tie (alb), unde s-a inserat roşu.
Atunci instruçtiunile pentru operator erau: creşte curentul prin lampă (iluminarea) până
când în imagine apare roşu, după care redu curentul până când culoarea roşie dispare.
Rezultatul acestei tehnici simple au fost mii de imagini digitizate corect.

În final merită poate amintită remarca (destul de acidă) din [2]:

“Deşi prin natura sa este un detaliu al tehnicilor de afişare, pseudocolorarea
a fost adesea glorificată prin termeni ca prelucrare prin pseudocolorare sau
analiză prin pseudocolorare. Pseudocolorarea rămâne un accesoriu favorit al
vânzătorilor, care o utilizează adesea în demonstra̧tiile produselor [software],
deoarece poate stârni interesul în ochii clieņtilor mult mai repede decât orice
altă metodă de afişare cunoscută. Cercetările mele au adus la lumină o listă
dureros de scurtă a aplica̧tiilor demonstabil productive a pseudocolorării”

2.3 Opera̧tii de contrastare bazate pe histograma ima-
ginii

Pentru o imagine f de M × N pixeli şi L nivele de gri, histograma este definită (2.10)
ca probabilitatea (frecveņtă relativă) de apari̧tie în imagine a diferitelor nivele de gri
posibile.

h(i) = 1
MN

M−1

m=0

N−1

n=0

δ(i− f(m,n)) , i = 0, 1, ...L− 1 (2.10)

Din punct de vedere statistic, putem considera valoarea fiecărui pixel al imaginii ca o
realizare particulară a unei variabile aleatoare asociată nivelelor de gri, caz în care his-
tograma (2.10) este funçtia de densitate de probabilitate a acestei variabile aleatoare.
Fiind o funçtie de densitate de probabilitate, histograma oricărei imagini verifică condi̧tia

de normare
L−1

i=0

h(i) = 1.

Din punct de vedere practic, calculul histogramei unei imagini înseamnă parcurgerea
punct cu punct a imaginii şi contorizarea numărului de nivele de gri întâlnite. Pre-
supunând L nivele de gri posibile în imaginea de dimensiuni NRLIN şi NRCOL, codul
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următor alocă pentru fiecare nivel de gri posibil câte un unsigned int, ce va contoriza
numărul de apari̧tii ale nivelului de gri respectiv. Pentru fiecare punct al imaginii se
incrementează pozi̧tia din histogramă ce corespunde valorii de gri din acel pixel. Ceea
ce rezultă în final diferă de histograma descrisă de (2.10) prin constanta de normare
“numărul total de puncte ale imaginii” (deci MN sau NRLIN*NRCOL); este evident că
valorile ob̧tinute pot fi normate pentru a ob̧tine o funçtie de densitate de probabilitate
prin împăŗtirea cu NRLIN*NRCOL şi definirea histogramei ca fiind formată din real sau
float.

histo=(unsigned int*)malloc(L*sizeof (unsigned int));
for (i=0;i<L;i++)
histo[i]=0;

for (i=0;i<NRLIN;i++)
for (j=0;j<NRCOL;j++)
histo[imagine[i][j]]++;

În Matlab, implementarea oricărei funçtii este cu atât mai eficientă (din punctul de vedere
al timpului de rulare) cu cât sunt evitate structurile repetitive (în particular buclele for).
Cum, pentru calculul histogramei, ciclarea nu poate fi evitată (deci trebuie parcurse fie
toate punctele imaginii, fie toate nivelele de gri), se alege varianta care implică repetarea
minimă a ciclării:

histo=zeros(1,L);
for i=1:L
p=find(imagine==i);
histo(i)=length(p);

% histo(i)=length(p)/prod(size(imagine));
end

Funçtia find (funçtie standard a pachetului Matlab) returnează pozi̧tiile (indicii) la care
este găsită valoarea i în matricea imagine (adică întoarce pozi̧tiile punctelor ce au valoarea
i); numărând aceste puncte (deci calculând lungimea vectorului în care sunt stocate) se
găseşte numărul de puncte ce au respectivul nivel de gri. Normarea histogramei se poate
face fără a modifica declara̧tiile de definire a structurilor (pentru Matlab este indiferent
dacă se stochează întregi sau numere cu parte zecimală). Acestă structură este mai rapidă
decât cea prin care se parcurgea toată imaginea deoarece se foloseşte o singură buclă de
lungime L (̧si nu două bucle imbricate, de lungime totală NRLIN*NRCOL), iar funçtia
find este rapidă, fiind o funçtie precompilată.

Histograma imaginii oferă informa̧tii asupra plasamentului în “nuaņtă” a coņtinutului
imaginii (vezi figura 2.8). La majoritatea imaginilor există o distribu̧tie neuniformă a
nivelelor de gri; există nivele de gri predominante şi există nivele de gri folosite pu̧tin sau
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deloc. Opera̧tiile de îmbunătă̧tire a imaginilor (pentru îmbunătă̧tirea percep̧tiei vizuale)
au ca scop redistribuirea nivelelor de gri, astfel ca acestea să ocupe întreaga gamă de
varia̧tie disponibilă, în mod uniform: aceasta este egalizarea de histogramă [9], [18].

Fig. 2.8: Imagine cu nivele de gri şi histograma acesteia

Scopul egalizării de histogramă este deci ob̧tinerea unei distribu̧tii uniforme a nivelelor de
gri; imaginea rezultată va prezenta cea mai mare îmbunătă̧tire a contrastului, distribuit
regulat în întreaga gamă dinamică a nivelelor de gri. Din punct de vedere matematic,
egalizarea de histogramă înseamnă transformarea unei distribu̧tii oarecari (descrisă de his-
tograma imaginii ini̧tiale) într-o distribu̧tie uniformă. Considerând variabilele aleatoare
X(ξ, x) şi Y (ξ, y) legate prin Y = g(X), atunci între funçtiile de densitate de probabilitate
a celor două variabile aleatoare există rela̧tia [16]:

fY (y) = fX(x)
1

(g−1(y))
|x=g−1(y)

Dacă dorim ca funçtia de densitate de probabilitate fY (y) să fie uniformă (în condi̧tiile
în care funçtia de densitate de probabilitate fX(x) este dată), atunci înseamnă că vom
avea (g−1(y)) = 1

k
fX (g

−1(y)). Rezolvarea acestei ecua̧tii produce solu̧tia y = g(x) =
x

−∞
fX(t)dt.

Pentru cazul particular al imaginilor, variabila aleatoare X ia valori naturale - nivelele
de gri. Funçtia de densitate de probabilitate fX(x) este histograma [normată] a imaginii

iar funçtia de transformare devine y = g(x) =
x

0

fX(t)dt. Ţinând seama că valorile de

gri sunt discrete, integrala se transformă în sumă şi acestă formă nu este altceva decât
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histograma cumulativă a imaginii; dacă h este histograma imaginii, atunci

g(x) = H(x) =
x

i=0

h(i) (2.11)

Valorile funçtiei trebuie însă redistribuite în intervalul permis de valori de gri, ceea ce
duce la deducerea formulei care exprimă noile valori de gri:

v =
H(u)−H(0)
MN −H(0) (L− 1) + 0.5 (2.12)

O variantă de cod care realizează egalizarea de histogramă este prezentată în continu-
are. Trebuie remarcat că modul de calcul al histogramei cumulative este de tip iterativ,
bazându-se pe formula H(x) = H(x − 1) + h(x), ce se poate deduce imediat din (2.11).
Mai trebuie de asemenea remarcat că se foloseşte o histogramă nenormată.

gri_nou=(unsigned int *) malloc (L*sizeof(unsigned int));
histo_cum=(unsigned int *) malloc (L*sizeof(unsigned int));
tot=NRLIN*NRCOL;
histo_cum[0]=histo[0];
for (i=1;i<L;i++)
histo_cum[i]=histo_cum[i-1]+histo[i];

for (i=0;i<L;i++)
gri_nou[i]=round((histo_cum[i]-histo_cum[0])*(L-1)/(tot-histo_cum[0]));

Figurile următoare prezintă o imagine originală (“lena”) şi rezultatul egalizării de his-
togramă, precum şi histogramele originale şi egalizate (figura 2.9). Ceea ce se remarcă
cu uşuriņtă este difereņta dintre histograma ob̧tinută şi histograma perfect uniformă
dorită. Unul dintre efectele secundare notabile este introducerea de nivele de gri lipsă în
histograma egalizată (aspectul “în pieptene” al acesteia).

Imagine originală Imagine după egalizarea de histogramă
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Fig. 2.9: Histograma imaginii “lena”, înainte şi după egalizare

Alte variante de egalizare a histogramei [18] folosesc histograme modificate ale imaginii
(prin contabilizarea doar a anumitor pixeli) sau limitează amplitudinea vârfurilor his-
togramei, redistribuind uniform pixelii în exces.

Tehnica de egalizare a histogramei poate fi extinsă prin realizarea unei histograme de
formă impusă (dar oarecare) a imaginii rezultat; această metodă este denumită specificare
de histogramă [9], [5].

O ultimă remarcă se poate referi la validitatea introducerii tehnicilor de îmbunătă̧tire a
histogramei în categoria de opera̧tii punctuale. Majoritatea autorilor consideră că orice
opera̧tie care este echivalentă cu modificarea paletei de culoare a imaginii este o opera̧tie
punctuală. În acelaşi timp însă, noile valori de gri ale fiecărui punct sunt calculate pe
baza histogramei imaginii, deci pe baza unei măsuri ce ia în calcul valorile din întreaga
imagine; din acest punct de vedere, egalizarea de histogramă poate fi inclusă în categoria
opera̧tiilor integrale.
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Capitolul 3

FILTRAREA LINIARĂ A
IMAGINILOR

Odată cu opera̧tiile de filtrare liniară, se începe studiul operatorilor de vecinătate: ope-
ratorii al căror rezultat depinde atât de valoarea punctului în care au fost aplica̧ti, cât
şi de valorile unui număr de alte puncte vecine (nu neapărat topologic) punctului curent
de calcul. Filtrarea se cheamă liniară pentru că opera̧tia verifică principiul superpozi̧tiei
(liniarită̧tii): pentru două imagini f1 şi f2, doi scalari a1 şi a2 şi operatorul liniar L avem

L(a1f1 + a2f2) = a1L(f1) + a2L(f2) (3.1)

Opera̧tia de filtrarea liniară calculează noua valoare a unui pixel al imaginii (din pozi̧tia
(m,n)) ca o combina̧tie liniară (medie ponderată) a unui număr de valori din imaginea
originală:

v(m,n) =
(k,l)∈W

wklf(m− k, n− l) (3.2)

W este vecinătatea punctului curent în care se face calculul; W este numită mască sau
fereastră de filtrare şi este o formă plană, descrisă ca o muļtime de puncte din spa̧tiul
cartezian, în coordonate relative (deci în alt sistem de coordonate decât sistemul de
coordonate a imaginii). Scalarii wkl sunt ataşa̧ti pozi̧tiilor (k, l) din fereastra de filtrare
şi poartă numele de coeficieņti ai filtrului. Spre exemplu, o mască simplă de mediere este
media aritmetică a valorilor dintr-o vecinătate pătrată de 3 x 3 pixeli, centrată în pixelul
curent; pentru acest caz, to̧ti coeficieņtii vor avea valoarea 1/9 şi masca de filtrare W
va fi: W = {(0, 0), (−1, 0), (1, 0), (0,−1), (−1,−1), (1,−1), (0, 1), (−1, 1), (1, 1)}. Pentru
acest caz particular, expresia (3.2) devine:

v(m,n) =
1

k=−1

1

l=−1

f(m− k, n− l)
9

(3.3)
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adică, desfăşurat, v(m,n) = f(m+1,n−1)
9

+ f(m+1,n)
9

+ f(m+1,n+1)
9

+ f(m,n)
9
+ f(m,n−1)

9
+ f(m,n+1)

9
+

f(m+1,n−1)
9

+ f(m+1,n)
9

+ f(m+1,n+1)
9

. Acelaşi lucru se poate exprima şi prin specificarea

matricială a măştii de filtrare şi marcarea originii acesteia, ca W =

 1/9 1/9 1/9

1/9 1/9 1/9
1/9 1/9 1/9

.
Formula de defini̧tie (3.2) nu este altceva decât suma produselor punct cu punct a co-
eficieņtilor măştii şi a valorilor pixelilor imaginii din zonă de imagine peste care a fost
suprapusă masca. Această sumă de produse se calculează pentru fiecare punct al imaginii,
deplasând masca. Descrierea algoritmului nu este însă altceva decât descrierea plastică
a unei opera̧tii de convolu̧tie bidimensională, în care, prin conveņtie, masca de filtrare
este considerată nucleul de convolu̧tie. Deplasarea măştii (ferestrei de filtrare) a condus
la adoptarea denumirii de tehnică a ferestrei glisante; aplicarea acesteia se poate descrie
simplu:

• se plasează originea ferestrei de filtrare (pe rând) în fiecare punct al imaginii şi se
selectează punctele imaginii situate în interiorul ferestrei (putem imagina fereastra
de filtrare ca fiind o apertură într-o placă opacă; într-o anumită pozi̧tie a acesteia
valorile selectate din imagine sunt valorile punctelor ce se “văd” prin apertură).

• pentru fiecare pozi̧tie se face suma produselor punct cu punct coeficient mască -
valoare pixel.

Fereastra de filtrare este deci definită de formă (muļtimea W ) şi valori (coeficieņtii wkl).
Cele mai simple ferestre de filtrare sunt cele de formă pătrată, având originea în centru
(deci fiind pătrate de dimensiuni impare: 3 x 3, 5 x 5, etc.) - de tipul celei prezentate
în exemplul anterior. Fereastra de filtrare are în general o dimensiune mult mai mică
decât dimensiunile imaginii (mai sunt numite şi nuclee mici, făcând referiņtă la opera̧tia
de convolu̧tie). Codul care urmează exemplifică această cea mai simplă filtrare, cu un
nucleu de dimensiune 3 x 3. Se remarcă alocarea statică a coeficieņtilor w ai filtrului
(numere reale) şi alocarea dinamică a imaginii rezultat (considerată aici ca având valori
întregi). Calculul valorilor pixelilor din imaginea filtrată s-a făcut decupând câte un rând
şi o coloană de la extremită̧tile imaginii originale (pentru a evita efectele de margine, în
care masca “debordează” în afara imaginii), acestea fiind completate în imaginea rezultat
prin copierea valorilor originale. O altă variantă de evitare a efectelor de margine este
bordarea (completarea) imaginii la capete cu câte o linie şi o coloană cu valori nule. De
asemenea, se poate constata că în expresia de calcul efectiv indicii tabelului de coeficieņti
ai măştii au fost deplasa̧ti, astfel încât indicele minim să fie 0, şi nu negativ.

real w[3][3];
img_out=(int**)malloc(NRLIN*sizeof(int*));
for (i=0;i<NRLIN;i++)
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img_out[i]=(int*)malloc(NRCOL*sizeof(int));
for (i=0;i<NRCOL;i++)
{ img_out[0][i]=img[0][i];
img_out[NRLIN-1][i]=img[NRLIN-1][i];}

for (i=0;i<NRLIN;i++)
{ img_out[i][0]=img[i][0];
img_out[i][NRCOL-1]=img[i][NRCOL-1];}

for (i=1;i<NRLIN-1;i++)
for (j=1;j<NRCOL-1;j++)
img_out[i][j]=round(w[1][1]*img[i][j]+w[1][0]*img[i][j-1]+
w[1][2]*img[i][j+1]+w[0][1]*img[i-1][j]+w[0][0]*img[i-1][j-1]+
w[0][2]*img[i-1][j+1]+w[2][1]*img[i+1][j]+w[2][0]*img[i+1][j-1]+
w[2][2]*img[i+1][j+1]);

Pentru o imagine pătrată de dimensiune N şi o mască de filtrare pătrată de dimensiune
n, numărul de opera̧tii necesare unei filtrări liniare este de N2n2 înmuļtiri şi N2(n2 − 1)
adunări, adică complexitatea de calcul este O[N2], atât fa̧tă de dimensiunile imaginii cât
şi fa̧tă de dimensiunile ferestrei de filtrare. Aceasta duce la constrângerea practică de a
folosi ferestre de filtrare cât mai mici (̧si de a încerca descompunerea ferestrelor mari de
filtrare într-o succesiune de ferestre mai mici - spre exemplu o filtrare cu un nucleu de 5 x
5, care ar necesita 25 de opera̧tii pentru fiecare pixel, poate fi echivalată cu două filtrări
succesive cu nuclee de 3 x 3 pixeli, care necesită doar 18 opera̧tii pentru fiecare pixel). În
figurile următoare se prezintă efectul unei opera̧tii de mediere cu un nucleu de 7 x 7: se
remarcă faptul că imaginea rezultat este mai neclară şi cȩtoasă (efect de blur) şi că toate
contururile au devenit mai vagi.

Imagine originală Rezultatul unei filtrări de mediere
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3.1 Filtrarea liniară de netezire

Efectul de încȩtoşare a unei imagini poate fi considerat şi ca un efect de îmbunătă̧tire
a uniformită̧tii regiunilor [18]. Aceasta înseamnă că se elimină micile difereņte dintre
valorile pixelilor apaŗtinând unei aceleiaşi regiuni (zone cu intensitate luminoasă relativ
constantă). Acesta este fundamentul metodelor de reducere a zgomotului alb aditiv
gaussian (normal) suprapus imaginii: un asemenea zgomot ce afectează o regiune absolut
uniformă (în care to̧ti pixelii ce o formează au aceeaşi valoare) produce varia̧tia valorilor
din interiorul acesteia, deci micşorează uniformitatea. Varia̧tiile introduse sunt cu atât
mai mari cu cât puterea zgomotului este mai mare; pentru un zgomot de medie nulă
(aşa cum este zgomotul alb gaussian aditiv) puterea este identică cu variaņta. Teoria
proceselor aleatoare [16] arată că, pentru o combina̧tie liniară de realizări ale unei variabile

aleatoare y =
n

i=1

aixi, variaņta noii variabile aleatoare este propoŗtională cu variaņta

variabilei aleatoare din care au provenit realizările particulare: σ2y =
n

i=1

a2iσ
2
x. Deci, prin

medierea a n realizări ale unei variabile aleatoare, variaņta este redusă de n ori (ai = 1
n
).

Măsurile de calitate folosite pentru a caracteriza în mod obiectiv calitatea unei imagini
(sau rezultatul unei prelucrări) sunt extensii bidimensionale ale măsurilor de calitate
folosite pentru caracterizarea semnalelor unidimensionale. Dacă considerăm f imaginea
originală (corectă) şi g imaginea a cărei calitate trebuie determinată (g este considerată
că provine din f prin suprapunerea unui zgomot aditiv), rapoartele de calitate cele mai
utilizate sunt: raportul semnal zgomot (Signal to Noise Ratio - SNR) (3.4), raportul
semnal de vârf zgomot (Peak Signal to Noise Ratio - PSNR) (3.5), eroare pătratică medie
(Mean Squared Error - MSE) (3.6) şi eroarea medie absolută (Mean Absolute Error -
MAE) (3.7).

SNR = 10 log

N

n=1

M

m=1

f 2(n,m)

N

n=1

M

m=1

(g(m,n)− f(n,m))2
dB (3.4)

PSNR = 10 log

NM max
n,m

f(n,m)
2

N

n=1

M

m=1

(g(m,n)− f(n,m))2
dB (3.5)

MSE =
1

NM

N

n=1

M

m=1

(g(m,n)− f(n,m))2 (3.6)

MAE =
1

NM

N

n=1

M

m=1

|g(m,n)− f(n,m)| (3.7)
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Fig. 3.1: Imagine degradată de un zgomot aditiv gaussian

Fig. 3.2: Reducerea zgomotului prin filtrarea de mediere

Figurile următoare prezintă o imagine degradată cu un zgomot aditiv, alb, gaussian,
de medie nulă (figura 3.1 SNR=16.97 dB, PSNR=22.43 dB, MAE=15.22) şi imaginea
filtrată cu un filtru liniar de mediere aritmetică, cu fereastră 3 x 3 (figura 3.2 SNR=19.33
dB, PSNR=24.79 dB, MAE=9.31). Se poate observa atât o calitate vizuală mai bună
(regiuni mai uniforme) cât şi factori de calitate mai buni (SNR şi PSNR mai mari, MAE
mai mic).

Un caz particular de interes este considerarea regiunilor constante (absolut uniforme) ale
imaginii; în aceste regiuni to̧ti pixelii vor avea aceeaşi valore, şi deci uniformitatea nu mai
poate fi îmbunătă̧tită. În acelaşi timp, opera̧tia de filtrare de netezire trebuie să păstreze
această valoare constantă a pixelilor (pe care o vom nota cu µ); înlocuind în formula de
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defini̧tie a filtrării liniare (3.2), vom ob̧tine că

µ =
(k,l)∈W

wklµ

adică:

(k,l)∈W
wkl = 1 (3.8)

Această condi̧tie (suma coeficieņtilor măştii de filtrare să fie unitară) se numeşte condi̧tia
de normare a nucleelor de filtrare de netezire şi defineşte un astfel de nucleu.

Nucleele de filtrare folosite nu trebuie limitate strict la nucleele ce realizează media arit-
metică într-o vecinătate pătrată, centrată în punctul considerat. Măştile următoare rea-

lizează medieri ponderate: W1 =

 1/16 1/16 1/16

1/16 1/2 1/16

1/16 1/16 1/16

, W2 =

 0 1/5 0

1/5 1/5 1/5

0 1/5 0

,
W3 =

 0 1/8 0

1/8 1/4 1/8

0 1/8 0

, W4 =
1/2 1/6

1/6 1/6
. Nucleul de filtrare poate avea orice

formă (deci există o libertate totală în definirea muļtimii W (3.2)); în acelaşi timp însă,
practica a demonstrat suficieņta considerării unor forme regulate (pătrate, centrate) pen-
tru mască. Orice mască poate fi extinsă cu puncte ce au ataşat un coeficient nul, pen-
tru a rezulta o mască pătrată centrată; spre exemplu, masca W4 poate fi scrisă şi ca

W4 =

 0 0 0

0 1/2 1/6

0 1/6 1/6

; la fel s-a procedat şi cu măştile W2 şi W3. Trebuie remarcat

că toate aceste măşti respectă condi̧tia de normare a unui nucleu de netezire (3.8).

3.2 Filtrarea liniară de contrastare

Contrastarea unei imagini are ca obiectiv îmbunătă̧tirea perceperii vizuale a contururilor
obiectelor (îmbunătă̧tirea detectabilită̧tii componentelor scenei de-a lungul frontierelor
acestora). În principiu, acest deziderat se poate realiza prin modificarea valorilor pixelilor
afla̧ti de o parte şi de alta a unei frontiere comune.

O experieņtă de percep̧tie vizuală subiectivă (“benzile lui Mach”) a pus în evideņtă faptul
că sistemul vizual uman are tendiņta de a adânci profilul zonelor de tranzi̧tie dintre regiuni
uniforme. Studiul fiziologiei sistemului vizual a demonstrat că acesta se realizează prin
prelucrări de tip derivativ ce apar în diferitele etape pe care le parcurge informa̧tia vizuală;
efectul global poate fi descris ca scăderea din semnalul original a unei derivate secunde
a acestuia, ponderată corespunzător (aşa cum prezintă figurile 3.3 şi 3.4, pentru cazul
unidimensional - seçtiunea unei frontiere între regiunile imaginii).
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Fig. 3.3: Profilul original de tranzi̧tie şi profilul adâncit prin scăderea derivatei secunde
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Fig. 3.4: Derivata secundă a profilului original prezentat anterior

Implementarea unei derivate secunde pentru cazul discret va trebui să ia în considerare
existeņta a două direçtii de derivare de bază şi modul de definire a derivatei în cazul discret
(de exemplu prima derivată pe direçtia orizontală poate fi f (m,n) = f(m,n+1)−f(m,n)
sau f (m,n) = f(m,n) − f(m,n − 1) sau f (m,n) = f(m,n + 1)− f(m,n− 1)). Măşti
obi̧snuite de implementare a unei derivate secunde bidireçtionale (operator Laplacian)

pot fi [9], [19], [5]: W5 =

 0 −1/4 0

−1/4 1 −1/4
0 −1/4 0

, W6 =

 1/4 −1/2 1/4

−1/2 1 −1/2
1/4 −1/2 1/4

,
W7 =

 −1/8 −1/8 −1/8−1/8 1 −1/8
−1/8 −1/8 −1/8

.
Pentru un astfel de operator de derivare este eseņtial ca răspunsul său pentru pixeli din
interiorul unei regiuni absolut uniforme (de valoare µ) să fie nul (derivata unei constante
este nulă); pentru aceasta, din formula de defini̧tie a filtrării liniare (3.2) avem că 0 =
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(k,l)∈W
wklµ, adică:

(k,l)∈W
wkl = 0 (3.9)

Aceasta este condi̧tia de normare a unui nucleu de filtrare derivativă, pentru care suma
coeficieņtilor măştii trebuie deci să fie nulă. Se remarcă faptul că nucleele de derivată
secundă (operatori laplacieni) prezentate anterior verifică acestă condi̧tie de normare
(3.9). Figurile următoare prezintă o imagine slab contrastată şi varianta sa îmbunătă̧tită
prin contrastare cu nucleul laplacian W5.

Imagine originală Contrast îmbunătă̧tit

3.3 Filtrarea liniară adaptivă

Termenul de adaptiv se referă la capacitatea filtrului de a-̧si ajusta comportarea (care este
determinată de caracteristicile sale de defini̧tie) în funçtie de anumite criterii, urmărind
optimizarea unor măsuri de calitate. În mod curent, optimizarea măsurilor de calitate
se traduce în prelucrarea semnalelor unidimensionale prin minimizarea erorii pătratice
medii (sau, corespunzător, maximizarea raportului semnal zgomot). Pe lângă măsurile
obiective de calitate, prelucrarea imaginilor adaugă şi o măsură subiectivă: confortul
vizual al unui observator, pentru care imaginea dată arată bine, sau mai bine decât o
alta. Prin procesul de adaptare, în fiecare nou punct prelucrat structura filtrului este
alta, luând în considerare caracteristicile locale pixelului curent prelucrat.

Atâta timp cât (cel pu̧tin teoretic) în fiecare punct al imaginii opera̧tia este diferită
(deoarece se face cu un filtru diferit), filtrarea globală nu mai este liniară (nu mai respectă
principiul superpozi̧tiei (3.1)).

Adaptarea filtrelor liniare nu poate urmări decât două variante: modificarea formei fe-
restrei de filtrare, sau modificarea coeficieņtilor unei ferestre de filtrare de formă fixată.
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Exemplul cel mai folosit de modificare a modificare a formei ferestrei de filtrare este filtrul
de netezire direçtională adaptivă [9]. Termenul de filtrare direçtională se referă la forma
puternic orientată a ferestrei de filtrare (deci fereastra de filtrare nu mai este pătrată, ci va
avea o formă liniară, orientată după o anumită direçtie). Pentru fiecare punct al imaginii
se pot considera mai multe orientări (deci mai multe direçtii) posibile pentru masca de
mediere. Pentru fiecare dintre direçtiile alese se ob̧tine în urma filtrării o valoare. În mod
ideal, dorim ca valoarea ob̧tinută prin filtrare să nu difere în mod semnificativ de valoarea
ini̧tială din pixelul considerat. O difereņtă semnificativă poate însemna că punctul curent
este situat pe un contur, şi acceptarea acestei valori mult diferite de cea ini̧tială produce
efectul de încȩtoşare a imaginii (caracteristic oricărei filtrări de netezire). Solu̧tia adusă
de filtrul adaptiv este de a alege din setul de valori ob̧tinute pentru diferitele ferestre
de filtrare pe aceea care este cea mai apropiată de valoarea ini̧tială din punctul curent.
Fragmentul de cod următor prezintă un caz particular de filtrare direçtională adaptivă:
ferestrele direçtionale au trei puncte şi sunt alese după cele patru direçtii principale
(orizontal, vertical şi cele două diagonale, adică direçtiile orientate la 0◦, 45◦, 90◦ şi 135◦

fa̧tă de orizontală).

int val_temp1,val_temp2,out0,out45,out90,out135;
for (i=1;i<NRLIN-1;i++)
for (j=1;j<NRCOL-1;j++) {
out0=round((img[i][j]+img[i][j-1]+img[i][j+1])/3);
out90=round((img[i][j]+img[i-1][j]+img[i+1][j])/3);
out45=round((img[i][j]+img[i-1][j+1]+img[i+1][j-1])/3);
out135=round((img[i][j]+img[i-1][j-1]+img[i+1][j+1])/3);
if (abs(out0-img[i][j])>abs(out90-img[i][j]))
val_temp1=out90;
else
val_temp1=out0;
if (abs(out45-img[i][j])>abs(out135-img[i][j]))
val_temp2=out135;
else
val_temp2=out45;
if (abs(val_temp1-img[i][j])>abs(val_temp2-img[i][j]))
img_out[i][j]=val_temp2;
else
img_out[i][j]=val_temp1; }

În cod nu a mai fost inclusă alocarea de memorie pentru imaginea de ieşire img_out şi
nici partea de copiere a valorii marginilor imaginii; se remarcă folosirea a patru variabile
suplimentare out0, out45, out90, out135 care primesc valorile ob̧tinute prin filtrarea di-
reçtională cu masca orientată la 0◦, 45◦, 90◦ şi 135◦. Variabilele val_temp1 şi val_temp2
sunt folosite apoi pentru a calculul valorii celei mai apropiate de valoarea originală.

Ideea de a accepta valoarea produsă de medierea valorilor selectate de fereastra filtrului
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numai dacă acestă valoare este suficient de apropiată de valoarea originală se poate aplica
şi pentru filtrarea de netezire cu fereastră şi coeficieņti ficşi [5]. În acest caz rezultatul
netezirii într-un punct va fi acceptat doar dacă difereņta fa̧tă de valoarea originală este
mai mică decât un prag impus:

g(n,m) =

 (k,l)∈W
wklf(m− k, n− l), dacă f(m,n)−

(k,l)∈W
wklf(m− k, n− l) < T

f(m,n), în rest

O variantă clasică de filtrare liniară adaptivă, realizată prin recalcularea coeficieņtilor
măştii de filtrare în fiecare punct al imaginii este prezentată în [18]. Acest filtru este
o combina̧tie liniară convexă a imaginii zgomotoase şi a imaginii ob̧tinute din aceasta
printr-o filtrare liniară de mediere (cu fereastră constantă), adică: f̂ = αf + βf̄ . O
combina̧tie liniară convexă se ob̧tine doar dacă α+ β = 1. Deci

f̂ = αf + (1− α)f (3.10)

Imaginea zgomotoasă f provine dintr-o imagine corectă g, la care s-a adăugat un zgomot
alb aditiv de medie nulă n (n = 0) şi necorelat cu imaginea (ng = ng = 0): f = g + n.
Atunci

f̂ = α(g + n) + (1− α)(g + n) = αg + αn+ (1− α)g (3.11)

Ceea ce defineşte filtrul adaptiv este coeficientul α; acesta este calculat local impunând
optimizarea unei măsuri de calitate obiective - eroarea pătratică medie între imaginea
originală g şi rezultatul filtrării f .

ε2 = f − g
2

= (αn+ (α− 1)(g − g))2 = α2n2+2α(α−1)ng−2α(α−1)ng+(α−1)2(g−g)2

ε2 = α2n2 + 2α(α− 1)ng − 2α(α− 1)ng + (α− 1)2(g − g)2 = α2n2 + (α− 1)2(g − g)2
ε2 = α2σ2n + (α− 1)2σ2g (3.12)

Formula (3.12) arată că eroarea pătratică medie este suma ponderată dintre variaņta
(puterea) zgomotului σ2n şi variaņta imaginii originale σ

2
g. Găsirea coeficientului α optim

înseamnă găsirea minimului lui ε2, deci anularea derivatei acestuia.

dε2

dα
= 2ασ2n + 2(α− 1)σ2g = 0

α =
σ2g

σ2g + σ2n
= 1− σ2n

σ2f
(3.13)

De aici rezultă expresia finală a filtrului:

f = 1− σ2n
σ2f

f +
σ2n
σ2f
f (3.14)
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Se observă că trebuiesc cunoscute puterea de zgomot şi variaņta locală (în fiecare punct)
al imaginii zgomotoase. Adaptarea se face între două cazuri limită: dacă puterea de
zgomot este mult mai mare decât variaņta valorilor imaginii originale (σ2n σ2g) atunci,
din prima parte a formulei (3.13) rezultă α = 0 şi deci filtrul optim este un simplu filtru
de mediere; dacă variaņta valorilor din imagine este mult mai mare decât puterea de
zgomot (σ2f σ2n, deci este de presupus că punctul curent considerat este situat pe un
contur) atunci α = 1 şi filtrul optim este un filtru identitate (trece tot). Prezentăm în
continuare codul Matlab ce implementează acestă filtrare adaptivă:

[NRLIN,NRCOL]=size(img);
for i=2:NRLIN-1
for j=2:NRCOL-1
temp=img(i-1:i+1,j-1:j+1);
temp=temp(:);
varianta_img=std(temp);
alfa=1-varianta_zg/varianta_img;
img_out(i,j)=alfa*img(i,j)+(1-alfa)mean(temp);

end
end

Se folosesc funçtiile Matlab mean (pentru a calcula media valorilor selectate de fereastra
de filtrare pătrată de 3 x 3) şi std (pentru a calcula variaņta locală a imaginii). Se
presupune că puterea de zgomot varianta_zg este un parametru cunoscut.

În capitolul următor se va introduce o nouă posibilitate de caracterizare a efectelor filtrării
liniare a imaginilor: reprezentarea în domeniul frecveņtelor spa̧tiale (o extensie directă
a spectrului semnalelor unidimensionale). De asemenea vom arăta că rămâne valabilă
teorema convolu̧tiei, prin care vom introduce şi o nouă modalitate de implementare a
filtrelor liniare: filtrarea în domeniul de frecveņtă.
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Capitolul 4

TRANSFORMĂRI INTEGRALE
UNITARE DISCRETE

4.1 Generalită̧ti

Această categorie de prelucrări include opera̧tii de tip integral — totalitatea pixelilor
imaginii ini̧tiale contribuie la ob̧tinerea valorii fiecărui pixel din imaginea rezultat. În
[9] se consideră că termenul de transformări de imagine se referă în mod uzual la o
clasă de matrici unitare folosite pentru reprezentarea imaginilor. Orice imagine poate fi
reprezentată ca o serie de matrici de bază ortonormale. Pentru o imagine pătrată U1 de
dimensiune N , o dezvoltare în serie este

U =
N−1

m=0

N−1

n=0

A∗klV (k, l) (4.1)

unde A∗kl sunt matricile de bază
2 (de dimensiuni N × N) iar V (k, l) sunt coeficieņtii

dezvoltării în serie. Exprimând rela̧tia (4.1) la nivelul fiecărui pixel al imaginiiU ob̧tinem

U(m,n) =
N−1

k=0

N−1

l=0

a∗kl(m,n)V (k, l) (4.2)

Calculul coeficieņtilor V (k, l) ai transformării se poate face în condi̧tiile impuse de orto-

1În acest capitol vom folosi notaţiile matriciale şi vectoriale clasice: litere mari, drepte şi groase pentru
matrici (A este o matrice), litere mici, drepte şi groase pentru vectori (v este un vector) şi litere înclinate
pentru elementele vectorilor şi matricilor (A(i, j), v(m)).

2Numite uneori şi imagini de bază.
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gonalitate şi completitudine a matricilor de bază A∗kl prin:

V (k, l) =
N−1

m=0

N−1

n=0

akl(m,n)U(m,n) (4.3)

Muļtimea coeficieņtilor transformării V (k, l) formează matriceaV, transformata imaginii.
Atunci rela̧tia (4.2) este transformarea directă a imaginii, iar rela̧tia (4.3), prin care se
ob̧tine imaginea din transformata sa, este transformata inversă. Se poate remarca faptul
că ambele transformări (directă şi inversă) necesită N4 opera̧tii de înmuļtire, şi deci o
complexitate O(N4).

Condi̧tia de ortonormalitate a matricilor de bază se exprimă ca

N−1

m=0

N−1

n=0

akl(m,n)a
∗
k l (m,n) = δ(k − k , l − l ), ∀k, l, k , l (4.4)

şi asigură faptul că orice dezvoltare în serie truncheată minimizează eroarea pătratică de
aproximare.

Condi̧tia de completitudine a matricilor de bază se exprimă ca

N−1

k=0

N−1

l=0

akl(m,n)a
∗
kl(m ,n ) = δ(m−m ,n− n ), ∀m,n,m , n (4.5)

şi asigură faptul că baza de matrici folosită este completă.

O transformare de tip (4.2) este deci caracterizată de cei N4 coeficieņti akl(m,n), ce pot fi
interpreta̧ti ca valori ai unei funçtii de patru variabile (k, l,m, n), câte două pentru fiecare
imagine (ini̧tială şi transformată). Această funçtie se numeşte nucleul transformării. Prin
defini̧tie, o transfomare se zice separabilă dacă nucleul ei este separabil după perechi de
variabile corespondente:

akl(m,n) = ak(m)bl(n) = a(k,m)b(l, n) (4.6)

Impunând condi̧tiile (4.4) şi (4.5) acestei noi forme a coeficieņtilor transformării, rezultă
că matricile A = {a(k,m)} şi B = {b(l, n)} trebuie să fie matrici unitare:

AA∗T = ATA∗ = IN (4.7)

BB∗T = BTB∗ = IN

Pentru o transformare separabilă, rela̧tiile de defini̧tie (4.2) şi (4.3) pot fi rescrise sub
formă matricială ca:

V = AUBT (4.8)

U = A∗TVB∗ (4.9)
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Numărul de înmuļtiri necesare pentru a realiza oricare dintre transformările (4.8) sau
(4.9) este doar N3 (deci o complexitate O(N3)). Proprietatea de separabilitate conduce
deci la reducerea complexită̧tii calculelor cu un ordin de mărime; în practică se folosesc
numai transformări separabile, pentru care, în plus, A = B. În acest caz particular,
rela̧tia (4.8) se poate scrie ca

V = AUAT = A(AUT )T = (UTAT )TAT

ceea ce înseamnă că se poate face o transformare unidimensională pe fiecare linie sau
coloană a lui U urmată de aceeaşi transformare pe fiecare coloană sau linie a rezulta-
tului. Astfel, transformările practic utilizate în prelucrarea imaginilor (matricilor) sunt
(paradoxal ?) unidimensionale.

Aceste observa̧tii ne conduc la concluzia că pentru acoperirea cazurilor utilizate în mod
curent este suficientă studierea proprietă̧tilor transformatelor integrale unitare unidimen-
sionale.

4.2 Proprietă̧tile transformatelor unitare unidimen-
sionale

În cele ce urmează vom considera semnalul de intrare u = (u(0), u(1), ..., u(N − 1)) şi
transformata sa v, ob̧tinută prin folosirea matricii unitare A. Rela̧tiile de transformare
(directă şi inversă) sunt v = Au şi u = A∗Tv.

1. Energia semnalului se conservă printr-o transformare unitară.

Ev = v 2 = v∗Tv = (Au)∗TAu = u∗TA∗TAu = u∗Tu = u 2 = Eu (4.10)

Energia vectorului semnal este de fapt lungimea (Euclidiană) a acestuia în spa̧tiul
N-dimensional de reprezentare. Conservarea energiei este deci echivalentă cu con-
servarea lungimii vectorului, deci transformarea unitară este o rota̧tie în spa̧tiul
semnalului. Aceasta înseamnă că baza de reprezentare a lui u este rotită, iar v este
proieçtia lui u pe noua bază.

2. Energia medie a semnalului se conservă printr-o transformare unitară.

v=Au= Au (4.11)

Ev = v
∗Tv = (Au)∗TAu = u∗TA∗TAu=u∗Tu = Eu (4.12)

Corela̧tiei componentelor semnalului se modifică; dacă notăm cu C matricea de
covaria̧tie atunci:

Cu = (u− u)(u− u)∗T (4.13)
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C v = (v − v)(v − v)∗T = A(u− u)(u− u)∗TA∗T = ACuA∗T (4.14)

Majoritatea transformărilor unitare au tendiņta de a aglomera o mare parte a
energiei medii a semnalului în relativ pu̧tini coeficieņti ai transformării. Deoarece
energia totală se conservă prin transfomare, muļti coeficieņti ai transformării vor
coņtine foarte pu̧tină energie. Energia medie a coeficieņtilor transformării va avea
o distribu̧tie neuniformă, chiar dacă în secveņta de intrare aceasta era uniform
distribuită.

Dacă componentele lui u sunt puternic corelate, coeficieņtii transformării vor fi
decorela̧ti (termenii matricii de covaria̧tie care nu sunt pe dioagonala principală vor
avea valori mici comparativ cu valorile de pe diagonală).

3. Entropia unui vector cu componente aleatoare se conservă printr-o transformare
unitară

H(u) =
N

2
log2(2πe |Cu|1/N) =

N

2
log2(2πe |Cv|1/N) = H(v) (4.15)

Deoarece entropia este o măsură a cantită̧tii de informa̧tie (informa̧tia medie)
înseamnă ca transformările unitare păstrează informa̧tia coņtinută în semnal.

4.3 Transformata Fourier discretă

Transformata Fourier este poate cea mai importantă transformare integrală unitară, ce
asigură trecerea între spa̧tiul semnalului şi spa̧tiul de frecveņte ale semnalului. După
cum semnalul este “clasic” (temporal, şi deci unidimensional) sau cu suport spa̧tial bidi-
mensional (imagine), spa̧tiul de frecveņtă marchează frecveņte propriu-zise sau frecveņte
spa̧tiale.

Transformata Fourier discretă bidimensională este o transformare separabilă, în care nu-
cleul se poate descompune în termeni identici A = B = F. Matricea F a transformării
este o matrice unitară, ce verifică (4.7). Elementele matricii transformării sunt expo-
neņtialele complexe:

F (k, n) =
1√
N
e−j

2π
N
kn =

1√
N
wknN (4.16)

Separabilitatea ne permite deci să studiem majoritatea proprietă̧tilor transformării pe
cazul unidimensional, urmând ca rezultatele să fie uşor extinse pentru cazul bidimen-
sional. Folosind nota̧tiile introduse în seçtiunea 4.2, putem scrie deci transformata Fourier
unidimensională directă ca:

v(k) =
N−1

n=0

u(n)wknN , k = 0,N − 1 (4.17)
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iar transformarea inversă ca

u(n) =
1

N

N−1

k=0

v(k)w−knN , n = 0, N − 1 (4.18)

Rela̧tiile se extind imediat la cazul bidimensional:

v(k, l) =
N−1

m=0

N−1

n=0

u(m,n)wkn+mlN , k, l = 0,N − 1 (4.19)

u(m,n) =
1

N2

N−1

k=0

N−1

l=0

v(k, l)w
−(kn+ml)
N , m, n = 0, N − 1 (4.20)

Trebuie totuşi remarcat că formele prezentate ale transformărilor nu mai sunt unitare
(apare o asimetrie între transformarea directă şi cea inversă prin factorul de scalare de
tip 1/N). Matematic, defini̧tia (4.16) este corectă, dar în practică se folosesc formele
neunitare prezentate în (4.17), (4.18) şi (4.19), (4.20).

4.3.1 Proprietă̧tile fundamentale ale transformatei Fourier

Dintre numeroasele proprietă̧ti ale transformatei Fourier [9], [19] ne vom referi doar
la două proprietă̧ti fundamentale: simetria centrală a spectrului de frecveņtă (având
drept conseciņtă importantă faptul că este necesar acelaşi spa̧tiu de memorie pentru a
reprezenta fie spectrul unei imagini, fie imaginea propriu-zisă) şi teorema convolu̧tiei cir-
culare (care face legătura între filtrarea în domeniul spa̧tial şi în domeniul de frecveņtă).

Transformata Fourier a unei secveņte (matrici) reale este complex conjugată fa̧tă de
mijlocul său [9]. Aceasta înseamnă că

v(
N

2
− k) = v∗(N

2
+ k), k = 0,

N

2
(4.21)

v(
N

2
− k, N

2
− l) = v∗(N

2
+ k,

N

2
+ l), k, l = 0,

N

2

Rela̧tiile arată că există o simetrie centrală a spectrelor de frecveņtă, în centru aflându-se
o valoare reală. Dar singura valoare reală din spectre este cea ce corespunde componentei
de fecveņtă nulă (componenta medie), şi deci este necesară o interschimbare a jumătă̧tilor
de spectru (în cazul secveņtelor unidimensionale) sau a sferturilor de spectru (în cazul
imaginilor), astfel încât componenta de frecveņtă nulă să fie în centru. În figura 4.1 este
reprezentat modulul spectrului de frecveņtă al imaginii “lena”, reprezentat cu 256 nivele
de gri (valorile au fost scalate după o reprezentare logaritmică) astfel încât valorile mai
mari corspund unei nuaņte mai deschise. Se observă în partea dreaptă spectrul cen-
tral simetrizat, în care valorile maxime (corespunzâd frecveņtelor cele mai mici, inclusiv
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Fig. 4.1: Spectrele de frecveņtă (Fourier) ale imaginii “lena”, înainte şi după aranjarea
cu simetrie centrală.

zero) se găsesc în centrul imaginii, iar în partea stângă spectrul original ob̧tinut în urma
transformării Fourier, în care maximele se găsesc pe cele patru coļturi.

Ca şi în cazul unidimensional, şi pentru imagini legătura dintre frecveņtele spa̧tiale şi
obiectele din domeniul spa̧tial (imagine) se păstrează: frecveņtele spa̧tiale ridicate co-
respund detaliilor, obiectelor mici, contururilor, zgomotului. În figura 4.2 este prezentat
spectrul de frecveņtă al imaginii “lena” degradată de zgomot impulsiv de tip sare şi piper
(figura 5.1); zgomotul impulsiv corespunde apari̧tiei a numeroase detalii (obiecte mici —
punctele de zgomot) şi varia̧tii ale nivelului de gri. Efectul evident este acela de mărire
a valorilor din spectru corespunzătoare frecveņtelor înalte şi, corespunzător, diminuarea
importaņtei relative a frecveņtelor joase.

Fig. 4.2: Spectrul de frecveņtă al imaginii “lena” degradată de zgomot impulsiv.
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Prelucrarea imaginilor (fie ele scalare sau vectoriale) presupune executarea, prin inter-
mediul unui bloc funçtional ce poate fi presupus ini̧tial de tip “cutie neagră”, a unei
opera̧tii de tip Image In, Image Out [2] (spre deosebire de tehnicile de analiză ce pot fi
caracterizate ca opera̧tii Image In, Description Out). Transformarea imaginii de intrare
în imaginea rezultat de ieşire (ce prezintă aceleaşi caracteristici majore, simbolice şi per-
ceptuale3) se numeşte în mod generic filtrare4. Funçtia unui filtru este de a transforma
un semnal dat într-un alt semnal, mai potrivit unei anume aplica̧tii date.

Defini̧tiile filtrării (sau ale dispozitivului care o realizează, filtrul) ce se regăsesc în dic-
ţionarele lingvistice de uz general fac apel la no̧tiunea de semnal electric şi de frecveņte
asociate componentelor acestuia. Descrierea açtiunii filtrului este descrierea unei opera̧tii
liniare efectuate în domeniul frecveņtelor. Extinderea acestor defini̧tii la cazul imaginilor
presupune în primul rând definirea spectrului de frecveņtă asociat unui semnal cu suport
[spa̧tial] multidimensional şi, implicit, introducerea no̧tiunii de frecveņtă spa̧tială. Uti-
lizarea unei prelucrări în domeniul frecveņtelor presupune apoi identificarea benzilor de
frecveņtă corepunzătoare entită̧tilor ce se doresc păstrate, respectiv eliminate, asociere
ce nu este întotdeauna simplă. În practică, aceasta înseamnă determinarea unui spectru
de frecveņte transformat, care apoi este transformat prin transformata Fourier inversă în
imaginea filtrată — aceasta este filtrarea în domeniul frecveņtă.

Filtrarea liniară a imaginilor se bazează pe convolu̧tia [circulară] între imaginea de pre-
lucrat şi un nucleu de filtrare (a se vedea capitolul 3); teoria transformatelor unitare
[9] arată că o asemenea opera̧tie este echivalentă unui produs între spectrul Fourier al
imaginii şi spectrul Fourier al nucleului de filtrare; aceasta este teorma convolu̧tiei. În
cazul unidimensional, dacă secveņtele x şi y au aceeaşi lungime, şi este operatorul de
convolu̧tie circulară (definit în (4.23)) atunci:

Fourier(x y) = Fourier(x) Fourier(y) (4.22)

x y(n) =
N−1

k=0

x ((n− k)modN) y(k), n = 0,N − 1 (4.23)

Teorema convolu̧tiei oferă deci instrumentul prin care se pot echivala opera̧tiile de filtrare
realizate în domeniile spa̧tial (filtrarea liniară, prezentată în capitolul 3) şi de frecveņtă.
Aceasta înseamnă că un nucleu mic de convolu̧tie (mască de filtrare) este bordat cu ze-
rouri până la ob̧tinerea dimensiunii imaginii (teorema convolu̧tiei circulare se referă la

3Prin prisma acestei defini̧tii, transfomările unitare ale imaginilor (deci reprezentarea într-un spa̧tiu
spectral) nu sunt filtrări; spectrul unei imagini, deşi este echivalent acesteia din punct de vedere infor-
maţional, nu are aceleaşi caracteristici perceptuale.

4Filtrul este un sistem de circuite electrice, sonore, etc. cu care se selectează dintr-un complex
de oscilaţii cu frecvenţe diferite, oscila̧tiile cu frecvenţele cuprinse între anumite limite. (Diçtionarul
Explicativ al Limbii Române, 1995)
Filtrul este un dispozitiv ce amortizează selectiv oscila̧tiile cu anumite frecvenţe şi nu afectează os-

cila̧tiile având alte frecvenţe. (Webster Encyclopedic Unabridged Dictionary, 1995)
Filtrul este un dispozitiv destinat favorizării sau inhibării trecerii anumitor componente de frecvenţă

a unui semnal electric. (Larousse, 1994)
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secveņte de aceeaşi lungime) şi apoi transformat Fourier; ceea ce se ob̧tine este răspunsul
în frecveņtă al filtrului. Figura 4.3 prezintă răspunsul în frecveņtă a filtrului de mediere
aritmetică realizat cu un nucleu pătrat, centrat de 3 x 3; se remarcă comportamentul de
tip filtru trece jos. Acest comportament este leagt de efectul de “blur” al filtrului de me-
diere, pus în evideņtă prin reducerea vizibilită̧tii contururilor imaginii, şi deci înlăturarea
frecveņtelor înalte ce le sunt asociate.

Fig. 4.3: Răspunsul în frecveņtă a unui nucleu 3 x 3 de mediere aritmetică.

4.3.2 Transformata Fourier rapidă

Implementarea directă a rela̧tiei de defini̧tie a transformării Fourier discrete unidimen-
sionale (4.17) necesită evident N2 înmuļtiri complexe şi N(N−1) adunări, ceea ce duce la
o complexitate O(N2). Realizarea unei implementări mai rapide a transformării Fourier
(FFT - Fast Fourier Transform) a constituit unul dintre momentele cele mai importante
pentru domeniul prelucrării digitale a semnalelor. Tehnica ini̧tială a fost divizarea în
timp: cele N eşantioane ale secveņtei se împart în două, după indicii pari şi respectiv
impari:

v(k) =
N−1

n=0

u(n) exp(−j 2π
N
kn) =

=

N/2−1

n=0

u(2n) exp(−j 2π
N
k · 2n) +

N/2−1

n=0

u(2n+ 1) exp(−j 2π
N
k(2n+ 1)) =

=

N/2−1

n=0

u(2n) exp(−j 2πk
N/2

2n) exp(j
2πk

N
2n)+exp(−j 2πk

N
)

N/2−1

n=0

u(2n+1) exp(−j 2πk
N/2

2n) =

49



=

N/2−1

n=0

upar(n) exp(−j 2πk
N/2

n) + exp(−j 2πk
N
)

N/2−1

n=0

uimpar(n) exp(−j 2πk
N/2

n) =

= vpar(k) + exp(−j 2πk
N
)vimpar(k) (4.24)

În (4.24) am notat cu upar secveņta ob̧tinută din toate valorile pare ale secveņtei ini̧tiale,
iar cu uimpar secveņta ob̧tinută din toate valorile impare ale secveņtei ini̧tiale. Această
rela̧tie exprimă posibilitatea construirii transformării Fourier a secveņtei u de lungime
N prin transformările Fourier ale unor jumătă̧ti de secveņtă (de lungime N/2) — vpar şi
vimpar.

Dacă notăm cu T (N) timpul de calcul al transformatei Fourier a secveņtei de lungime
N , atunci avem:

T (N) = 2T
N

2
+N (4.25)

În mod evident T (1) = 1 (transformata Fourier a secveņtei de lungime 1 este identică cu
secveņta); dezvoltând ecua̧tia recurentă din (4.25) ob̧tinem:

T (N) = 2T
N

2
+N = 2 2T

N

4
+
N

2
+N = 4T

N

4
+ 2N =

= ... = 2iT
N

2i
+ iN (4.26)

La limită, când i este ales astfel ca N = 2i vom avea:

T (N) = NT (1) +N log2N = N log2N +N

ceea ce este echivalent cu o complexitate de O(N logN). Sporul de viteză ob̧tinut prin
FFT fa̧tă de implementarea clasică este deci propoŗtional cu N/ log2N (deci aproape un
ordin de mărime pentru o lungime tipică de secveņtă N = 256).

Rela̧tia de implementare de bază (4.24) mai poate fi scrisă şi ca:

v(k) = vpar(k) + w
k
Nvimpar(k), k = 0, ...,

N

2
− 1 (4.27)

v(k) = vpar(k)− wkNvimpar(k), k =
N

2
, ..., N − 1

ceea ce semnifică faptul că două valori ale transformărilor Fourier ale secveņtelor pe
jumătate sunt combinate liniar pentru a genera două valori, simetrice fa̧tă de centru, ale
secveņtei originale. Blocul ce realizează aceste prelucrări este numit celulă “butterfly”,
caracterizat de o opera̧tie de înmuļtire-adunare5 (figura 4.4).

5Opera̧tia de îmuļtire-adunarte este una dintre opera̧tiile de bază (cablate) din setul de instruçtiuni
al procesoarelor de semnal (DSP).
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vimpar(k) -wN
k

+wNkvpar(k) v(k)

v(N/2+k)

Fig. 4.4: Celula de bază butterfly

Construind etapele succesive de înjumătă̧tire a lungimii secveņtei, pentru o secveņtă de
lungime N = 8 se ajunge la schema din figura 4.5. Se remarcă reordonarea eşantioanelor
secveņtei de intrare după ordinea de bit inversă bit-reverse (forma binară a noului indice
este forma binară a vechiului indice reflectată).

w8
3

w8
2

w8
1

w8
4

w8
4

w8
0

w8
0

w8
0

w8
0

w8
0

w8
0

w8
0

u(0)

u(4)

u(2)

u(6)

u(1)

u(5)

u(3)

u(7)

v(0)

v(1)

v(2)

v(3)

v(4)
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v(7)

Fig. 4.5: Schema FFT pentru o secveņtă de lungime 8.

Implementările clasice ale FFT folosesc o reordonare in-place a secveņtei de intrare (în
acelaşi spa̧tiu de memorie, prin interschimbări) pentru numere complexe (scrise în ordinea
parte reală, parte imaginară). Acelaşi cod este folosit atât pentru transformata directă
cât şi pentru transformata inversă, doar prin modificarea unui parametru de semn ce
intervine la calculul coeficieņtilor Fourier wN . Rezultatul (transformata) ia locul datelor
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de intrare, în acelaşi spa̧tiu de memorie (deci din nou o implementare in-place). În
continuare prezentăm codul C din [13].

void fft(float data,integer nn,isign)
integer m,n,mmax,i,j,step;

n=nn<<1;
j=1;
for (i=1;i<n;i+=2){
if (j>i) {
swap(data[j],[data[i]);
swap(data[j+1],[data[i+1]);}}

m=n>>1;
while (m>=2 && j>m) {
j-=m;
m>>=1;}

j+=m;}

mmax=2;
while (n>mmax) {
step=2*mmax;
teta=2*PI/(isign*mmax);
wtemp=sin(teta/2);
wpr=-2*wtemp*wtemp;
wpi=sin(teta);
wr=1;
wi=0;
for (m=1;m<mm1x;m+=2) {
for (i=m;i<=n;i+=step) {
j=i+mmax;
tempr=wr*data[j]-wi*data[j+1];
tempi=wr*data[j+1]+wi*data[j];
data[j]=data[i]-tempr;
data[j+1]=data[i+1]-tempi;
data[i]+=tempr;
data[i+1]+=tempi;}

wr=(wtemp=wr)*wpr-wi*wpi+wr;
wi=wi*wpr+wtemp*wpi+wi;}

mmax=step;}

Prima parte a codului realizează reordonarea seceveņtei în ordinea inversă de bit. În
partea a doua a codului se realizează calculul efectiv al celulelor butterfly, corespunzând
transformărilor unor secveņte de dimensiune mmax, şi deci preluării unor date situate la
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distaņta mmax între indici (vizibil şi în schema din figura 4.5).

Transformata rapidă bidimensională implică realizarea câte unei transformări unidimen-
sionale pentru fiecare linie şi coloană a imaginii (conform principiului separabilită̧tii);
aceasta conduce la o complexitate O(N2 logN).

4.4 Alte transformări

În cele ce urmează vom prezenta pe scurt alte transformări unitare folosite în prelucrarea
imaginilor; apari̧tia acestora s-a datorat adaptării mai bune decât transformata Fourier
la compactarea energiei şi decorelarea spectrală a anumitor clase de semnale.

4.4.1 Transformata cosinus

Transformata cosinus este o transformată unitară separabilă, caracterizată de A = B =
C. Elementele matricii C sunt date de

C(k, n) =
1√
N

1, dacă k = 0√
2 cos (2n+1)πk

2N
, dacă k = 1,N − 1 , n = 0, N − 1 (4.28)

Transformările directă şi inversă a unei secveņte u sunt definite ca:

v(k) = α(k)
N−1

n=0

u(n) cos
(2n+ 1)πk

2N
, k = 0,N − 1 (4.29)

u(n) =
N−1

k=0

α(k)v(k) cos
(2n+ 1)πk

2N
, n = 0, N − 1 (4.30)

unde

α(k) =
1√
N

1, k = 0√
2, k = 0

(4.31)

Una dintre proprietă̧tile importante ale transformatei cosinus se referă la legătura acesteia
cu transformata Fourier: transformata cosinus a unei secveņte nu este partea reală a
transformatei Fourier a aceleiaşi secveņte. Transformata cosinus se poate ob̧tine prin
transformarea Fourier a unei secveņte rearanjate sau a unei secveņte dublate şi simetrizate
central. Fie N par; şi definim

u1(n) = u(2n)
u1(N − n− 1) = u(2n+ 1) , n = 0,

N

2
− 1 (4.32)
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u2(n) =
u(N − n− 1), 0 n < N
u(n−N), N n < 2N

(4.33)

Aceasta înseamnă că secveņta u1 este u(0), u(2), u(4), ..., u(N − 2), u(N − 1), u(n− 3), ...,
u(3), u(1), iar secveņta u2 este u(N − 1), u(N − 2), ..., u(1), u(0), u(0), u(1), ..., u(N −
2), u(n− 1). Atunci:

COS(u) = Re α(k) exp(−jπk
2N

) Fourier(u1) (4.34)

COS(u) = Fourier(u2) exp(− πk

2N
), k = 0, ...,N − 1 (4.35)

O conseciņtă imediată a acestor rela̧tii este posibilitatea realizării unei transformări co-
sinus rapide (de complexitate O(N logN)) folosind transformata Fourier rapidă.

O altă proprietate importantă a transformatei cosinus este accea că vectorii bazei cosinus
(coloanele matricii C) sunt vectori proprii pentru orice matrice simetrică tridiagonală de
forma:

Q =


1− ρ −ρ 0 ... ... 0
−ρ 1− ρ −ρ 0 ... 0
0 −ρ 1− ρ −ρ ... 0
... ... ... ... ... ...
0 ... 0 −ρ 1− ρ −ρ
0 ... ... 0 −ρ 1− ρ

 (4.36)

Dacă notăm cu ck coloana k a matricii transformării cosinus, atunci:

Qck = λkck

Această proprietate revelă faptul că transfomata cosinus se comportă precum transfor-
mata Karhunen-Loeve pentru orice clasă de semnale a căror matrice de covaria̧tie este de
forma (4.36). Dar această formă este tipică secveņtelor sta̧tionar Markov de ordinul 1,
cu parametru de corela̧tie mare (ρ→ 1), model adeseori folosit în cazul imaginilor. Deci
transformata cosinus este similară transformării optime de decorelare Karhunen-Loeve
pentru o clasă largă de imagini naturale (alte comentarii referitoare la această propri-
etate şi la aplica̧tiile ei practice se găsesc în seçtiunea 7.2.2, referitoare la compresia
imaginilor cu transformate).

4.4.2 Transformata sinus

Transformata sinus este o transformată unitară separabilă, caracterizată de A = B = S.
Elementele matricii S sunt date de

S(k, n) =
2

N + 1
sin

π(k + 1)(n+ 1)

N + 1
, k, n = 0, N − 1 (4.37)
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Transformările directă şi inversă a unei seceveņte u sunt definite ca:

v(k) =
2

N + 1

N−1

n=0

u(n) sin
π(k + 1)(n+ 1)

N + 1
, k = 0, N − 1 (4.38)

u(n) =
2

N + 1

N−1

k=0

v(k) sin
π(k + 1)(n+ 1)

N + 1
, n = 0,N − 1 (4.39)

Una dintre proprietă̧tile importante ale transformatei sinus se referă la legătura acesteia
cu transformata Fourier: transformata sinus a unei secveņte nu este partea imaginară
a transformatei Fourier a aceleiaşi secveņte. Transformata sinus se poate ob̧tine prin
transformarea Fourier a extensiei antisimetrice a secveņtei. Fie N par; şi definim

u(0) = u(N + 1) = 0
u(n) = −u(N − n)
u(N + 2 + n) = u(n)

, n = 1, N (4.40)

Aceasta înseamnă că secveņta u este 0,−u(N−1),−u(N−2), ...,−u(1),−u(0), 0, u(0), u(1), ...,
u(N − 1). Atunci

SIN(u) = Im −j(−1)k Fourier(u) (4.41)

O conseciņtă imediată a acestei rela̧tii este posibilitatea realizării unei transformări sinus
rapide (de complexitate O(N logN)) folosind transformata Fourier rapidă.

O altă proprietate importantă a transformatei sinus este aceea că vectorii bazei sinus
(coloanele matricii S) sunt vectori proprii pentru orice matrice simetrică tridiagonală de
forma:

Q =


1 −ρ 0 ... 0
−ρ 1 0 ... 0
... ... ... ... ...
0 ... 0 1 −ρ
0 ... 0 −ρ 1

 (4.42)

Dacă notăm cu sk coloana k a matricii transformării sinus, atunci:

Qsk = λksk

Această proprietate revelă faptul că transfomata sinus se comportă precum transformata
Karhunen-Loeve pentru orice clasă de semnale a căror matrice de covaria̧tie este de forma
(4.42). Dar această formă este tipică secveņtelor sta̧tionar Markov de ordinul 1, cu
parametru de corela̧tie ρ ∈ [−0.5; 0.5].
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Capitolul 5

FILTRAREA NELINIARĂ A
IMAGINILOR

Opera̧tiile de filtrare studiate până în prezent au fost caracterizate eseņtial (din punct de
vedere matematic) de către principiul liniarită̧tii (sau superpozi̧tiei). Istoric, acestea au
fost primele opera̧tii utilizate, având un suport teoretic solid şi desigur, având mai multe
caracteristici utile. O mare parte a aplica̧tiilor curente de prelucrare a imaginilor probabil
că se pot rezolva suficient de precis folosind doar opera̧tii liniare. Limitările opera̧tiilor
liniare de filtrare apar însă în momentul în care se consideră zgomote ce nu au distribu̧tie
normală, şi, mai mult, nu mai sunt aditive.

Exemplul cel mai simplu de astfel de zgomot este zgomotul impulsiv, caracterizat de im-
pulsuri pozitive şi negative de amplitudine maxim posibilă (relativ la numărul de nivele de
cuantizare ale imaginii) care afectează prin înlocuire o parte din pixelii imaginii. Aceasta
înseamnă că imaginea va fi uniform acoperită de puncte foarte închise (negre) şi foarte
deschise (albe), rezultatul fiind ceea ce se numeşte zgomot de tip sare şi piper (vezi
figura 5.1). Asemenea erori apar în poŗtiunile de achizi̧tie şi transmisiune ale sistemu-
lui de prelucrarea şi analiza imaginilor (din cauza erorilor în convertorul analog-digital,
din cauza erorilor de înregistrare pe mediile magnetice de stocare sau de pe canalul de
transmisiune); este posibil ca asemenea valori să apară şi ca urmare a unui zgomot aditiv
caracterizat de o distribu̧tie “cu coadă lungă” - deci care asigură probabilită̧ti nenule de
apari̧tie a unor valori mult diferite de medie. Aceste valori aberante (mult mai mari sau
mai mici decât valorile normale ale regiunii în care apar) sunt numite ”outlier”: valori
extreme sau erori grosiere.

Dacă o asemena imagine ar fi filtrată liniar (cu un filtru de mediere sau poate cu un filtru
de reliefare) rezultatul ar fi o accentuare a punctelor de zgomot şi o corupere a punctelor
cu valori corecte din jurul lor.

Zgomotul impulsiv nu este singurul model de degradare neliniară: există zgomote de-
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Fig. 5.1: Imagine afectată de zgomot impulsiv; 10% dintre pixeli au valorile modificate

pendente de valoarea imaginii din pixelul afectat, precum şi compuneri neaditive ale
zgomotului cu imaginea originală (multiplicativă, convolutivă) [9].

Este deci evident că se impune considerarea şi a altor metode de filtrare, care nu mai
respectă principiul superpozi̧tiei, şi deci sunt neliniare. O clasă eseņtială de astfel de
metode de filtrare sunt cele bazate pe ordonare - rank order filtering [12]. Ideea eseņtială
este aceea că opera̧tia de ordonare plasează valorile aberante (extremale) la capetele
şirului de valori (deci într-o zonă bine definită), permi̧tând astfel identificarea şi eliminarea
acestora.

5.1 Filtrarea de ordine

Filtrele de ordine sunt operatori locali: filtrul este definit de o fereastră (mască), care
selectează din imaginea de prelucrat un număr de vecini ai pixelului curent (se respectă
deci acelaşi model de prelucrare al ferestrei glisante, întâlnit şi la filtrările liniare în
domeniul spa̧tial). Valorile selectate de fereastra de filtrare sunt apoi ordonate crescător;
dacă valorile selectate de o fereastră cu n pozi̧tii sunt {x1, x2, ..., xn}, atunci acelaşi set
de valori, ordonate crescător este {x(1), x(2), ..., x(n)}. Valorile x(i) se numesc statistici de
ordine de ordinul i şi au proprietatea

x(1) x(2) ... x(n) (5.1)

În mod evident statistica de ordinul 1, x(1), este valoarea minimă, iar statistica de ordinul
n, x(n), este valoarea maximă.

Ieşirea filtrului de ordine de ordin k este statistica de ordinul k, cu k ∈ [1;n]:
rankk{x1, x2, ..., xn} = x(k) (5.2)
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În acest fel, ieşirea unui filtru de ordine este una dintre valorile selectate de fereastra de
filtrare, şi deci nu se crează la ieşire valori noi (aşa cum se întâmplă la filtrarea liniară);
acesta este un avantaj atât în ceea ce priveşte păstrarea valorilor originale din imagine,
cât şi din punctul de vedere al simplificării calculelor (nu mai sunt necesare opera̧tii cu
numere reale, ce trebuie apoi rotunjite sau truncheate la numere naturale).

Filtrele de ordine nu sunt liniare din cauza opera̧tiei de ordonare (ce nu respectă principiul
superpozi̧tiei); în general putem scrie:

rankk{x1 + y1, x2 + y2, ..., xn + yn} = rankk{x1, x2, ..., xn}+ rankk{y1, y2, ..., yn} (5.3)

Filtrele de ordine comută însă cu opera̧tiile de modificare liniară a valorilor:

rankk{αx1 + β,αx2 + β, ...,αxn + β} = α rankk{x1, x2, ..., xn}+ β (5.4)

Din punct de vedere statistic, interesează funçtiile de distribu̧tie ale ieşirii filtrului (funçtie
de densitate de probabilitate, funçtie de reparti̧tie) atunci când funçtiile de distribu̧tie
ale valorilor de intrare sunt presupuse cunoscute. Modelul folosit în general se bazează pe
ipoteza de independeņtă şi distribu̧tie identică a valorilor selectate de fereastra filtrului
(ceea ce conduce, implicit, la ipoteza că valorile pixelilor imaginii sunt variabile aleatoare
independente, identic distribuite1). Dacă notăm cu f(x) şi F (x) funçtiile de densitate
de probabilitate şi respectiv reparti̧tie a valorilor pixelilor din imaginea ce se filtrează cu
un filtru de ordine de ordin k cu fereastră de n elemente, atunci ceea ce interesează este
funçtia de densitate de probabilitate a ieşirii filtrului de ordine, fk(x).

Fie t o valoare oarecare din domeniul de varia̧tie al variabilelor aleatoare; atunci proba-
bilitatea evenimentului ca ieşirea filtrului de ordine să se găsească în intervalul [t; t+ dt]
este fk(t)dt. Evenimentul de interes este deci

t rankk{x1, x2, ..., xn} t+ dt (5.5)

adică
t x(k) t+ dt (5.6)

Statisticile de ordine sunt ob̧tinute prin ordonarea crescătoare a valorilor xi, ordonare
crescătoare care poate fi interpretată ca o permutare oarecare a indicilor valorilor ({1, 2, ..., n}
−→ {i1, i2, ..., in}). În acest caz, evenimentul de interes exprimat de (5.6) este realizat
prin mai multe evenimente elementare de tipul:

xi1, xi2, ..., xik−1 t xik t+ dt xik+1 , ..., xin (5.7)

Probabilitatea evenimentului elementar din (5.7) este dată de probabilitatea ca k − 1
valori să fie mai mici decât t (deci F k−1(t)), probabilitatea ca n− k valori să fie mai mari

1Această ipoteză a mai fost făcută şi pentru deducerea transformării de egalizare a histogramei
imaginilor.
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ca t + dt (deci (1 − F (t))n−k) şi probabilitatea ca o valoare să fie cuprinsă în intervalul
[t; t+ dt] (deci f(t)dt), adică:

P = F k−1(t)(1− F (t))n−kf(t)dt
Numărul total de evenimente de tipul (5.7) este nCk−1n−1 (n moduri de alege o valoare din
cele n, la fiecare dintre aceste alegeri corespunzând Ck−1n−1 moduri de a alege din cele n−1
valori rămase k − 1 valori care să fie mai mici ca t). Atunci:

Pr t x(k) t+ dt = nCk−1n−1F
k−1(t)(1− F (t))n−kf(t)dt (5.8)

şi deci funçtia de densitate de probabilitate a ieşirii filtrului de ordine de ordin k este:

fk(x) = nC
k−1
n−1F

k−1(x)(1− F (x))n−kf(x) (5.9)

În [12] sunt prezentate diferite utilizări ale funçtiei de densitate de probabilitate a ieşirii
filtrelor de ordine, mai ales pentru determinarea comportării asimptotice (n −→ ∞) a
filtrelor.

Proprietă̧tile deterministe ale filtrelor de ordine se referă la comportamentul acestora
în zonele tipice ale unei imagini: poŗtiuni netede şi contururi. Filtrele de ordine nu
afectează contururile (zonele de pantă abruptă) şi păstează valoarea zonelor uniforme.
Aceste comportări au fost extinse la investigarea clasei mai generale de semnale rădăcină
- semnale ce nu sunt modificate prin filtrare.

Orice secveņtă {xi} monotonă (crescătoare sau descrescătoare) este un semnal rădăcină
pentru filtrele de ordine. În plus, filtrele de ordine comută cu orice funçtie monotonă g:

rankk (g(xi)) = g(rankk(xi))

Pe lângă metodele analitice de construire a semnalelor rădăcină [12], în practică, semnalele
rădăcină se ob̧tin prin filtrarea repetată a unui semnal oarecare, până la ob̧tinerea invari-
aņtei. Să considerăm spre exemplu secveņta unidimensională x = {0, 1, 1, 3, 1, 3, 2, 3, 3, 2,
1, 1} pe care o vom filtra cu o fereastră de filtrare de dimensiune 3, centrată, cu un filtru de
ordine de ordin 2. După prima filtrare se ob̧tine secveņta x1 = {0, 1, 1, 1, 3, 2, 3, 3, 3, 2, 1, 1, 0},
iar după a doua filtrare se ob̧tine secveņta x2 = {0, 1, 1, 1, 2, 3, 3, 3, 3, 2, 1, 1, 0}. Această
secveņta este invariantă la filtrările următoare şi este deci un semnal rădăcină. Figura
5.4 prezintă secveņtele x, x1, x2.

5.1.1 Filtrul median

Filtrul median este un filtru de ordine a cărui ieşire este statistica de ordine de ordin
central a setului de valori selectate de fereastra de filtrare.

median{x1, x2, ..., xn} =
x(n+12 )

dacă n este impar
1
2
x(n2 )

+ 1
2
x(n2+1)

dacă n este par
(5.10)
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Fig. 5.2: Semnal ini̧tial oarecare; prin filtrări de ordine repetate acesta se va transforma
într-un semnal rădăcină.
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Fig. 5.3: Rezultatul primei filtrări a secveņtei ini̧tiale.
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Fig. 5.4: Semnal rădăcină al filtrului de ordine considerat, ob̧tinut după două itera̧tii ale
filtrării.

60



Ieşirea filtrului median este deci valoarea din centrul secveņtei ordonate; în cazul secveņtelor
(ferestrelor de filtrare) de dimensiune pară, această pozi̧tie centrală nu există, şi atunci
este definită ca media aritmetică a valorilor vecine centrului imaginar. În practică, filtrul
median se foloseşte doar cu ferestre de filtrare de dimensiune impară, ceea ce conduce la
posibilitatea de a scrie:

median{x1, x2, ..., xn} = rankn+1
2
{x1, x2, ..., xn} (5.11)

Aceasta înseamnă că dacă fereastra de filtrare are 3 puncte, medianul este statistica de
ordinul 22, pentru o fereastră filtrare cu 9 puncte, medianul este statistica de ordinul 5,
iar pentru o fereastră de filtrare de 25 de puncte, medianul este statistica de ordinul 13.
Figura 5.5 prezintă rezultatul filtrării cu un filtru median cu fereastră pătrată de 3 x 3
puncte a imaginii degradate cu zgomot impulsiv din figura 5.1.

Fig. 5.5: Imagine filtrată cu filtru median cu fereastră de 3 x 3.

Efectele de filtrare a zgomotului impulsiv (de tip sare şi piper) sunt evidente; valorile
punctelor de zgomot sunt 0 sau 255 şi deci, după ordonare se vor afla la “capetele” şirului
de valori; ieşirea filtrului median, fiind statistica de ordin central, este situată departe
de valorile extreme. În imaginea filtrată median (figura 5.5) se observă totuşi existeņta
unor puncte albe şi negre (puncte de zgomot) ce nu au putut fi eliminate prin filtrare;
spunem că în acele pozi̧tii filtrul a fost străpuns de impulsuri (care deci au ajuns la
ieşirea filtrului). Probabilitatea de străpungere a unui filtru median este dependentă de
procentul de puncte de zgomot din imagine şi de dimensiunea ferestrei de filtrare folosite.
Străpungerea filtrului median se produce atunci când în fereastra de filtrare avem măcar
n+1
2
impulsuri de zgomot de aceeaşi valoare.

O variantă a filtrului median cu fereastră de filtrare pătrată este filtrul median separabil.
Separabilitatea semnifică (ca şi în cazul transformărilor unitare) realizarea opera̧tiei întâi

2Aceasta înseamnă deci că exemplul de construire a semnalului rădăcină prezentat anterior este rea-
lizat pentru un filtru median.
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pe linii, şi apoi pe coloanele imaginii, pe baza unor ferestre de filtrare liniare. Este
evident că rezultatul acestei opera̧tii de filtrare nu coincide cu rezultatul filtrării mediane
cu fereastră pătrată3 (figura 5.6 prezintă rezultatul filtrării mediane separabile cu ferestre
de dimensiune 3 a imaginii cu zgomot impulsiv din figura 5.1; rezultatul filtrării mediane
cu fereastră pătrată 3 x 3 este prezentat în figura 5.5).

Fig. 5.6: Rezultatul filtrării cu un filtru median separabil.

Se remarcă faptul că această structură de filtrare, deşi prezintă avantaje din punctul
de vedere al timpului de calcul necesar, se străpunge mai uşor decât filtrul median cu
fereastră pătrată din care a derivat.

5.1.2 Filtrele de ordine ponderate şi structurile multietaj

Atât filtrele liniare cât şi filtrele de ordine se bazează pe acelaşi principiu al ferestrei
glisante. Prelucrările realizate asupra valorilor selectate de această fereastră de filtrare
sunt evident diferite, dar se poate totuşi remarca faptul că structura de filtrare liniară
permite o flexibilitate mai mare (se pot realiza un număr infinit de filtre liniare pentru o
aceeaşi fereastră de filtrare, prin varierea coeficieņtilor de ponderare). Singurul factor de
reglaj al filtrelor de ordine este ordinul statisticii selectate la ieşire4.

Este evident că ponderarea filtrelor de ordine nu se poate face prin multiplicarea valori-
lor selectate de fereastra de filtrare cu diferi̧ti coeficieņti, aşa ca în cazul filtrelor liniare.

3Filtrul de minim (filtrul de ordine de ordin 1) şi filtrul de maxim (filtrul de ordine de ordin n) sunt
singurele filtre de ordine separabile.

4Zamperoni a propus adaptarea ordinului statisticii folosite ca ieşire a filtrului de ordine prin k =
1
2 +

n

i=1

x(i)−x(1)
x(n)−x(1) .
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Ponderarea are ca scop întărirea influeņtei anumitor pixeli din fereastra de filtrare (de
exemplu pixelul central - curent prelucrat - care ar fi de aşteptat ca să aibă o influeņtă
mai puternică asupra rezultatului filtrării decât vecinii săi). Având în vedere că rezul-
tatul filtrării (deci valoarea unei anumite statistici) este determinată în urma ordonării,
modalitatea de a întări influeņta unei anume valori este de a o repeta de mai multe ori,
crescând astfel probabilitatea de a o regăsi ca statistica de ordin dorit. Aşadar, pondera-
rea filtrelor de ordine se referă la repetarea de un număr fixat de ori a valorilor selectate
de fereastra de filtrare. Muļtimea de valori ce rezultă se numeşte multiset. Ponderile wi
ataşate fiecărei pozi̧tii de filtrare vor fi numere naturale nenule, ce exprimă numărul de
repeti̧tii al valorii corespunzătoare în multiset.

Spre exemplu să considerăm poŗtiunea de imagine selectată de o fereastră de filtrare de

dimensiune 3 x 3, ale cărei valori sunt

 1 3 3
2 2 1
4 3 5

 ; statistica mediană ce corespunde
acestei situa̧tii este 3 (setul ordonat de valori fiind 1, 1, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 5). Dacă considerăm

acum filtrul median ponderat cu masca W =

 1 2 1
2 3 2
1 2 1

, multisetul rezultant este 1,
3, 3, 3, 2, 2, 2, 2, 2, 1, 1, 4, 3, 3, 5 (sau ordonat 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 4, 5)
ceea ce face ca medianul să fie 2 (̧si deci o valoare mai apropiată de valoarea originală din
punctul curent prelucrat). Masca de ponderare W semnifică faptul că valoarea centrală
este repetată de 3 ori, valorile de pe pozi̧tiile vecinilor imedia̧ti (orizontali şi verticali)
sunt repetate de câte 2 ori, iar valorile de pe pozi̧tiile vecinilor de pe diagonală sunt
considerate o singură dată. Filtrul de ordine rezultat se poate scrie ca:

rankk(xi wi) = x(k)

Este evident că multisetul de valori coņtine
n

j=1

wi termeni, şi deci ordinul statisticii

maxime este
n

j=1

wi, iar ordinul statisticii mediane este 1
2

n

j=1

wi + 1 (presupunând un

număr impar de valori în multiset). Un caz particular destul de des utilizat este acela al
filtrelor de ordine central ponderate, în care to̧ti coeficieņtii de ponderare (repeti̧tie) sunt
1, cu excep̧tia coeficientului ce corespunde pixelului curent prelucrat, ce are o valoare mai
mare ca 1.

Structurile multietaj grupează câteva filtre de ordine (median, minim, maxim) aplicate
succesiv, cu ferestre de filtrare diferite. Cele mai răspândite structuri sunt cele de tip
median multietaj (median din median pe orizontală, median pe verticală şi valoarea
curentă), reprezentat în figura 5.8 şi max/min-median (maxim sau minim din medianele
pe verticală, orizontală şi cele două diagonale ale ferestrei de filtrare pătrate centrate în
punctul curent prelucrat), reprezentat în figura 5.7.
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Fig. 5.7: Structră multietaj de tip max / min - median, bazată pe o fereastră de filtrare
de dimensiune 3.

Fig. 5.8: Structură de filtrare de tip median - median, bazată pe o fereastră de filtrare
pătrată de dimensiune 3.
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5.2 Filtre de ordine de domeniu

Filtrele de ordine de domeniu (filtre LUM — Lower-Upper-Middle [18]) introduc o posi-
bilitate de adaptare şi reglare a filtrelor de ordine.

Valoarea y de ieşire a filtrului LUM de netezire este definită ca:

y =

 x(k), dacă x∗ < x(k)
x(n−k+1), dacă x∗ > x(n−k+1)
x∗, în rest

(5.12)

unde x∗ este valoarea ce corespunde originii ferestrei de filtrare cu n pozi̧tii, iar k este
parametrul de reglaj al filtrului. Valoarea k este un întreg din intervalul [0; n+1

2
]; dacă

k = 0 filtrul de comportă ca un filtru trece tot (y = x∗), iar dacă k = n+1
2
, filtrul este un

filtru median (y = x(n+1
2
)).

Valoarea y de ieşire a filtrului LUM de conturare este definită ca:

y =

 x(l), dacă x(l) < x∗ <
x(l)+x(n−l+1)

2

x(n−l+1), dacă
x(l)+x(n−l+1)

2
< x∗ < x(n−l+1)

x∗, în rest
(5.13)

unde x∗ este valoarea ce corespunde originii ferestrei de filtrare cu n pozi̧tii, iar l este
parametrul de reglaj al filtrului. Valoarea k este un întreg din intervalul [0; n+1

2
]; dacă

l = 0 filtrul de comportă ca un filtru de reliefare extremă, iar dacă l = n+1
2
, filtrul este

un filtru trece tot (y = x∗).

5.3 L-filtre

L-filtrele [12] au fost introduse din doriņta de a oferi o mai mare flexibilitate opera̧tiilor
de filtrare neliniară bazate pe ordonare; pasul firesc de dezvoltare a fost combinarea
tuturor statisticilor de ordine în valoarea de la ieşirea filtrului. Ieşirea unui L-filtru este
o combina̧tie liniară a statisticilor de ordine:

L({x1, x2, ..., xn}) =
n

i=1

wix(i) (5.14)

Este evident că prin varierea coeficieņtilor wi se pot ob̧tine diferite filtre, inclusiv filtrele
de ordine (un singur coeficient egal cu 1, iar restul nuli). Coeficieņtii celor mai uzuale
L-filtre sunt prezenta̧ti în tabelul 5.1
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Filtru Coeficieņti
Filtru de ordine de ordin k, rankk ak = 1, ai = 0, i = k
Filtru de mediere aritmetică ai = 1/n
Filtru de mijloc a1 = an = 0.5, ai = 0, i /∈ {1, n}
Filtru de cvasi-mijloc ak = an+1−k = 0.5, ai = 0, i /∈ {k, n+ 1− k}
Medie α-reglabilă ak = 1/n(1− 2α), i ∈ [αn+ 1;n− αn]

ai = 0, i /∈ [αn+ 1;n− αn]

Tabel 5.1: Coeficieņtii celor mai uzuale L-filtre.

Se poate demonstra cu uşuriņtă că coeficieņtii L-filtrelor trebuie să îndeplinească aceleaşi
condi̧tii de normare ca şi coeficieņtii filtrelor liniare: să aibă suma 1 pentru un filtru de
netezire (conform (3.8)) şi suma 0 pentru un filtru de reliefare (conform (3.9)). Toate
filtrele prezentate în tabelul 5.1 sunt deci filtre de netezire, al căror scop este mărirea
uniformită̧tii regiunilor imaginii prin eliminarea diferitelor zgomote suprapuse acesteia.
Tabelul 5.2 prezintă filtrele cele mai potrivite pentru eliminarea diferitelor tipuri de zgo-
mote.

Tip zgomot Filtru
impulsiv (sare şi piper) filtru de ordine (median, maxim, minim)
gaussian filtru de mediere aritmetică
impulsiv + gaussian filtru de tip medie α-reglabilă
uniform filtru de mijloc

Tabel 5.2: L-filtre utilizate pentru reducerea diferitelor tipuri de zgomote.

Un exemplu de filtru de reliefare (cu comportare derivativă, care să satisfacă deci (3.9))
este gradientul morfologic — difereņta între valoarea maximă şi minimă din fereastra de
filtrare curentă:

grad{x1, x2, ..., xn} = x(n) − x(1)
Folosirea unui asemenea operator produce o imagine în care valoarea fiecărui pixel este
invers propoŗtională cu gradul de uniformitate (netezime) al vecinătă̧tii acestuia (vezi
figura 5.9).

5.4 Aspecte de implementare

Implementarea filtrelor neliniare de ordine sau a L-filtrelor urmează aceleaşi principii
ca şi oricare tehnică de tip fereastră glisantă (ca filtrarea liniară) în ceea ce priveşte
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Fig. 5.9: Operatorul gradient morfologic aplicat imaginii filtrate din figura 5.5.

problemele legate de realizarea formei ferestrei de filtrare şi efectele de margine. Ceea ce
este particular filtrelor din această categorie este etapa de ordonare a valorilor selectate
de fereastra de filtrare în fiecare pozi̧tie.

În teoria algoritmilor au fost dezvolta̧ti numeroşi algoritmi de sortare (ordonare crescă-
toare), a căror complexitate de calcul variază de la O(n2) (bubble sort, sortare prin deter-
minare succesivă de extreme), O(n log n) (sortare prin interclasare sau inseŗtie) până la
O(n) (pentru determinare doar a extremelor şi a statisticii mediane). Trebuie însă remar-
cat că o metodă de sortare de complexitate O(n2) nu este neapărat mai neeficientă decât
o metodă de sortare O(n): complexitatea unui algoritm exprimă comportarea asimpto-
tică a numărului de opera̧tii necesare, în condi̧tiile în care dimensiunea caracteristică n a
setului de date ce se prelucrează este foarte mare (la limită n −→∞). Sortările folosite în
implementarea filtrelor neliniare de ordine prelucrează seturi mici de date (să nu uităm că
rareori o fereastră de filtrare depăşeşte dimensiunea de 25 de pixeli), şi deci complexitatea
O() nu este un criteriu valid de alegere a unui algoritm de sortare.

Codul Matlab ce urmează implementează un L-filtru cu o fereastră pătrată de dimensiune
3 x 3, centrată; ponderile filtrului sunt stocate în vectorul w (1 linie, 9 coloane, prima
pozi̧tie corespunzând coeficientului statisticii minime). L-filtrul este aplicat imaginii in
(de dimensiuni nrlin şi nrcol); efectele de margine sunt evitate prin neprelucrarea primei
şi ultimei linii, respectiv coloane a imaginii. Rezultatul este înscris în imaginea out.

[nrlin,nrcol]=size(in);
out=in;
for i=2:nrlin-1
for j=2:nrcol-1
temp=in(i-1:i+1,j-1:j+1);
temp=sort(temp(:));
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out(i,j)=fix(w*temp);
end
end

Se remarcă folosirea funçtiei standard sort ce realizează opera̧tia de ordonare crescătoare
a valorilor; ieşirea L-filtrului este produsul scalar al vectorului de coeficieņti ai filtrului
cu vectorul statisticilor de ordine.

În cele ce urmează vom considera un exemplu de implementare a unui filtru cu ordonare
după rang relizat cu o fereastră centrată de 3 x 3 pixeli, pentru filtrarea unei imagini
cu NRLIN linii şi NRCOL coloane; prima şi ultima linie şi coloană sunt identice cu cele
din imaginea ce se filtrează (remarca̧ti buclele for de alocare a spa̧tiului pentru imaginea
filtrată şi ini̧tializarea valorilor acesteia).

unsigned char temp[9],dummy;
boolean sortat;
img_out=(int**)malloc(NRLIN*sizeof(int*));
for (i=0;i<NRLIN;i++)
img_out[i]=(int*)malloc(NRCOL*sizeof(int));

for (i=0;i<NRCOL;i++)
{ img_out[0][i]=img[0][i];
img_out[NRLIN-1][i]=img[NRLIN-1][i];}

for (i=0;i<NRLIN;i++)
{ img_out[i][0]=img[i][0];
img_out[i][NRCOL-1]=img[i][NRCOL-1];}

for (i=1;i<NRLIN-1;i++)
for (j=1;j<NRCOL-1;j++)
{ for (k=0;k<9;k++)

temp[k]=img[i-1+k/3][j-1+k%3];
sortat=false;
while (! sortat) do
{ sortat=true;

for (k=0;k<8;k++)
if (temp[k]>temp[k+1])then
{ dummy=temp[k+1];
temp[k+1]=temp[k];
temp[k]=dummy;
sortat=false;
}

}
img_out[i][j]=temp[5];

}
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Valorile selectate de fereastra de filtrare sunt stocate în vectorul de 9 pozi̧tii temp. Citirea
acestor valori se face printr-un ciclu, bazându-se pe introducerea unei rela̧tii de echivaleņtă
între ordinea de baleiaj a ferestrei şi pozi̧tia valorilor în vector (economia nu este de timp
de execu̧tie ci de timp de scriere a codului). Această alocare este echivalentă cu liniile de
cod:

temp[0]=img[i-1][j-1];temp[1]=img[i-1][j];
temp[2]=img[i-1][j+1];temp[3]=img[i][j-1];
temp[4]=img[i][j];temp[5]=img[i][j+1];
temp[6]=img[i+1][j-1];temp[7]=img[i+1][j];
temp[8]=img[i+1][j+1];

Sortarea implementată este de tip bubble sort; fiecare pozi̧tie a vectorului ce coņtine
valorile extrase de fereastra de filtrare este comparată cu pozi̧tia următoare, iar dacă
ordinea crescătoare nu este respectată, cele două valori sunt interschimbate; indicatorul
sortat indică efectuarea a măcar unei interschimbări, şi deci necesitatea reluării verificării
ordinii. Filtrul de ordine folosit este medianul (se preia în imaginea rezultat statistica de
ordine cu numărul 5, deci statistica mediană).

Structura de program folosită anterior realizează ordonarea vectorului de valori pentru
fiecare pozi̧tie a ferestrei de filtrare; o serioasă economie de timp se poate realiza dacă se
ţine seama că la mutarea ferestrei de filtrare de la un pixel al imaginii la un pixel vecin
acestuia, se modifică un număr relativ mic de valori (restul rămânând neschimbate).
Aceasta poate conduce la ideea păstrării unei păŗti a setului de valori ordonate, în care
să se intercaleze valorile noi.

O altă variantă de determinare a statisticilor de ordine se bazează pe folosirea histogramei
valorilor din fereastra de filtrare. Histograma (2.10) reprezintă numărul de puncte ce au
o anumită valoare şi este echivalentă cu funçtia de densitate de probabilitate a unei
variabile aleatoare. Pentru aceeaşi varibilă aleatoare există însă şi funçtia de reparti̧tie —
primitiva funçtiei de densitate de probabilitate; aşadar putem asocia oricărei histograme
h o histogramă cumulativă (5.15):

H(i) =

i

j=0

h(j), cu i = 0, 1, ..., L− 1 (5.15)

Histograma cumulativă în punctul i va reprezenta deci numărul de puncte (pixeli) a
căror valoare (nivel de gri) este mai mică decât i. Determinarea valorii statisticilor de
ordine pentru un set de valori pe baza histogramei acestora este imediată. Să considerăm
următorul exemplu: setul de valori selectate de fereastra de filtrare este {1, 2, 3, 3,
4, 0, 1, 1, 2, 1, 1, 0, 0, 1, 2, 7, 7, 6, 0, 1, 6, 6, 5, 5, 0}(valori din intervalul 0—7).
Histograma acestui set este h = 5 7 3 2 1 2 3 2 iar histograma cumulativă
este H = 5 12 15 17 18 20 23 25 . Atunci statisticile de ordine de ordin 1—5
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(H(0)) au valoarea 0, statisticile de ordine de ordin 6 (H(0)+1) — 12 (H(1)) au valoarea
1, statisticile de ordine de ordin 13 (H(1) + 1) — 15 (H(2)) au valoarea 2, statisticile de
ordine de ordin 16 (H(2) + 1) — 17 (H(3)) au valoarea 3, statistica de ordine de ordin 18
(H(3)+1 = H(4)) are valoarea 4, statisticile de ordine de ordin 19 (H(4)+1) — 20 (H(5))
au valoarea 5, statisticile de ordine de ordin 21 (H(5) + 1) — 23 (H(6)) au valoarea 6,
statisticile de ordine de ordin 24 (H(6)+ 1) — 25 (H(7)) au valoarea 7. Regula de decizie
generală este: statisticile de ordine de ordin H(j − 1) + 1 până la H(j) au valoarea j, cu
j = 0, 1, 2, ..., L− 1 şi H(−1) = 0.
Deci, pentru o statistică oarecare de ordin r, trebuie identificat numărul j astfel ca:

H(j − 1) + 1 r H(j) (5.16)

Problemele ce apar la o asemenea implementare sunt legate în primul rând de timpul de
determinare a numărului j ce satisface (5.16), timp ce este direct propoŗtional cu numărul
de nivele de gri din imagine (̧si deci lungimea vectorului histogramă sau histogramă
cumulativă). Se poate însă observa că histograma într-o fereastră de filtrarea va selecta
relativ pu̧tine valori diferite, şi atunci histograma va fi un vector rar (sparse), cu multe
intrări nule, iar histograma cumulativă va avea, corespunzător, multe poŗtiuni constante.
În aceste condi̧tii, o reprezentare mai eficientă (atât ca memorie ocupată, cât şi ca timp de
căutare) este memorarea doar a tranzi̧tiilor (pozi̧tie, valoare) din histograma cumulativă,
adică doar memorarea histogramei.
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Capitolul 6

ELEMENTE DE MORFOLOGIE
MATEMATICĂ

În mod tradi̧tional, prelucrarea semnalelor multidimensionale (̧si a imaginilor în particu-
lar) a fost bazată pe exploatarea conceptelor şi teoriei sistemelor liniare şi a transformatei
Fourier ([9], [2]). Deşi aceste abordări clasice sunt justificate şi dau rezultate în multe
cazuri, aplicarea lor este limitată de problema fundamentală impusă de semnalele de
tip imagine: modul de reprezentare a formei sau structurii geometrice existente într-un
semnal.

Morfologia matematică, dupa cum indică şi numele (morphos — formă, logos — ştiiņtă, deci
ştiiņta formelor), realizează o abordare axată pe formă a prelucrării imaginilor. Folosită
corespunzător, morfologia matematică conduce la prelucrări ce simplifică structura ima-
ginii, păstrând caracteristicile eseņtiale de formă şi eliminând irelevaņtele.

Ideea de bază a oricărei prelucrări morfologice este considerarea imaginii ca un ansamblu
(muļtime, reuniune de păŗti) asupra căruia se aplică transformări a căror eseņtă este
compara̧tia cu muļtimi (ansambluri) mai simple, numite elemente structurante. Scopul
acestor transformări este extragerea de forme mai simple din formele ini̧tiale (complexe)
ale imaginii.

Morfologia matematică este utilizată ca o abordare naturală a proceselor de vedere ar-
tificială, deoarece trăsăturile şi respectiv identificarea obiectelor sunt corelate cu forma.
Principalele aplica̧tii sunt în domeniile roboticii, microscopiei electronice, imagisticii bio-
medicale, telemetriei, inspeçtiei automate a produselor, analizei de scenă. Aplica̧tiile
industriale sunt impulsionate şi de continua dezvoltare şi îmbunatatire a arhitecturilor
de calcul ce implementează transformări morfologice.
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6.1 Transformări morfologice de bază

6.1.1 Transformarea Hit or Miss

Transformarea Hit or Miss a fost introdusă în [14] şi reprezintă poate cea mai primară
şi evidentă exemplificare a conceptului de studiu al formei. Orice formă poate fi consi-
derată ca o reuniune de componente (blocuri, regiuni, scheme) individuale independente,
plasate în diverse pozi̧tii; a recunoaşte forma implică identificarea locală a păŗtilor sale
componente şi deci o opera̧tie simplă de potrivire de măşti (pattern matching).

Rezultatul aplicării acestei transformări de identificare (numită uneori şi transformarea
“totul sau nimic”) este o muļtime ale cărei puncte satisfac criteriul de identificare a unei
vecinătă̧ti cu masca aplicată.

Transformarea Hit or Miss se defineşte pe baza unei parti̧tii (B1, B2) a elementului
structurant B: B = B1 ∪ B2 şi B1 ∩B2 = ∅ ca:

A B = {x|(B1)x ⊆ A} ∩ {x|(B2)x ⊆ AC} (6.1)

În (6.1) A este muļtimea căreia i se aplică transformarea, AC este complementara muļtimii
A, B este elementul structurant şi (Bi)x este muļtimea Bi translatată cu vectorul x.
Trebuie remarcat faptul că oricărui element structurant trebuie să i se ataşeze o origine.
Figura 6.1 prezintă o exemplificare a transformării Hit or Miss.

Se poate observa că această transformare produce ca rezultat o muļtime de puncte ce
satisfac concomitent un set de condi̧tii de tipul (Bi)x ⊆ Ai, unde {Ai} formează o parti̧tie
a spa̧tiului.

Este evident că {A,AC} formează o parti̧tie, dar aceasta nu este singura posibilă. Anu-
mite aplica̧tii practice pot impune însă situa̧tii mai complexe, a căror rezolvare depăşeşte
cadrul morfologiei binare [14]. Astfel se pot cita aşa numitele “cazuri”: cazul petrografic
(provenit din analiza hidrocarburilor şi a mineralelor), în care p componente împart exact
spa̧tiul (fără a lăsa locuri libere) şi cazul geografic, în care p componente nu ocupă în-
treg spa̧tiul şi se pot întrepătrunde (cazul zonelor de pădure cu diferite specii de copaci).
Figura 6.2 prezintă o astfel de transformare.

Transformarea Hit or Miss, în forma prezentată, prezintă un interes mai mult teoretic,
datorită situării sale la baza construçtiei morfologiei matematice. Se va arăta însă că este
posibilă exprimarea acesteia şi în funçtie de transformările morfologice fundamentale larg
utilizate (erodarea şi dilatarea).
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Fig. 6.1: Exemplificare a transformării de identificare a configura̧tiilor locale (Hit or
Miss); în particular exemplul prezintă determinarea punctelor de tip “coļt dreapta-jos”.

Fig. 6.2: Exemplu de transformare Hit or Miss extinsă pentru o parti̧tie cu trei muļtimi
a spa̧tiului imaginii.
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6.1.2 Erodarea morfologică

Erodarea morfologică a muļtimii A prin elementul structurant B se defineşte ca muļtimea
punctelor (elementelor) cu care se poate translata elementul structurant astfel încât acesta
să fie inclus în muļtimea de prelucrat A:

A B = {x|Bx ⊆ A} (6.2)

Erodare morfologică a muļtimii A este transformata Hit or Miss a muļtimii cu un element
structurant B = B1 (B2 = ∅):

A B = {x|(B1)x ⊆ A} ∩ {x|(∅)x ⊆ AC} = {x|(B)x ⊆ A}

Această rela̧tie de defini̧tie se mai poate exprima ca:

A B = {x|Bx ⊆ A} = {x|∀b ∈ B, ∃a ∈ A astfel încât b+ x = a} = (6.3)

= {x|∀b ∈ B, ∃a ∈ A astfel încât x = a− b} =
b∈B

A−b =
b∈BS

Ab (6.4)

Figura 6.3 prezintă rezultatul erodării unor muļtimi discrete, iar figura 6.4 prezintă rezul-
tatul erodării unor muļtimi continue.

Fig. 6.3: Exemple de erodare a unor muļtimi discrete cu diferite elemente structurante,
ce î̧si coņtin (sau nu) originea.
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Fig. 6.4: Rezultatul erodării unor muļtimi continue cu un element structurant de tip disc
(originea elementului structurant este centrul discului).

6.1.3 Dilatarea morfologică

Dilatarea morfologică a muļtimii A cu elementul structurant B se defineşte ca muļtimea
punctelor (elementelor) cu care se poate translata elementul structurant astfel încât acesta
să aibă puncte comune cu muļtimea de prelucrat A:

A⊕B = {x|Bx ∩A = ∅} (6.5)

Erodare morfologică a muļtimiiA este complementara transformatei Hit or Miss a muļtimii
cu un element structurant B = B2 (B1 = ∅):

(A⊕B)C = {x|(B1)x ⊆ A}∩{x|(B2)x ⊆ AC} = {x|(∅)x ⊆ A}∩{x|(B2)x ⊆ AC} = {x|(B)x ⊆ AC}

A⊕B = {x|(B)x ⊆ AC}C = {x|(B)x AC} = {x|Bx ∩ A = ∅}

Rela̧tia de defini̧tie mai poate fi exprimată şi ca:

A⊕B = {x|Bx ∩A = ∅} = {x|∃b ∈ B, ∃a ∈ A astfel încât b+ x = a} = (6.6)

= {x|∃b ∈ B, ∃a ∈ A astfel încât x = a− b} =
b∈B

A−b =
b∈BS

Ab (6.7)

Figura 6.5 prezintă rezultatul erodării unor muļtimi discrete, iar figura 6.6 prezintă rezul-
tatul dilatării unor muļtimi continue.
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Fig. 6.5: Exemple de dilatare a unor muļtimi discrete cu diferite elemente structurante,
ce î̧si coņtin (sau nu) originea.

Fig. 6.6: Rezultatul dilatării unor muļtimi continue cu un element structurant de tip disc
(originea elementului structurant este centrul discului).
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6.1.4 Proprietă̧tile erodării şi dilatării

Se observă că, în general, efectul opera̧tiei de dilatare este de a mări obiectul; acesta creşte,
“se umflă”, corespunzător formei şi dimensiunii elementului structurant. Efectul erodării
este, după cum am văzut, o micşorare a obiectului. Modificarea dimensiunii obiectu-
lui este strict determinată de forma elementului structurant: un element structurant
simetric (disc, segment de dreaptă centrat în origine) provoacă o modificare simetrică
a dimensiunilor; dacă elementul structurant nu este simetric, efectele se vor manifesta
asupra obiectului pe direçtia elementului structurant şi în sens contrar acestuia. Efectele
erodării şi dilatării vor fi discutate în continuare, pe baza proprietă̧tilor matematice ale
acestora.

Dilatarea şi erodarea formează o pereche de opera̧tii duale:

(A⊕B)C = AC B şi (A B)C = AC ⊕B (6.8)

Demonstra̧tia este imediată:

A⊕B = {x|Bx ∩ A = ∅}, de unde rezultă
(AC ⊕B)C = {x|Bx ∩AC = ∅}C = {x|Bx ∩AC = ∅} = {x|Bx ⊆ A} = A B (6.9)

şi A B = {x|Bx ⊆ A} de unde rezultă
(AC B)C = {x|Bx ⊆ AC}C = {x|Bx AC} = {x|Bx ∩ A = ∅} = A⊕B (6.10)

Interpretarea dualită̧tii ca ob̧tinerea aceloraşi efecte, dar asupra unor muļtimi comple-
mentare, este corectă: dacă dilatarea va mări obiectul (muļtimea), aceasta înseamnă că
va micşora în acelaşi timp fundalul (complementara muļtimii), deci va fi echivalentă cu o
erodare a fundalului. Dacă erodarea micşorează obiectul (muļtimea), aceasta înseamnă
o mărire simultană a fundalului (complementara muļtimii), deci o dilatare a acestuia.

Un caz particular ce poate apare este acela al elementelor structurante ce nu coņtin
originea. Folosind un asemenea element structurant, rezultatele opera̧tiilor morfologice
vor fi “translatate” fa̧tă de pozi̧tia la care ar fi fost de aşteptat să apară.

Legătura între transla̧tia elementului structurant (faptul că acesta nu coņtine originea
poate fi interpretat ca o deplasare) sau a muļtimii (obiectului) care se prelucrează şi
deplasarea rezultatului opera̧tiilor morfologice este dat de proprietă̧tile de invariaņtă la
transla̧tie:

At ⊕B = (A⊕B)t şi At B = (A B)t (6.11)

A⊕Bt = (A⊕B)−t şi A Bt = (A B)−t (6.12)
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Aceste proprietă̧ti de invariaņtă la transla̧tie (transla̧tia obiectului şi transla̧tia elementu-
lui structurant) pot avea mai multe interpretări. În primul rând, invariaņta la transla̧tie
asigură faptul că forma rezultată prin dilatarea sau erodarea unei muļtimi este aceeaşi,
indiferent de pozi̧tia muļtimii prelucrate. În al doilea rând, rela̧tiile enuņtate asigură su-
ficieņta considerării doar a elementelor structurante ce coņtin originea; un element struc-
turant ce nu coņtine originea poate fi ob̧tinut prin transla̧tie dintr-un element structurant
ce coņtine originea; muļtimea (forma) rezultată în urma prelucrării va trebui translatată
în sens opus elementului structurant.

În acelaşi grup de proprietă̧ti de invariaņtă a opera̧tiilor morfologice se încadrează şi
invariaņta la scalare (omotetie). Dacă λ este parametrul nenul de scalare, atunci:

1

λ
(λA⊕B) = A⊕ 1

λ
B şi

1

λ
(λA B) = A

1

λ
B (6.13)

Într-adevăr,

1

λ
(λA⊕B) = 1

λ
(λA+BS) =

1

λ
{x|x = λa−b, a ∈ A,b ∈ B} = {x|x = a−1

λ
b, a ∈ A,b ∈ B} =

= A+
1

λ
BS = A⊕ 1

λ
B

1

λ
(λA B) =

1

λ
(λAC ⊕B)C = (1

λ
(λAC ⊕B))C = (AC ⊕ 1

λ
B)C = A

1

λ
B

Rela̧tiile de invariaņtă la scalare afirmă că rezultatul unei transformări morfologice apli-
cate unei versiuni scalate a formei A este identic cu aceeaşi scalare aplicată rezultatului
transformării morfologice a formei A prin acelaşi element structurant scalat invers.

Proprietă̧tile de monotonie a unei transformări nu pot fi neglijate la descrierea acesteia.
Atât dilatarea cât şi erodarea sunt crescătoare fa̧tă de muļtimea ce se prelucrează (forma):
dacă A1 ⊆ A2, atunci

A1 ⊕B ⊆ A2 ⊕B şi A1 B ⊆ A2 B (6.14)

Monotonia fa̧tă de elementul structurant folosit este diferită: dilatarea este crescătoare,
iar erodarea este descrescătoare: dacă B1 ⊆ B2, atunci:

A⊕B1 ⊆ A⊕B2 şi A B2 ⊆ A B1 (6.15)

Aceste proprietă̧ti subliniază corectitudinea interpretării dilatării ca o adăugare, ca o
îngroşare, iar a erodării ca o sub̧tiere; grosimea stratului adăugat sau îndepărtat este
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dată de elementul structurant. Deci cu cât elementul structurant este mai mare, cu atât
corpul se va mări mai mult în urma dilatării sau se va micşora mai mult în urma erodării.

În general, dilatarea este extensivă, adică:

A ⊆ A⊕B. (6.16)

O condi̧tie suficientă pentru ca această proprietate să fie adevărată este ca elementul
structurant să coņtină originea, {0n} ∈ B. Atunci

A⊕B =
b∈BS

Ab = A ∪ (
b∈BS−{0n}

Ab) ⊇ A (6.17)

Condi̧tia ca elementul structurant să coņtină originea nu este însă şi o condi̧tie necesară
(a se vedea figura 6.7).

Fig. 6.7: Deşi elementul structurant nu î̧si coņtine originea, rezultatul dilatării include
forma originală.

În general erodarea este antiextensivă, adică:

A B ⊆ A (6.18)

O condi̧tie suficientă pentru ca această proprietate să fie adevărată este ca elementul
structurant să coņtină originea, {0n} ∈ B. Atunci

A B =
b∈BS

Ab = A ∩ (
b∈BS−{0n}

Ab) ⊆ A (6.19)

Condi̧tia ca elementul structurant să coņtină originea nu este însă şi o condi̧tie necesară
(a se vedea figura 6.8).
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Fig. 6.8: Deşi elementul structurant nu î̧si coņtine originea, rezultatul erodării este inclus
în muļtimea ini̧tială.

Dilatarea este pseudocomutativă, proprietate care se exprimă ca

A⊕B = (B ⊕A)S (6.20)

A⊕B = A+BS = (AS +B)S = (B +AS) = (B ⊕A)S (6.21)

Proprietatea de asociativitate a dilatării se scrie ca

A⊕ (B ⊕ C) = (A⊕B)⊕ CS (6.22)

Într-adevăr:

A⊕(B⊕C) = A+(B⊕C)S = A+(B+CS)S = A+BS+C = (A⊕B)+C = (A⊕B)⊕CS
(6.23)

Erodarea nu este nici comutativă (sau pseudocomutativă) şi nici asociativă. Mai mult,
“asociativitatea” erodării se scrie ca:

(A B) C = A (B ⊕ C) (6.24)

Într-adevăr:

(A B) C = ((A B)C⊕C)C = ((AC⊕B)⊕C)C = (AC⊕(B⊕C))C = A (B⊕C) (6.25)

Proprietă̧tile de asociativitate ale dilatării şi erodării pot fi interpretate şi ca o “de-
scompunere” a elementului structurant; dacă un element structurant poate fi considerat
ca descompus prin dilatare în X = B ⊕ C, atunci opera̧tia morfologică efectuată prin
elementul structurant respectiv este echivalentă cu opera̧tiile morfologice prin “păŗtile”
descompunerii elementului structurant, efectuate succesiv, adică:
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A⊕X = (A⊕B)⊕ CS şi A X = (A B) C

Dilatarea şi erodarea sunt transformări (opera̧tii) ce nu păstrează numărul de conexită̧ti
(numărul de obiecte). Rezultatul unei erodări poate fi o muļtime vidă (dacă elementul
structurant nu poate fi inclus în formă pentru nici o pozi̧tie) sau mai multe forme (com-
ponente conexe). Rezultatul dilatării unei muļtimi formate din mai multe componente
conexe poate fi o singură componentă conexă; “găurile” coņtinute într-o formă pot fi
umplute.

Aceste proprietă̧ti ale erodării şi dilatării sunt fundamentul folosirii practice a acestora:
prin erodare se pot elimina dintr-o muļtime componentele conexe ce sunt mai mici decât
elementul structurant folosit (sau sunt mult diferite de acesta din punctul de vedere al
formei) - aplica̧tiile ce ar putea folosi o asemenea comportare sunt separarea obiectelor
după formă şi dimensiune şi eliminarea zgomotului suprapus scenei. Prin dilatare se
pot grupa într-o singură entitate obiecte apropiate şi se pot umple golurile înglobate în
obiecte.

Dilatarea şi erodarea nu sunt opera̧tii inversabile (nu admit o transformare inversă). Cu
atât mai mult, dilatarea nu este inversa erodării şi erodarea nu este inversa dilatării;
exemplele prezentate în figurile 6.9 şi 6.10 ilustrează această afirma̧tie.

(A B)⊕B = A şi (A⊕B) B = A (6.26)

O altă categorie de proprietă̧ti se referă la distributivitatea opera̧tiilor morfologice fa̧tă
de opera̧tiile cu muļtimi. Pentru dilatare avem:

(A ∪ B)⊕ C = (A⊕ C) ∪ (B ⊕ C) (6.27)

(A⊕C)∪ (B⊕C) = (
c∈CS

Ac)∪(
c∈CS

Bc) = (
c∈CS

Ac∪Bc) =
c∈CS

(A∪B)c = (A∪B)⊕C

A⊕ (B ∪ C) = (A⊕B) ∪ (A⊕ C) (6.28)

(A⊕B)∪ (A⊕C) = (A+BS)∪ (A+CS) = (BS+A)∪ (CS+A) = (
a∈A

BSa )∪ (
a∈A

CSa ) =

=
a∈A
(BSa ∪ CSa ) =

a∈A
(B ∪ C)Sa = (B ∪ C)S +A = A+ (B ∪ C)S = A⊕ (B ∪ C)
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Fig. 6.9: Dilatarea şi erodarea nu sunt transformări inverse una alteia; ilustrare pentru
muļtimi discrete.

Fig. 6.10: Dilatarea şi erodarea nu sunt transformări inverse una alteia; ilustrare pentru
muļtimi continue.
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Această din urmă rela̧tie poate fi interpretată şi ca o descompunere prin reuniune a
elementului structurant X = B ∪ C, caz în care opera̧tia morfologică efectuată prin
elementul structurant respectiv este echivalentă cu opera̧tiile morfologice prin “păŗtile”
descompunerii elementului structurant, efectuate succesiv, adică:

A⊕X = (A⊕B) ∪ (A⊕ C) (6.29)

Erodarea are proprietă̧ti asemănătoare dilatării fa̧tă de interseçtia muļtimilor:

A (B ∪ C) = (A B) ∩ (A C) (6.30)

(A B) ∩ (A C) = (
t∈BS

At) ∩ (
t∈CS

At) =
t∈BS∪CS

At =
t∈(B∪C)S

At = A (B ∪ C)

(A ∩ B) C = (A C) ∩ (B C)

(A C)∩ (B C) = (
c∈CS

Ac)∩ (
c∈CS

Bc) =
c∈CS

(Ac∩Bc) =
c∈CS

(A∩B)c = (A∩B) C

Înrudite cu proprietă̧tile de distributivitate deja enuņtate, există o serie de inegalită̧ti
(rela̧tii de incluziune) de aceeaşi natură:

A⊕ (B ∩ C) ⊆ (A⊕B) ∩ (A⊕ C) şi (B ∩ C)⊕ A ⊆ (B ⊕ A) ∩ (C ⊕A)
A (B ∩ C) ⊇ (A B) ∪ (A C) şi (B ∩ C) A ⊇ (B A) ∩ (C A)

Această tratare [aproape] exhaustivă a proprietă̧tilor opera̧tiilor morfologice de bază (di-
latare, erodare) se regăseşte în majoritatea monografiilor de morfologie matematică, ca de
exemplu în [14], [7]. Deşi, în eseņtă, proprietă̧tile tratate sunt aceleaşi, se impun câteva
precizări.

Nota̧tiile introduse în acest text sunt diferite pentru opera̧tiile Minkowski (adunare + şi
scădere −) şi pentru opera̧tiile morfologice (dilatare ⊕ şi erodare ). Legătura dintre
aceste opera̧tii este dată de:

A⊕B = A+BS şi A B = A−BS (6.31)
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În majoritatea lucrărilor de morfologie însă, nu se face nici o distinçtie de nota̧tie între
aceste opera̧tii, ceea ce poate genera confuzii. Chiar în condi̧tiile păstrării aceloraşi no-
ta̧tii, există abordări diferite privind definirea opera̧tiilor morfologice. În [7] dilatarea şi
erodarea sunt identice cu adunarea, respectiv scăderea Minkowski (deci fără simetrizarea
elementului structurant). Avantajul unei asemenea formalizări este existeņta propri-
etă̧tilor de comutativitate şi asociativitate a dilatării (determinate direct de comutativi-
tatea şi asociativitatea adunării Minkowski). În plus, rezultatul dilatării este o “creştere”
a formei pe direçtia şi în sensul elementului structurant folosit.

Dezavantajul acestei abordări este acela că trebuie redefinit conceptul de dualitate 6.8
(dacă se doreşte păstrarea proprietă̧tii fundamentale de dualitate a dilatării şi erodării),
după cum urmează:

Dual(Op(A,B))|B parametru = (Op(A
C , BS))C (6.32)

În [14] este preferată definirea dilatării unei muļtimi ca adunarea Minkowski a muļtimii
cu elementul structurant simetrizat.

6.1.5 Aspecte de implementare

Din punct de vedere practic (al implementării), elementul structurant poate fi interpretat
analog suportului ferestrei de filtrare folosită pentru orice opera̧tie bazată pe principiul
ferestrei glisante: cu valorile selectate din imagine “se face ceva”. Va trebui însă introdus
un mecanism de specificare a formei ferestrei de filtrare (elementului structurant) care
să permită modificarea relativ simplă a acesteia (puterea morfologiei matematice constă
în alegerea a diferite tipuri de elemente structurante optime unei anumite prelucrări).
Conveņtia de reprezentare a imaginilor binare este de a avea asociate valori nule punctelor
de fundal şi valori pozitive (1 sau 255) punctelor obiect1. În aceste condi̧tii, putem găsi
o echivaleņtă intuitivă simplă opera̧tiilor morfologice de erodare şi dilatare. Rezultatul
opera̧tiei de erodare într-un pixel este nenul dacă şi numai dacă elementul structurant
plasat cu originea în acel punct este inclus în forma de prelucrat, şi deci, dacă şi numai
dacă toate valorile selectate de elementul structurant sunt nenule; aceasta înseamnă că
putem implementa opera̧tia de erodare printr-o opera̧tie de minim. Rezultatul opera̧tiei
de dilatare într-un pixel este nul dacă şi numai dacă elementul structurant plasat cu
originea în acel punct nu are nici un punct comun cu forma de prelucrat, şi deci, dacă şi
numai dacă toate valorile selectate de elementul structurant sunt nule; aceasta înseamnă
că putem implementa opera̧tia de dilatare printr-o opera̧tie de maxim. În cele ce urmează
prezentăm codul pentru opera̧tia de erodare.

# define SIZE_MAX_ES=16;

1Reprezentarea grafică a acestei imagini, realizată cu tabela de nivele de gri normală va afişa deci
obiecte albe pe un fundal negru.

84



int min,min_i,max_i,min_j,max_j;
integer es[SIZE_MAX_ES][2];
min_i=0;max_i=0,min_j=0,max_j=0;
for (k=0;k<dim_es;k++) {
if (min_i > es[k][1])
min_i=es[k][1];

if (max_i < es[k][1])
max_i=es[k][1];

if (min_j > es[k][2])
min_j=es[k][2];

if (max_j < es[k][2])
max_j=es[k][2]; }

for (i=-min_i;i<NRLIN-max_i;i++)
for (j=-min_j;j<NRCOL-max_j;j++) {
min=MAXINT;
for (k=0;k<dim_es;k++)
if (min > img[i+es[k][1]][j+es[k][2]]) then
min=img[i+es[k][1]][j+es[k][2]];

img_out[i][j]=min; }

Elementul structurant folosit este reprezentat prin matricea de întregi es, având cel mult
16 linii şi 2 coloane. Fiecare linie a matricii corespunde unui punct din elementul struc-
turant, reprezentat prin coordonatele fa̧tă de originea elementului structurant: es[k][1]
şi es[k][2]. De exemplu, elementul structurant orizontal, centrat, având trei puncte este
reprezentat prin es = [0 −1; 0 0; 0 1]T . Numărul de puncte ce compun elementul struc-
turant este dim_es. Prima buclă for determină dimensiunile dreptunghiului de încadrare
a elementului structurant, pentru a putea evita efectele de margine la prelucrarea imagi-
nii.

6.2 Transformări morfologice derivate

Vom numi opera̧tie (transformare) morfologică derivată opera̧tia morfologică construită
ca o combina̧tie de transformări de bază: erodări, dilatări şi opera̧tii clasice ansambliste.

6.2.1 Deschiderea şi închiderea

După cum s-a arătat, erodarea şi dilatarea nu sunt transformări inverse una alteia (deci
alternarea lor va produce un rezultat diferit de muļtimea originală ce a fost prelucrată).
Această observa̧tie conduce la ideea utilizării unor iterări ale opera̧tiilor morfologice de
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bază, ob̧tinând astfel opera̧tii mai complexe, ale căror proprietă̧ti le fac mai adecvate
utilizării în scopuri practice.

Deschiderea morfologică a muļtimii A prin elementul structurant B se defineşte ca ero-
darea muļtimii cu elementul structurant respectiv, urmată de dilatarea cu elementul
structurant simetrizat:

A B = (A B)⊕BS (6.33)

Închiderea morfologică a muļtimii A prin elementul structurant B se defineşte ca dilatarea
muļtimii cu elementul structurant respectiv, urmată de erodarea cu elementul structurant
simetrizat:

A •B = (A⊕B) BS (6.34)

Proprietatea de bază a deschiderii şi închiderii morfologice este aceea că sunt transformări
duale una alteia (proprietate ce derivă din dualitatea blocurilor constituente de bază,
dilatarea şi erodarea). Această proprietate permite interpretarea rezultatelor unei opera̧tii
şi deducerea proprietă̧tilor acesteia pe baza caracteristicilor dualei sale.

(A B)C = AC •B şi (A •B)C = AC B (6.35)

Demonstra̧tia acestor proprietă̧ti este imediată:

(AC B)C = ((AC B)⊕BS)C = ((A⊕B)C ⊕BS)C = (A⊕B) BS = A •B
(AC •B)C = ((AC ⊕B) BS)C = ((A B)C BS)C = (A B)⊕BS = A B

În mod evident, rezultatul unei deschideri sau al unei închideri este diferit de muļtimea
ce a fost prelucrată. Rela̧tia dintre rezultatul prelucrării şi muļtimea ini̧tială este dată de
proprietă̧tile de extensivitate ale transformărilor.

Deschiderea morfologică este antiextensivă, adică A B ⊆ A
Închiderea morfologică este extensivă, adică A ⊆ A •B
Deci, pentru a sintetiza, putem afirma că:

A B ⊆ A ⊆ A •B (6.36)
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Rela̧tiile pot fi interpretate ca o modificare sigură a muļtimii: prin deschidere se vor
elimina o parte dintre elementele muļtimii ce se prelucrează, iar prin închidere se adaugă
elemente noi muļtimii.

Proprietatea de idempoteņtă a opera̧tiilor introduce o limitare a modificărilor: muļtimea
ob̧tinută după o deschidere sau închidere este invariantă la repetarea opera̧tiei:

(A •B) •B = A •B şi (A B) B = A B (6.37)

Rela̧tiile se demonstrează folosind proprietă̧tile deja enuņtate ale deschiderii şi închiderii
(extensivitate) şi proprietă̧tile de monotonie ale opera̧tiilor morfologice de bază.

Închiderea şi deschiderea moştenesc o parte dintre proprietă̧tile opera̧tiilor morfologice de
bază: invariaņta la transla̧tie şi la scalare, monotonia fa̧tă de muļtimea prelucrată şi fa̧tă
de elementul structurant folosit. Din punctul de vedere al acestor proprietă̧ti, deschiderea
se comportă analog erodării iar închiderea are o comportare analoagă dilatării.

At B = (A B)t şi At •B = (A •B)t
1
λ
(λA B) = A 1

λ
B şi 1

λ
(λA •B) = A • 1

λ
B

Dacă A1 ⊆ A2 : A1 B ⊆ A2 B şi A1 •B ⊆ A2 •B.
Dacă B1 ⊆ B2 : A B2 ⊆ A B1 şi A •B1 ⊆ A •B2

În ceea ce priveşte proprietă̧tile legate de comportarea fa̧tă de transla̧tie a operatorilor
de deschidere şi închidere, merită subliniat faptul că proprietatea este identică cu cea
a erodării şi dilatării doar la transla̧tia muļtimii prelucrate (rezultatul unei deschideri
sau închideri a unei muļtimi este acelaşi, indiferent de pozi̧tia spa̧tială a muļtimii). În
cazul translatării elementului structurant, rezultatul opera̧tiei este acelaşi, invariant la
transla̧tie (ca rezultat a iterării erodării şi dilatării cu elemente structurante simetrice).

Pentru realizarea efectivă a opera̧tiilor de deschidere şi închidere este importantă expri-
marea acestora ca opera̧tii la nivelul elementelor muļtimilor ce se prelucrează (̧si nu ca
o iterare de opera̧tii morfologice de bază). Deschiderea mai poate fi exprimată şi ca
muļtimea elementelor structurante translatate ce sunt incluse în muļtimea de prelucrat:

A B =
Bx⊆A

Bx (6.38)

Închiderea mai poate fi exprimată şi ca muļtimea punctelor pentru care toate elementele
structurante translatate ce le coņtin au puncte comune cu muļtimea de prelucrat:
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A •B =
Bx∩A=∅

Bx (6.39)

Pe baza acestor exprimări se pot deduce şi efectele practice ale deschiderii şi închiderii
asupra formelor (muļtimilor). Prin deschidere, formele mai mici ca elementul struc-
turant folosit vor fi eliminate, se lărgesc golurile înglobate în obiecte, contururile sunt
netezite prin teşirea convexită̧tilor iar obiectele unite prin istmuri sunt separate. Da-
torită proprietă̧tii de dualitate, închiderea va avea aceleaşi efecte asupra fundalului (com-
plementarei obiectelor) pe care le are deschiderea asupra muļtimilor. Închiderea umple
golurile înglobate în obiecte (dacă aceste găuri sunt mai mici decât elementul structurant
folosit), netezeşte contururile formelor prin umplerea concavită̧tilor şi uneşte obiectele
foarte apropiate (umple “strâmtorile”).

Efectele opera̧tiilor de deschidere şi închidere pot fi considerate ca analoage efectelor unei
filtrări de netezire a formelor şi eliminare a zgomotului (zgomot interpretat ca obiecte şi
găuri de mici dimensiuni). În [14], în cadrul teoriei algebrice a morfologiei matematice, un
filtru este definit ca o opera̧tie crescătoare şi idempotentă. Trebuie făcută deci distinçtia
între filtrul algebric şi filtrul obi̧snuit, în sensul teoriei prelucrării semnalelor.

6.2.2 Filtrele alternate secveņtial

Filtrele morfologice sunt transformari neliniare ale semnalului, care modifică local ca-
racteristici geometrice (de formă). Teoria algebrică generală a filtrelor [14] defineşte o
transformare ca filtru dacă aceasta este crescătoare şi idempotentă, ceea ce înseamnă
deci că deschiderea şi închiderea sunt filtre, în timp ce erodarea şi dilatarea nu sunt filtre.

Dacă o imagine (muļtime) este filtrată prin deschideri după elemente structurante (discuri
de rază r) crescătoare, aceasta este echivalent cu a aplica deschiderea după elementul
structurant cu raza cea mai mare. Totuşi, se pot construi filtre ce actionează asupra
obiectelor şi detaliilor în mod gradat, pe masura iterării: aceste sunt filtrele alternate
secveņtial, ce alternează deschideri şi închideri după elemente structurante de dimensiune
crescătoare:

FAS(A) = (((((A B) •B) 2B) • 2B) 3B) • ... (6.40)

sau
FAS(A) = (((((A •B) B) • 2B) 2B) • 3B) ... (6.41)

6.2.3 Operatori morfologici de contur

O problema curentă a prelucrărilor de imagini este extragerea punctelor de contur. Cazul
în care imaginea este binară constituie o simplificare a metodelor şi calculelor. Păstrând
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interpretarea pixelilor ca fiind puncte ale obiectului sau ale fundalului, punctele de con-
tur sunt acele puncte de obiect ce au cel pu̧tin un punct de fundal vecin. În general,
vecinătatea folosită este cea de tip disc unitar, a cărei formă va depinde puternic de tipul
de metrică folosită.

Există trei extractoare morfologice de contur: conturul interior (6.42), conturul exterior
(6.43) şi gradientul morfologic (6.44).

δA = A−A B (6.42)

∆A = A⊕B −A (6.43)

grad A = A⊕B − A B (6.44)

6.3 Extinderea morfologiei matematice la nivele de
gri

Pâna în acest moment s-au prezentat opera̧tiile morfologice clasice, adică aplicate asupra
unor seturi (muļtimi). Acestea prezintă limitarea implicită în aplicarea numai asupra unei
categorii particulare de imagini, şi anume cele a căror structură poate fi uşor şi imediat
asociată unor muļtimi, adică imaginile binare. Pentru extinderea opera̧tiilor morfologice
la funçtii se vor construi transformări ce permit trecerea de la o reprezentare de tip funçtie
la o reprezentare de tip muļtime.

În cele ce urmează ne vom referi la o submuļtimeA a spa̧tiului discret n-dimensional, adică
A ⊆ Zn. Elementele muļtimii A sunt puncte, reprezentate prin vectorul n-dimensional al
coordonatelor, x ∈ A, cu x = (x1, x2, ..., xn). Ordinea coordonatelor este arbitrară.
Vom numi primele n − 1 coordonate ale unui punct x domeniu spaţial al muļtimii şi
cea de-a n-a coordonată, suprafaţa mulţimii. Vom nota aceste “păŗti” ale muļtimii A cu
A(1,n−1) şi respectiv A(n,n). Putem avea n moduri diferite de a alege aceste parti̧tii ale
coordonatelor (corespunzând modului în care se poate alege o coordonată dintr-un total
de n).

Vârful (top) sau suprafaţa de vârf a unei muļtimi A este funçtia T (A) : A(1,n−1) −→ A(n,n)
definită de:

T (A)(z) = max{y | (z, y) ∈ A,∀z ∈ A(1,n−1)} (6.45)

În acest mod se introduce o funçtie, pornind de la o muļtime; funçtia este cu valori
întregi (funçtie scalară) de argument vectorial n − 1-dimensional. Pentru exemplificare
considerăm cazul în care n = 2, deci fiecare punct al muļtimii A este un vector bidimen-
sional, x = (i, j). Considerăm coordonata i ca fiind domeniul spa̧tial şi coordonata j ca
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Fig. 6.11: Exemplificare pentru funçtia vârf a unei muļtimi.

fiind suprafa̧ta muļtimii. Atunci, prin transformarea vârf, asociem muļtimii A o funçtie
definită pe domeniul său spa̧tial şi cu valori în suprafa̧ta sa.

Umbra unei funçtii oarecare f este definită ca transformarea f : B ⊆ Zn−1 −→ C ⊆ Z
dată de:

U(f) = {(z, y) | z ∈ B, y ∈ Z, y f(z)} (6.46)

În acest mod, plecând de la o funçtie de variabilă vectorială n−1-dimensională, cu valori
scalare, se ob̧tine o muļtime ale cărei elemente sunt vectori n-dimensionali. Muļtimea
ob̧tinută este semideschisă (nemarginită).
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Fig. 6.12: Determinarea umbrei unei muļtimi.

În mod evident, vom avea următoarele rela̧tii între cele două transformări muļtime-funçtie
(vârful şi umbra):

T (U(F )) = f şi A ⊆ U(T (A)) (6.47)
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Opera̧tiile morfologice pentru funçtii se definesc prin intermediul transformării acestora
în muļtimi (reducând astfel opera̧tiile pe funçtii la opera̧tii pe muļtimi, aşa cum au fost
prezentate la morfologia binară):

f g = T (U(f) U(g)) şi f ⊕ g = T (U(f)⊕ U(g)) (6.48)

Ca şi în cazul morfologiei pe muļtimi, g se numeşte element structurant (funçtie struc-
turantă). Se numeşte element structurant flat, elementul structurant pentru care g(y) =
0, ∀y ∈ Supp(g). Aceste elemente structurante de tip flat sunt echivalente cu cele folosite
în morfologia clasică pe muļtimi.

Forma echivalentă a defini̧tiilor erodării şi dilatării (folosite în mod efectiv în practică)
este, pentru ∀x ∈ Supp(f) :

f g = min
y∈Supp(g)

{f(x− y)− g(y)} , f ⊕ g = max
y∈Supp(g)

{f(x− y) + g(y)} (6.49)

Dacă se utilizează elemente structurante plate (deci caracterizate doar de forma supor-
tului, şi nu şi de valori asociate acestora), cele două rela̧tii de defini̧tie devin identice cu
filtrările de ordine de rang minim şi respectiv maxim:

f g = min
y∈Supp(g)

{f(x− y)} , f ⊕ g = max
y∈Supp(g)

{f(x− y)} (6.50)
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Capitolul 7

METODE DE COMPRESIE A
IMAGINILOR

Termenul de compresie a imaginilor (uneori numit şi codare a imaginilor) se referă la o
clasă largă de tehnici şi metode al căror scop este reprezentarea unui imagini date cu
un număr cât mai mic de bi̧ti (mai mic decât numărul de bi̧ti al reprezentării ini̧tiale).
Necesitatea reducerii cantită̧tii de informa̧tie necesară reprezentării este evidentă dacă
considerăm cazul memorării imaginilor radiografice (4000 x 2500 pixeli, cu 4096 nivele
de gri, deci 14,3 MB) sau al transmisiei de televizune alb-negru (625 x 625 pixeli cu 256
nivele de gri, de 50 de ori pe secundă, deci un flux de 18.6 MB/ secundă) [9]. Procesul de
recompunere a imaginii ini̧tiale din reprezentarea restrânsă se numeşte decompresie sau
decodare; este evident că prin decodare trebuie să se ob̧tină o imagine cât mai apropi-
ată de imaginea orginală. Există două categorii fundamentale de tehnici de compresie
(codare): codarea fără pierderi (în care imaginea decodată este identică cu imaginea ini-
ţială) şi codarea cu pierderi, în care se admit mici difereņte fa̧tă de original. Calitatea
unui procedeu de compresie (pentru o imagine dată) se măsoară prin factorul de calitate
(raportul semnal zgomot (3.4) dintre imaginea originală f şi imaginea decodată g) şi
factorul (raportul) de compresie. Factorul de compresie C este raportul dintre cantitatea
de informa̧tie necesară reprezentării imaginii ini̧tiale şi cantitatea de informa̧tie necesară
reprezentării imaginii codate; evident compresia are loc dacă factorul de compresie este
supraunitar (C > 1). Uneori, factorului de compresie i se asociază (sau este înlocuit de)
rata de compresie: cantitatea de informa̧tie necesară reprezentării comprimate a fiecărui
pixel al imaginii; rata de compresie se măsoară în bi̧ti per pixel (bpp).

O altă clasificare posibilă a tehnicilor de compresie se poate face după tipul imaginii
căreia i se aplică: vom face astfel distinçtia între compresia imaginilor binare şi compresia
imaginilor cu nivele de gri. Se impune totuşi o observa̧tie: metodele de codare ce se vor
prezenta în cadrul tehnicilor speifice imaginilor binare pot fi folosite pentru compresia
oricărei succesiuni de valori binare, indiferent de semnifica̧tia acestora (ceea ce înseamnă
că ar putea fi folosite şi pentru compresia imaginilor cu nivele de gri) şi sunt metode de
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compresie fără pierderi.

7.1 Compresia imaginilor binare

Putem considera că singura categorie de imagini binare de interes sunt imaginile în alb-
negru (sau monocrome); valorile punctelor acestora sunt fie 0 (reprezentând fundalul de
culoare albă), fie 1 (reprezentând punctele de interes, de culoare neagră)1. Cele două clase
de metode de codare pe care le avem în vedere sunt codarea entropică (metoda de codare
Huffman) şi metodele de codare on-line (pe flux de bi̧ti); deosebirea dintre aceste metode
(la un nivel al implementării) este că pentru codarea entropică este necesară parcurgerea
şi stocarea intermediară a întregii imagini.

7.1.1 Codarea entropică (Huffman)

Codarea entropică (Huffman) este metoda optimală de codare a unei surse de informa̧tie.
Codarea sursei de informa̧tie S ale cărei mesaje sunt {s1, s2, ..., sN}, de probabilită̧ti
{p(s1), p(s2), ..., p(sN )} prin alfabetul X cu D simboluri înseamnă a asocia fiecărui mesaj
si al sursei primare de informa̧tie un şir de simboluri din alfabetul codului. Lungimea
medie a cuvintelor de cod este dată de raportul dintre entropia sursei primare şi entropia
alfabetului codului:

l =
H(S)

H(X)
(7.1)

Se doreşte ob̧tinerea unei lungimi medii minime a cuvintelor de cod, şi deci, echiva-
lent, mărirea entropiei alfabetului codului; la limită, lungimea media minimă posibilă de
ob̧tinut este:

lmin =
H(S)

logD
(7.2)

Procedeul practic prin care se realizează alocarea simbolurilor din alfabetul codului astfel
încât entropia acestuia să fie maximizată (metoda Huffman) se bazează pe reducerea
iterativă a numărului de simboluri ale sursei de codat şi construirea unei surse restrânse.
La fiecare etapă cele D simboluri cele mai pu̧tin probabile ale sursei de informa̧tie sunt
reunite într-un nou simbol; procedeul de restrângere continuă până când se ob̧tine o
sursă redusă cu exact D simboluri. Apoi, pentru fiecare reunire de simboluri, fiecare
mesaj individual va primi codul cuvântului reunit ca prefix, urmat de câte un simbol din
alfabetul codului. Vom considera următorul exemplu.

O surs̆a S genereaz̆a 6 simboluri, de probabilit̆aţi descrise de vectorul P = [0.3; 0.25; 0.2; 0.1;
0.1; 0.05]. Sursa este codat̆a optimal, simbol cu simbol, cu cuvinte de cod generate cu

1Deci convenţia de reprezentare prin culori este modificată fa̧tă de convenţia generală utilizată — 0 nu
mai este negru, ci alb.
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simboluri dintr-un alfabet ternar. S̆a se calculeze cuvintele de cod, arborele de codare şi
eficienţa cod̆arii.

Codarea optimală a unei surse se realizează conform algoritmului Huffman. Se ştie că
numărul de simboluri ale sursei ce se codează trebuie să îndeplinească o anume rela̧tie
N−D
D−1 ∈ N ; în acest caz, N = 6, D = 3 şi deci

N −D
D − 1 =

6− 3
3− 1 =

3

2
/∈ N

Completarea se face adăugând sursei simboluri de probabilitate nulă; în acest caz, cu un
singur astfel de simbol adăugat ob̧tinem N = 7 şi

N −D
D − 1 =

7− 3
3− 1 =

4

2
∈ N

Entropia sursei extinse S este dată de:

H(S) = −
7

i=1

p(si) log p(si) = − (0.3 log 0.3 + 0.25 log 0.25 + 0.2 log 0.2 + 2 · 0.1 log 0.1)−

−0.05 log 0.05− 0 log 0 = 2.366 bit/simbol
Atunci, conform (7.2), lungimea medie minimă a unui cuvânt de cod este:

lmin =
H(S)

logD
=
2.366

log 3
= 1.493 bit

Codarea Huffman este realizată conform tabelului 7.1.

Sursă p(si) Cod Sursă p(rji) Cod Sursă p(rji) Cod
primară restrânsă restrânsă

r21 0.45 0
s1 0.3 r11 0.3 r22 0.3 1
s2 0.25 r12 0.25 r23 0.25 2
s3 0.2 r13 0.2 00

r14 0.15 01
s4 0.1 r15 0.1 02
s5 0.1 010
s6 0.05 011
s7 0 012

Tabel 7.1: Codare Huffman
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Cuvintele de cod sunt grupate în tabelul 7.2; pe baza lor putem calcula lungimea medie
a cuvintelor de cod:

l =
7

i=1

lip(si) = 1 · 0.3 + 1 · 0.25 + 2 · 0.2 + 2 · 0.1 + 3 · 0.1 + 3 · 0.05 + 3 · 0 = 1.6

Sursă p(si) Cod Lungime
primară
s1 0.3 1 1
s2 0.25 2 1
s3 0.2 00 2
s4 0.1 02 2
s5 0.1 010 3
s6 0.05 011 3
s7 0 012 3

Tabel 7.2: Coduri asociate simbolurilor sursei şi lungimile lor

În cazul imaginilor (sau al şirurilor binare) mesajele sursei primare sunt formate din
grupuri de câteB bi̧ti succesivi (astfel, sursa primară are 2B mesaje, ale căror probabilită̧ti
de apari̧tie sunt specifice imaginii considerate). Cu cât B este mai mare, cu atât mai
mare va fi eficieņta codării. Tabelul de codare (echivaleņta între mesajele sursei primare
şi şirurile de simboluri de cod) este specific fiecărei imagini şi trebuie să înso̧tească codul.
Codarea clasică este binară (D = 2, X = {0, 1}).

7.1.2 Codarea pe flux de bi̧ti

Metodele de codare pe flux de bi̧ti (on-line) se regăsesc la primul nivel de codare al
transmisiilor de fax (RLE,WBS) sau ca tehnici generale de compresie a datelor, înglobate
atât în formate de fişiere grafice (TIFF) cât şi în arhivatoare uzuale (ZIP) — metoda Ziv-
Lempel. Aplicarea codării la imagini presupune în primul rând transformarea imaginii
(structurii de matrice a acesteia) într-un vector (̧sir) prin concatenarea liniilor acesteia.

Codarea RLE

Principiul codării RLE (Run Length Encoding) este acela de a memora numărul de sim-
boluri succesive ale şirului binar ce au aceeaşi valoare. Odată ce o secveņtă de simboluri
succesive de aceeaşi valoare (run length) se încheie, simbolul următor nu poate avea decât
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valoarea complementară celei ini̧tiale, prin alternaņtă. Şirul codat trebuie să înceapă cu
valoarea primului simbol.

Conform acestei codări, şirul de valori binare 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 1 este
codat RLE ca 0, 4, 3, 1, 1, 3, 1, 3, iar şirul binar 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0 este codat
RLE ca 1, 7, 1, 1, 5. Şirul cuvintelor de cod trebuie deci să fie compus din codurile ce co-
respund lungimilor secveņtelor de valori identice succesive; aceasta înseamnă că numărul
de bi̧ti al reprezentării binare al cuvintelor de cod trebuie să permită reprezentarea
lungimii celei mai mari secveņte. Cum determinarea de fiecare dată a acestei lungimi
maximale şi varierea lungimii cuvântului de cod nu este o solu̧tie corespunzătoare, se
preferă fixarea unei lungimi maximale admise a secveņtelor. Orice secveņtă mai lungă
decât secveņta maximă este despăŗtită prin intercalarea fictivă a unor simboluri comple-
mentare. Să considerăm o codare RLE cu lungimea cuvântului de cod de 2 bi̧ti; aceasta
înseamnă că lungimea secveņtei maxime este 3 (codul 0 trebui rezervat pentru secveņta
de lungime nulă). Dacă şirul binar este 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0 atunci şirul codat
va fi 1, 3, 0, 3, 0, 1, 1, 1, 3, 0, 2 (unde fiecare cifră va fi reprezentată pe 2 bi̧ti).

O codare mai bună se ob̧tine dacă lungimile secveņtelor de simboluri identice succesive
sunt codate (într-o fază ulterioară) entropic, cu un algoritm de tip Huffman. Standardul
CCITT de transmisie fax recomandă folosirea unor codări Huffman truncheate: astfel,
dacă o lungime de secveņtă este mai mică decât 64 este codată direct, cuvântul de cod
respectiv numindu-se terminator; dacă o lungime de secveņtă este cuprinsă în gama
[64;1791] se codează separat numărul de pixeli ce formează un multiplu de 64 (formând
un cod mască, make-up code) şi restul împăŗtirii lungimii secveņtei la 64, cu un cod
terminator. În plus, există un cod special de sfâŗsit de linie (EOL). Tabelele de codare
sunt standardizate (se pot găsi de exemplu în [9, pp. 544-545]). Pe lângă transmisia de
fax, codarea RLE mai este utilizată în diferite formate de fişiere imagine (BMP, PCX,
TGA).

Poŗtiunea următoare de program C realizează codarea RLE a şirul de intrare in, de
dimensiune DIM_IN, cu cuvinte de cod ce pot reprezenta cel mult MAX_RUN sim-
boluri identice succesive; cuvintele de cod sunt scrise în şirul out. Pozi̧tiile curente din
şirurile de intrare şi ieşire sunt determinate de variabilele pos_in şi respectiv pos_out.
Implementarea presupune că tipul de date al şirului in permite aplicarea operatorului de
nega̧tie (!).

pos_in=0;
out[0]=in[0];
pos_out=1;
crt_value=in[0];
while (pos_in<DIM_IN) {
if (in[pos_in]==crt_value) then
if (run_length<MAX_RUN) then
run_length++;
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else {
out[pos_out]=MAX_RUN;
pos_out++;
out[pos_out]=0;
run_length=1; }

else {
out[pos_out]=run_length;
pos_out++;
run_length=1;
crt_value=!crt_value; }

pos_in++; }

Codarea WBS

Prima etapă a codării WBS (White Block Skipping) presupune împăŗtirea şirului binar
în grupe de câte D simboluri succesive. Principiul codării este simplu: un bloc nul
este înlocuit cu un singur simbol de 0, un bloc nenul este prefixat de un simbol de
1 şi copiat. Conform acestei codări (cu grupe de D = 3 simboluri), şirul de valori
binare 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0 este împăŗtit în grupele (0, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1),
(1, 1, 0), (0, 0, 0) şi codat ca (0), (1, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 1), (1, 1, 1, 0), (0), transformându-se
în şirul 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0.

Dacă şirul dat binar de n grupe de simboluri coņtine n0 grupe nule, în urma compresiei
mai rămân (n− n0)(D + 1) + n0 simboluri şi factorul de compresie este atunci:

C =
nD

(n− n0)(D + 1) + n0 (7.3)

Pentru ca să existe compresie trebuie ca C > 1 şi deci atunci

n0D > n⇐⇒ n0
n
>
1

D
(7.4)

adică propoŗtia de grupe nule din şir trebuie să fie mai mare decât inversul numărului de
simboluri dintr-o grupă.

Pentru o largă categorie de imagini, lungimea blocului de codare D = 10 poate fi folosită
cu rezultate bune [9]. O îmbunătă̧tire a performaņtei se poate ob̧tine dacă se introduce
o adaptare a codării, prin deteçtia liniilor albe (reprezentate doar cu valori 0) şi codarea
unei linii întregi cu un singur 0 (desigur că în acest caz la codurile tuturor blocurilor
se mai adaugă un prefix de valoare 1). O altă variantă a metodei exploatează structura
bidimensională a imaginii, codând blocuri pătrate din imagine (deci imaginea nu mai este
vectorizată).

Poŗtiunea următoare de program C realizează o variantă de codare WBS cu blocuri de
dimensiune D a şirului de intrare in (ale cărui valori sunt 0 şi 1) de dimensiune DIM_IN ;
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codul WBS este scris în şirul de ieşire out. Verificarea dacă blocul curent este nul se face
prin sumarea valorilor acestuia. Pozi̧tiile curente în şirul de intrare şi şirul de ieşire sunt
memorate în pos_in şi respectiv pos_out.

pos_in=0;
pos_out=0;
while (pos_in<DIM_IN){
s=0;
for (i=0;i<D;i++)
s=s+in[pos_in+i];

if (s>0) then {
out[pos_out]=1;
pos_out++;
for (i=0;i<D;i++)
out[pos_out+i]=in[pos_out+i];

pos_out=pos_out+D; }
else {
out[pos_out]=0;
pos_out++; }

pos_in=pos_in+D; }

Codarea Ziv-Lempel

Codarea Ziv-Lempel nu are ca origine ideea explicită de a mări entropia alfabetului co-
dului (precum codarea Huffman), ci se bazează pe tehnica diçtionar LUT (folosită şi la
reprezentarea imaginilor indexate): cuvintele de cod asociate unor şiruri de simboluri
ale sursei de intrare sunt indicii (numerele de ordine) pozi̧tiilor la care se găsesc respec-
tivele şiruri de simboluri în diçtionarul codului (tabela de codare). Tabela de codare
(diçtionarul) este creată pe măsura parcurgerii şirului de simboluri de intrare, şi, pentru
decodare, tabela se crează din cuvintele de cod deja transmise (ceea ce înseamnă că nu
este necesară memorarea sau transmiterea explicită a tabelului de codare2).

Diçtionarul ini̧tial are două cuvinte: cuvântul 0, având indicele 0 şi cuvântul 1, având
indicele 1. Din şirul de intrare (presupus binar) se extrage câte un bit şi se verifică
dacă şirul de bi̧ti deja extras se regăseşte sau nu în diçtionar. Dacă şirul se regăseşte
în diçtionar, se mai adaugă un bit din şirul de intrare. Dacă şirul nu se regăseşte în
diçtionar, atunci şirul este trecut în diçtionar, în şirul codat se scrie codul (indicele)
prefixului şirului nou adăugat (deci pozi̧tia la care se găseşte în diçtionar cuvântul la care

2Această caracteristică este probabil unică codului Ziv-Lempel; pentru toate celelalte aplicări ale
tehnicii LUT, tabela de codare este transmisă sau memorată împreună cu cuvintele de cod sau se pre-
supune existenţa unei tabele de codare implicite, cunoscute (ca de exemplu tabela de culoare cu nivele
de gri).
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adăugând ultimul bit al şirului de intrare se ob̧tine un cuvânt nou) şi ultimul bit din şir
devine primul bit al următorului şir de intrare. Procedeul continuă până când şirul de
intrare nu mai are simboluri necodate. Dacă, înaintea terminării simbolurilor din şirul
de codat, tabela de codare (cu număr fixat de intrări) se umple, există două variante de
continuare: fie restul şirului de intrare se codează conform tabelei de codare existente prin
căutarea celor mai lungi cuvinte de cod, fie tabela de codare este “golită” şi se continuă
cu procedeul ini̧tial.

Să considerăm şirul de intrare 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 1; diçtionarul cuvintelor de cod
coņtine cuvântul 0 (cu indice 0) şi cuvântul 1 cu indice 1. Simbolul curent este 1 (pe
prima pozi̧tie a şirului de intrare) şi formează şirul de bi̧ti extras; acest şir se regăseşte în
diçtionar (cu indicele 1) şi atunci se mai extrage un bit din şir; şirul de bi̧ti extraşi devine
10. Cuvântul 10 nu există în diçtionar, şi atunci: în şirul de ieşire se scrie indicele celui
mai lung cuvânt din diçtionar la care adăugând un bit ob̧tinem noul cuvânt (noul cuvânt
este 10, cuvântul prefix este 1, iar indicele scris la ieşire este 1), în diçtionar se adaugă
cuvântul 10 (care va avea indicele 2), iar noua pozi̧tie curentă din şirul de intrare este
ultimul bit al şirului deja extras, deci pozi̧tia 2, bitul 0. Simbolul curent este 0; acest şir
se regăseşte în diçtionar (cu indicele 0) şi atunci se mai extrage un bit din şir; şirul de bi̧ti
extraşi devine 00. Cuvântul 00 nu există în diçtionar, şi atunci: în şirul de ieşire se scrie
indicele prefixului noului cuvânt (deci 0), în diçtionar se adaugă cuvântul 00 (care va avea
indicele 2), iar noua pozi̧tie curentă din şirul de intrare este ultimul bit al şirului deja
extras, deci pozi̧tia 3, bitul 0. Simbolul curent este 0; acest şir se regăseşte în diçtionar
(cu indicele 0) şi atunci se mai extrage un bit din şir; şirul de bi̧ti extraşi devine 00. Şirul
00 se regăseşte în diçtionar (indicele 3) şi atunci se mai extrage un bit din şir; şirul de
bi̧ti extraşi devine 000. Cuvântul 000 nu există în diçtionar, şi atunci: în şirul de ieşire se
scrie indicele prefixului noului cuvânt (deci 3), în diçtionar se adaugă cuvântul 000 (care
va avea indicele 4), iar noua pozi̧tie curentă din şirul de intrare este ultimul bit al şirului
deja extras, deci pozi̧tia 5, bitul 0. Procedeul continuă în mod analog.

Pentru decodare, fiecare nou cuvânt de cod implică scrierea unei noi intrări în tabelul
de codare (diçtionar) în care şirul de simboluri este format din prefix (̧sirul de simboluri
care se găseşte în diçtionar la intrarea precizată de cuvântul de cod) şi o termina̧tie de 1
bit, a cărei valoare rezultă la primirea cuvântului de cod următor (să nu uităm că şirurile
succesive de simboluri ce se codează au în comun ultimul, respectiv primul bit).

Metoda Ziv-Lempel a pus bazele unei clase mai largi de metode de compresie, incluzând
printre altele şi varianta LZW (Lempel-Ziv-Walsh) folosită de utilitarul de compresie ZIP.

7.2 Compresia imaginilor cu nivele de gri

Cea mai imediată metodă de codare a unei imagini cu nivele de gri este de a o consi-
dera ca un şir de bi̧ti şi de aplica metodele de codare pentru imagini binare: fie pentru
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fiecare plan de bit al reprezentării binare a nivelor de gri, fie pentru succesiunea de bi̧ti
a reprezentărilor nivelelor de gri. Asemenea abordări produc codări fără pierderi a ima-
ginilor şi nu produc întotdeauna rezultate spectaculoase. O mult mai mare amploare a
căpătat clasa de metode de compresie cu pierderi [controlabile].

7.2.1 Codarea predictivă

Codarea predictivă se bazează pe existeņta unei importante corela̧tii spa̧tiale între valorile
pixelilor unei imagini (deci valorile pixelilor vecini sunt asemănătoare). Această corela̧tie
poate implica, de exemplu, că valoarea unui pixel poate fi aproximată cu o combina̧tie
a valorilor unora dintre vecinii săi. Dacă se stabileşte o ordine de parcurgere a pixelilor
ce formează imaginea (deci dacă se stabileşte o ordine de baleiere a imaginii) şi pentru
aproximarea valorii pixelului curent se folosesc pixeli vecini spa̧tial lui, parcuŗsi anterior,
spunem că prezicem valoarea pixelului curent. Prediçtia se realizează printr-o funçtie,
care, cunoscută la nivelul întregii imagini permite determinarea unei variante aproxima-
tive a imaginii date cunoscând doar un număr mic de “pixeli de start”. Pentru a avea o
codare cât mai precisă, se folosesc şi erorile dintre valorile prezise şi cele reale; codarea
asociată imaginii ini̧tiale va coņtine deci funçtia de prediçtie, valorile de start şi erorile
de aproximare ale fiecărui punct. Dacă predictorul este determinat în mod corect, atunci
eroarea de prediçtie e(n) este mică şi reprezentarea ei necesită mult mai pu̧tini bi̧ti decât
reprezentarea valorii originale u(n). Schema de codare cu prediçtie este reprezentată în
figura 7.1.

Fig. 7.1: Schema de codare cu prediçtie.

Ecua̧tiile ce descriu procesul sunt ecua̧tia erorii (7.5) (care exprimă eroarea de aproxi-
mare e(n) ca difereņtă între valoarea corectă u(n) şi valoarea prezisă u(n)) şi ecua̧tia de
prediçtie (7.6) (ce exprimă modul în care se determină valoarea aproximativă u(n) din
valorile anterioare u(n− k1), u(n− k2), ... pe baza predictorului pred):

e(n) = u(n)− u(n) (7.5)
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u(n) = pred (u(n− k1), u(n− k2), ...) (7.6)

Procesul de decodare este reprezentat schematic în figura 7.2. Eroarea de prediçtie eq(n)
(cuantizată) este adunată la valoarea aproximativă u (n), determinată cu acelaşi predictor
pred din valorile u (n) deja calculate.

Fig. 7.2: Schema de decodare cu prediçtie.

Predictorii cei mai simpli sunt liniari şi sunt invaria̧ti la schimbarea punctului curent.
Predictorii pe linii sau coloană calculează aproximarea în punctul curent u(m,n) al ima-
ginii ca valoarea anterioară de pe aceeaşi linie u(m,n) = u(m,n − 1) sau de pe aceeaşi
coloană u(m,n) = u(m−1, n) (dacă ordinea de baleiaj este cea uzuală). Se mai pot folosi
predictori de tip valoare medie:

u(m,n) =
1

2
(u(m− 1, n) + u(m,n− 1)) (7.7)

u(m,n) =
1

4
(u(m− 1, n) + u(m,n− 1) + u(m− 1, n− 1) + u(m− 1, n+ 1)) (7.8)

Un caz particular de codare cu prediçtie este modula̧tia delta, caracterizată de cuantizarea
erorii de prediçtie (aproximare) e(n) cu un singur bit (bit de semn).

7.2.2 Compresia imaginilor cu transformate

Principiul compresiei cu transformate a imaginilor se bazează pe proprietă̧tile de com-
pactare a energiei şi decorelare a componentelor spectrale pe care le prezintă majoritatea
transformărilor integrale unitare (discutate în seçtiunea 4.2). Atâta vreme cât cea mai
mare parte a energiei este distribuită în câteva componente spectrale (de joasă frecveņtă),
toate celelalte pot fi ignorate; astfel memoria necesară reprezentării este mult mai mică.
Este evident că o asemenea metodă de compresie este cu pierderi.
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Aplicarea practică a compresiei cu transformate trebuie să aibă în vedere trei aspecte:
alegerea transformatei, stabilirea frecveņtei limită de la care începe ignorarea valorilor şi,
în fine, cuantizarea componentelor spectrale păstrate.

Transformarea optimală trebuie să decoreleze complet componentele spectrale (asigurând
astfel şi compactarea maximă a energiei şi cea mai bună eroare de aproximare prin
truncherea frecveņtelor înalte). Decorelarea completă este dependentă de proprietă̧tile
statistice ale imaginii (matrice de covaria̧tie), deci, teoretic, pentru fiecare imagine în
parte, trebuie găsită transformarea optimală. Această transformare este transformata
Karhunen-Loeve: transformare integrală unitară a cărei matrice de transformare are pe
coloane vectorii proprii norma̧ti ai matricii de covaria̧tie a imaginii. Cum această trans-
formare este evident unică pentru o clasă de imagini, în practică se încearcă găsirea unei
aproxima̧tii. În condi̧tiile în care majoritatea imaginilor naturale pot fi aproximate printr-
un model Markov puternic corelat (exprimând dependeņta puternică a valorii pixelilor
de valorile vecinilor lor imedia̧ti), transformata cosinus s-a dovedit o foarte bună alegere.

Cuantizarea componentelor spectrale poate integra şi seleçtia componentelor cel mai
importante: componentele de frecveņtă joasă sunt cuantizate o precizie mai mare, iar
componentele de frecveņtă înaltă sunt cuantizate grosier (echivalent chiar cu elimina-
rea acestora). Numărul de nivele de cuantizare şi distribu̧tia acestora (difereņtele dintre
nivelele vecine) este adaptate statisticii semnalului (cuantizarea optimă este cuantizarea
Loyd-Max [9], [16]).

Exemplul cel mai des folosit de compresie cu transformate este standardul de compresie
JPEG (fişiere imagine cu extensia .jpg). Imaginea este divizată în blocuri de 8 x 8 pixeli,
care nu se suprapun. Fiecărui bloc i se aplică o transformată cosinus bidimensională,
iar cei 64 de coeficieņti ai transformării sunt copia̧ti într-un vector prin baleierea pe di-
agonală a blocului de 8 x 8 pixeli. Coeficieņtii sunt cuantiza̧ti în conformitate cu un
număr prestabilit de nivele de cuantizare (stabilit prin standard, şi propoŗtional cu fac-
torul de calitate dorit pentru imaginea refăcută). Coeficieņtii corespunzând frecveņtelor
nule (valorile medii ale blocurilor) sunt codate predictiv printr-o tehnică de tip DPCM
(Differential Pulse Code Modulation). Valorile celorlaļti coeficieņti sunt coda̧ti entropic
(Huffman). Factorii de compresie ce rezultă sunt cuprinşi în mod tipic între 10 şi 100.
Aspectul de compresie cu pierderi (difereņtele fa̧tă de imaginea originală) se manifestă
prin efectul de blocking: sublinierea frontierelor de separa̧tie a blocurilor de bază (efect
observabil şi în figura 7.3).

7.2.3 Codarea cu arbori cuaternari

Un arbore cuaternar (numit în engleza quadtree) este un arbore în care fiecare nod neter-
minal are exact patru descendeņti.

Orice imagine pătrată, de dimensiune putere a lui 2 (N = 2K) poate fi reprezentată
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Fig. 7.3: Imagine decodată în urma unei compresii JPEG cu raport de compresie 23
(factor de calitate 90)

(într-o reprezentare de tip ierarhic) pe o structură de arbore cuaternar. Nodurile de pe
fiecare nivel al arborelui corespund unei împăŗtiri a unei zone pătrate din imagine în patru
“sferturi“. Rădăcina arborelui este asociată întregii imagini (imaginii ini̧tiale), nodurile
de pe primul nivel al arborelui corespund celor patru sferturi ale imaginii, nodurile de
pe nivelul doi corespund sferturilor fiecărui sfert anterior determinat al imaginii, şi aşa
mai departe. Împăŗtirea imaginii poate continua până când nodurile nivelului curent al
arborelui corespund unor zone pătrate a căror dimensiune este de un pixel. Adâncimea
arborelui astfel ob̧tinut esteK, şi fiecare pixel al imagini va corespunde unui nod terminal
(frunză) de pe ultimul nivel al arborelui. Fiecare nod terminal coņtine informa̧tia de
valoare a pixelului la care este asociat.

Structura arborelui anterior poate fi simplificată prin introducerea în etapa de construçtie
a unui test de uniformitate a regiunilor reprezentate de fiecare nod: dacă regiunea pătrată
considerată nu este uniformă, atunci aceasta va fi descompusă prin tăiere în patru păŗti
egale şi nodul corespunzător va deveni neterminal (va “căpăta“ cei patru descendeņti).
Dacă regiunea pătrată considerată este uniformă (deci este compusă din pixeli de acelaşi
fel), nodul respectiv devine un nod frunză (terminal) al arborelui (deci nu mai are de-
scendeņti). Fiecare nod terminal coņtine informa̧tia de valoare a zonei de imagine la care
este asociat (vezi figura 7.4). O zonă este considerată uniformă dacă difereņta maximă
de nivel de gri a pixelilor ce o formează nu depăşeşte un anumit prag impus; valoarea
zonei uniforme este media nivelelor de gri a pixelilor ce o compun.

Pentru refacerea imaginii iņtiale din reprezentarea arborescentă este suficientă alegerea
nodurilor terminale a căror valoare corespunde pixelilor de obiect. Adâncimea la care
este plasată în arbore o frunză coņtine informa̧tia de dimensiune a zonei pătrate core-
spunzătoare din imagine (o frunză situată la adâncimea h corespunde unei zone pătrate
de latură 2K−h pixeli). Pozi̧tia frunzei fa̧tă de nodurile de pe acelaşi nivel ce au acelaşi
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predecesor este direct determinată de regula de alocare a sferturilor unei zone la nodurile
descendente ale arborelui (regula de alocare trebuie să se păstreze pentru întregul arbore)
(vezi figura 7.5).

Codarea imaginii (sau a arborelui cuaternar asociat) se face prin memorarea pozi̧tiei
în arbore a nodurilor terminale şi a valorilor acestora. Pozi̧tia în arbore a unui nod se
specifică prin descrierea căii prin care se ajunge la acesta, pornind de la rădăcina arborelui;
această cale va coņtine codurile de alocare a descendeņtilor ce corespund avansului în
adâncime în arbore.

Fig. 7.4: Exemplu de reprezentare a unei imagini binare pe un arbore cuaternar complet

Fig. 7.5: Regula de alocare a descendeņtilor

Principalul inconvenient al metodei de etichetare folosind arborele cuaternar este legat
de complexitatea construirii acestuia prin abordarea ierarhică top-down (de sus în jos)
prezentată; în particular, testul de uniformitate la nivelul fiecărui bloc presupune testarea
valorilor tuturor pixelilor care compun blocul. Pe ansamblu, aceasta duce la parcurgerea
fiecărui pixel din imagine de un număr de ori egal cu adâncimea în arborele cuaternar al
blocului pătrat din care face parte.

Pentru a înlătura acest incovenient este suficient ca pixelii imaginii să nu mai fie parcuŗsi
în ordinea tradi̧tională de baleiaj (pe linii, de la stânga la dreapta şi de sus în jos), ci
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într-o altă ordine, care să îi prearanjaze pe grupuri ce corespund pătratelor de diviziune
a imaginii. Un asemenea baleiaj este reprezentat de o curbă de umplere a spa̧tiului: un
parcurs ce trece o singură dată prin fiecare pixel al imaginii, nu se autointersectează şi în
care oricare doi pixeli parcuŗsi consecutiv sunt vecini spa̧tial în imagine (într-o vecinătate
de tip V4 sau V8). Curbele de umplere a spa̧tiului sunt structuri fractale, definite prin
repetarea la diferite nivele ierarhice a unei aceleiaşi structuri. Pentru baleiajul imaginilor
s-au rȩtinut două astfel de curbe: curba Peano-Hilbert (numită şi curba Peano în U, după
forma celulei sale de bază) (vezi figura 7.6) şi curba Morton (sau curba Peano în Z) (vezi
figura 7.7).

Fig. 7.6: Ordinea de parcurgere a pixelilor pentru curba Peano în U, la două nivele de
rezolu̧tie

Dispunând de o astfel de ordine de baleiere, este evident că dacă se parcurge imaginea
în acestă ordine, zonele pătrate uniforme (cu pixelii de aceeaşi valoare) sunt detectate
într-o singură trecere şi astfel arborele cuaternar poate fi creat direct prin nodurile sale
terminale. Pentru o implementare eficientă este însă necesară şi deducerea rapidă a
indicelui pe curba de baleiere a pixelilor, pornind de la coordonatele lor în imagine. Doar
curba Peano în Z are o asemenea rela̧tie rapidă de calcul, prin întrȩteserea bi̧tilor ce
dau coordonatele în imagine a punctului. Cuvântul binar ce exprimă indicele pe curbă
a oricărui punct este format din bi̧tii din coordonata verticală, ce vor ocupa pozi̧tiile de
ordin par şi din bi̧tii din coordonata orizontală ce vor ocupa pozi̧tiile de ordin impar
(păstrându-̧si aceeaşi ordine de rang).

7.2.4 Cuantizarea vectorială

Cuantizarea vectorială este un algoritm de compresie a imaginilor ce se aplică asupra
unor date vectoriale şi nu scalare, putând fi interpretat ca o extensie a conceptului de
cuantizare scalară. Cuantizarea scalară asociază unei muļtimi mari de valori numere
dintr-o muļtime mai mică (în mod tipic acestea din urmă fiind numere naturale); asocierea
include (chiar dacă nu explicit) opera̧tii de tipul rotunjirii la cel mai apropiat întreg.
Cuantizarea vectorială aproximează (sau rotunjeşte) un grup de numere deodată, nu
doar unul singur. Aşadar, pentru a realiza o cuantizare vectorială sunt necesare un set

105



Fig. 7.7: Ordinea de parcurgere a pixelilor pentru curba Peano în Z, la două nivele de
rezolu̧tie

de vectori de aproximare (inclusiv metoda prin care acestea pot fi deduse) şi o regulă de
asociere a vectorilor de intrare cu vectorii de aproximare.

Să notăm cu xi al i-lea vector de intrare şi cu µj al j-lea vector de aproximare. Opera̧tia
de cuantizare presupune înlocuirea vectorilor de intrare xi cu vectori de aproximare µj,
introducând deci erori; pentru ca erorile (măsurate de eroarea pătratică medie) să fie
cât mai mici, este necesar ca pentru fiecare vector de intrare, aproximarea să se facă cu
vectorul de aproximare cel mai apropiat (în sensul distaņtei euclidiene). Aceasta este
regula de asociere. Dacă există n vectori de aproximare ce pot fi folosi̧ti, aceştia se pot
grupa într-un tabel de codare (existent şi la codare şi la decodare), iar fiecare vector de
aproximare µj va fi reprezentat doar prin indicele j (deci o altă aplicare a tehnicii LUT).
Dacă vectorii de intrare au p componente, codate fiecare cu câte b bi̧ti, iar numărul de
vectori de aproximare poate fi reprezentat pe nb bi̧ti, atunci factorul de compresie realizat
de cuantizarea vectorială este dat de3:

C =
pb

nb
(7.9)

Pentru cazul imaginilor, vectorii de intrare se aleg ca blocuri pătrate, nesuprapuse între
ele, din imagine. Dimensiuni uzuale ale acestor blocuri sunt 4 x 4 şi 8 x 8 (rezultând deci
vectori de intrare cu 16, respectiv 64 de componente). Dacă considerăm cazul imaginilor
cu nivele de gri uzuale, reprezentate cu 256 nivele de gri (b = 8) şi dimensiuni ale tabelei
de codare n = 256 (256 vectori de aproximare), atunci raportul de compresie este de 16,
respectiv 64.

Construirea tabelei de codare (determinarea vectorilor de aproximare) se realizează în
mod clasic prin algoritmi de clustering iterativ. În original (adică în limba engleză) ter-
menul de “cluster“ defineşte un grup, ciorchine, snop sau o clasă de unită̧ti, “asemănă-
toare“. Asemănarea unită̧tilor este determinată în mod uzual prin asociere, similaritate
sau distaņtă între unită̧ti (vectori). Algoritmul de clustering este procesul prin care unei

3Acest mod de calcul al raportului de compresie nu ţine seama de necesitatea transmiterii sau mem-
orării şi a tabelului de codare, de dimensiune npb bi̧ti.
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muļtimi de unită̧ti (entită̧ti) i se asociază, element cu element, o informa̧tie de aparte-
neņtă la un anumit grup. Mai general, putem interpreta procesul de clustering ca un
proces de parti̧tionare a unui set de unită̧ti într-un număr de submuļtimi (numite clase
sau clustere), pe baza unui anumit criteriu. Indiferent de criteriul folosit, se doreşte
ob̧tinerea unor clustere distincte, omogene şi bine separate. Numărul de clustere în care
se face împăŗtirea setului de unită̧ti nu este în mod obligatoriu cunoscut apriori.

Metodele de clustering iterativ distribuie obiectele (vectorii) într-un număr predefinit
de clase, repetând testarea unor condi̧tii pentru fiecare obiect al muļtimii; în funçtie de
îndeplinirea sau nu a respectivelor condi̧tii, parti̧tia existentă la un moment dat este
declarată corespunzătoare sau, în urma modificării alocării unor unită̧ti, procedeul de ve-
rificare se reia. Se poate considera că algoritmii iterativi fac mai multe “treceri“ prin setul
de obiecte de parti̧tionat, până la ob̧tinerea stabilizării (convergeņtei) valorii criteriului
ce caracterizează calitatea parti̧tiei.

Calitatea parti̧tiei (a clasificării) este măsurată de suma variaņtelor clusterelor (adică
suma distaņtelor de la fiecare vector la centrul clasei în care apaŗtine, ceea ce poate fi
interpretat şi ca o eroare de aproximare a vectorilor din clase prin centrul respectivei
clase). Deci funçtia criteriu ce trebuie minimizată este

J =
n

j=1

Jj =
n

j=1 xi∈ωj
xi − µj 2

=
n

j=1

N

i=1

uij xi − µj 2
(7.10)

În urma minimizării lui J trebuie determinate valorile µj (centrele claselor) şi valorile
binare uij, coeficieņtii de aparteneņta ai vectorilor i la clasele j, defini̧ti de:

uij =
1, dacă xi ∈ ωj
0, dacă xi /∈ ωj

(7.11)

Determinarea centrelor claselor se poate face simplu, prin anularea derivatei în raport cu
µj a funçtiei criteriu J

∂J

∂µj
= 2

N

i=1

uij µj − xi = 0 (7.12)

de unde rezultă că centrele claselor sunt mediile vectorilor ce apaŗtin acestora:

µj =

N

i=1

uijxi

N

i=1

uij

(7.13)

Determinarea coeficieņtilor de aparteneņtă uij este însă o problemă de optimizare com-
binatorială, care nu poate fi rezolvată analitic. Pentru rezolvarea acestei probleme sunt
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necesare metode iterative. Metoda imediată urmăreşte să determine, pentru fiecare vec-
tor al setului, dacă acesta poate fi mutat dintr-o clasă în alta, astfel ca suma variaņtelor
claselor să scadă. După fiecare asemenea mutare, este necesară actualizarea mediilor
claselor între care s-a făcut schimbul. Itera̧tiile se repetă până când nici un vector nu mai
poate fi mutat. Algoritmul poate fi descris în etapele următoare:

1. se alege o parti̧tie aleatoare a setului de obiecte (vectori)

2. pentru fiecare vector xi din set, dacă nu este unic în clasa sa ωj, se calculează costul
mutării în altă clasă, ωk, k = j; acest cost este

ck =
nk

nk + 1
xi − µk 2 − nj

nj − 1 xi − µj 2
(7.14)

3. vectorul xi este mutat în clasa pentru care costul ck este minim; se recalculează
mediile claselor implicate în schimbare (ωj şi ωk)

4. dacă cel pu̧tin un vector a fost mutat între două clase, algoritmul se reia de la pasul
2.

Principalul dezavantaj al acestei abordări este faptul că mediile claselor sunt recalculate
după fiecare schimbare ce implică fiecare vector al muļtimii considerate, ceea ce are ca
efect un volum mare de calcule. O simplificare a metodei provine din observa̧tia intuitivă
că este normal ca un obiect să fie alocat (să apaŗtină) clasei de care este cel mai apropiat
(în sensul distaņtei la media acesteia). Folosind acestă observa̧tie, realocarea se poate
face pentru toate obiectele considerate fără a fi nevoie de recalcularea mediilor claselor
pentru fiecare obiect; recalcularea mediilor se va face după fiecare parcurgere completă
a muļtimii de obiecte de parti̧tionat. Acest algoritm este algoritmul “Basic ISODATA4“
(cunoscut şi sub numele de k-means - “cele k medii“). Algoritmul poate fi descris de
următoarele etape:

1. se alege o parti̧tie aleatoare a setului de obiecte (vectori)

2. pentru fiecare vector xi din set, se calulează distaņtele sale la mediile tuturor
claselor,

dk = xi − µk 2 (7.15)

3. în itera̧tia următoare, vectorul xi va fimutat în clasa la care distaņta dk este minimă

4. după parcurgerea completă a setului de vectori, se reactualizează mediile claselor

4ISODATA este acronimul de la “Iterative Self Organizing Data Analysis Technique“ - tehnică itera-
tivă cu auto-organizare de analiză a datelor, apărut prin 1965.
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5. dacă (fa̧tă de itera̧tia anterioară) nici un vector nu a fost mutat în altă clasă (sau
media nici unei clase nu s-a modificat), algoritmul se încheie; dacă nu, se reia
algoritmul de la pasul 2.

Pentru nici unul dintre algoritmii iterativi prezenta̧ti nu se poate preciza numărul de
parcurgeri ale setului de vectori (obiecte) de parti̧tionat. Numărul de itera̧tii este puternic
dependent de alegerea parti̧tiei ini̧tiale a vectorilor, precum şi de organizarea intrinsecă
a acestora.

Figura 7.8 prezintă o imagine refăcută după o compresie prin cuantizare vectorială, cu
raport mare de compresie (128). Se remarcă slaba calitate a imaginii refăcute, cauza fiind
numărul mic (16) de vectori de cod folosi̧ti. În imagine sunt foarte vizibile frontierele
dintre blocurile de 8 x 8 folosite.

Fig. 7.8: Imagine refăcută după codarea prin cuantizare vectorială; codarea a fost real-
izată cu blocuri de 8 x 8 pixeli; tabelul vectorilor de cod are 16 intrări, deci se ob̧tine o
compresie de 128.
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Capitolul 8

SEGMENTAREA IMAGINILOR

Segmentarea imaginilor se referă la descompunerea unei scene (imagini) în componentele
sale [9]. În urma procesului de segmentare vor fi extrase din imagine obiecte distincte,
regiuni ce satisfac anumite criterii de uniformitate, sau alte elemente.

În [19] se propune o defini̧tie matematizată a procesului de segmentare, şi anume seg-
mentarea unei imagini f este definită ca parti̧tionarea [completă] a lui f (8.1) într-un
ansamblu de muļtimi disjuncte nevide şi conexe (8.2), ce satisfac fiecare un anumit cri-
teriu (8.3), criteriu ce nu mai este respectat pentru reuniunea oricăror două elemente
ale parti̧tiei.

f =
C

i=1

fi , fi conexe (8.1)

fi fj = ∅, ∀i = j şi fi este conexă, ∀i (8.2)

(fi) = TRUE,∀i şi fi fj = FALSE, ∀i = j (8.3)

Alegerea unei tehnici specifice de segmentare (parti̧tionare a imaginii) este legată de mai
multe aspecte caracteristice imaginii de analizat şi ceriņtelor utilizatorului. După natura
şi coņtinutul imaginii, tehnicile de segmentare trebuie să ţină cont de prezeņta în imagine
a diverse categorii de artefacte:

• reflexii, iluminare neomogenă
• zgomot suprapus infoma̧tiei utile
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• zone texturate

După primitivele de extras, tehnicile de segmentare se împart în două categorii funda-
mentale: tehnicile de segmentare orientate pe regiuni şi tehnicile de segmentare orientate
pe contur. Primitivele extrase din imagine sunt regiuni (forme) şi zone texturate pentru
tehnicile orientate pe regiuni, sau entită̧ti de tip discontinuitate (frontiere, segmente de
dreaptă, unghiuri) pentru tehnicile orientate pe contur. În cadrul segmentării orientate
pe regiuni se disting câteva categorii principale de tehnici:

• etichetarea imaginilor binare
• segmentarea pe histogramă
• creşterea şi fuziunea regiunilor
• segmentarea texturilor
• segmentarea prin metode de clustering

Tehnicile principale de segmentare orientată pe contururi sunt:

• extragerea contururilor prin metode de gradient şi derivative
• extragerea contururilor prin metode neliniare
• extragerea contururilor prin metode liniare optimale
• extragerea contururilor prin modelare matematică

În cele ce urmează se prezintă doar o parte dintre aceste tehnici, pe care le considerăm
cele mai semnificative.

8.1 Segmentarea orientată pe regiuni

8.1.1 Segmentarea bazată pe histogramă

În general, opera̧tia de segmentare orientată pe regiuni urmăreşte extragerea din imagine a
zonelor (regiunilor) ocupate de diferitele obiecte prezente în scenă. Un obiect se defineşte
ca o entitate caracterizată de un set de parametri ale căror valori nu se modifică în
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diferitele puncte ce apaŗtin entită̧tii considerate. Mai simplu, putem spune că obiectul
are proprietatea de uniformitate a parametrilor de defini̧tie.

Unul dintre cei mai simpli parametri de defini̧tie este nivelul de gri al punctului. Nivelul
de gri corespunde în scenă unei proprietă̧ti fizice [9] (reflectaņtă, transmitivitate, valoare
tristimulus, etc.) ce este preluat de senzorul de imagine şi asociat luminaņtei imaginii. În
acest caz, histograma imaginii (funçtia de densitate de probabilitate a variabilei aleatoare
discrete ale cărei realizări sunt nivelele de gri din imagine) reflectă distribu̧tia în scenă
a proprietă̧tii fizice înregistrate. Pentru o imagine f de M ×N pixeli şi L nivele de gri,
histograma este definită (8.4) ca probabilitatea de apari̧tie în imagine a diferitelor nivele
de gri posibile.

h(i) = 1
MN

M−1

m=0

N−1

n=0

δ(i− f(m,n)) , i = 0, 1, ...L− 1 (8.4)

Dacă nivelul de gri (respectiv proprietatea fizică pe care acesta o reprezintă) caracteri-
zează în mod suficient obiectele din scenă, histograma imaginii va prezenta o structură de
moduri dominante - intervale de nivele de gri ce apar cu probabilitate mai mare. Fiecare
asemenea mod (maxim al histogramei) va reprezenta o anumită categorie de obiecte.

Ca exemplu imediat se poate cita cazul imaginilor ob̧tinute prin scanarea documentelor
scrise şi a tipăriturilor sau imaginile în infraroşu (temperatura punctelor este asociată
nivelelor de gri astfel încât mai fierbinte însemnă mai alb). Pentru toate aceste tipuri de
imagini histograma este de tipul celei prezentate în figura 8.1.

0 50 100 150 200 250 300
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0.015

Fig. 8.1: Histogramă bimodală

Tehnici de prăguire (thresholding)

Separarea modurilor histogramei (̧si deci identificarea obiectelor din imagine, respectiv
caractere scrise / pagini albe şi obiecte fierbiņti / obiecte reci) se face prin alegerea unui
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nivel de gri T , numit prag de segmentare. Acest prag de segmentare se alege pe minimul
global al histogramei. Din imaginea ini̧tială f de nivele de gri se construieşte o imagine
de etichete (imagine etichetată) g, conform transformării descrise de (8.5) (vezi figura
8.2).

g(m,n) =
E0, 0 ≤ f(m,n) < T
E1, T ≤ f(m,n) < L (8.5)

Imaginea etichetată va fi descrisă de două etichete: E0 pentru punctele al căror nivel de
gri este mai mic decât pragul T şi E1 pentru punctele al căror nivel de gri este mai mare
decât pragul T . Etichetele E0 şi E1 pot fi valori numerice (0 şi 1, sau 0 şi 255) sau pot fi
şiruri de simboluri sau aļti identificatori.

Fig. 8.2: Transformări punctuale de binarizare.

Transformarea (8.5) este o transformare punctuală (noua valoare din punctul (m,n) de-
pinde doar de valoarea anterioară din punctul (m,n)) şi poartă numele de binarizare.
Această denumire provine din faptul că rezultatul transformării (imaginea etichetată)
este o imagine binară - deci o imagine caracterizată doar de două valori. Se poate remarca
de asemenea faptul că binarizarea este un caz particular al transformării de modificare
liniară a contrastului (2.2), în care limitele domeniilor de contrastare sunt egale (T1 = T2)
şi contrastarea se face la valorile limită ale nivelelor de gri (α = 0, β = L− 1)1.
Segmentarea pe histogramă (numită şi prăguire sau thresholding) semnifică determinarea
unor nivele de gri ce separă modurile histogramei. Tuturor punctelor din imagine al căror
nivel de gri corespunde unui acelaşi mod, li se asociază o aceeaşi etichetă (număr, şir de
simboluri), rezultând o imagine etichetată, ce pune în evideņtă diferitele obiecte ale scenei
ini̧tiale.

1Există însă şi o variantă de binarizare cu două praguri (transformare punctuală numită decupare -
“slicing“), (figura 8.2) definită de ecuaţia următoare:

g(m,n) =
E0, dacă f(m,n) < T1 sau f(m,n) > T2

E1, în rest
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În cazul general al existeņtei a mai multe praguri de segmentare Tk, transformarea de
segmentare pe histogramă este descrisă de (8.6)

g(m,n) = Ek dacă Tk ≤ f(m,n) < Tk+1 (8.6)

unde T0 = 0 , TC = L , k = 0, 1, ..., C − 1.
Pragurile Tk se aleg prin inspeçtia histogramei, în minimele locale ale acesteia. Acest tip
de segmentare multinivel este mai pu̧tin eficient decât binarizarea, din cauza dificultă̧tii
de stabilire a pragurilor care să izoleze eficient intervalele de interes din histogramă, mai
ales atunci când numărul modurilor este mare. Trebuie de asemenea remarcat faptul că
este necesară cunoaşterea numărului de tipuri de obiecte din imagine, pentru alegerea
corespunzătoare a numărului de praguri de segmentare. În marea majoritate a cazurilor,
segmentarea ob̧tinută nu este corectă (există regiuni prost etichetate); ca o regulă gen-
erală de îmbunătă̧tire a performaņtelor, se recomandă aplicarea, înaintea segmentării, a
unor opera̧tii de filtrare (eliminare a zgomotului), contrastare, îmbunătă̧tire, netezire a
histogramei - numite preprocesări.

În general, se admite clasificarea metodelor de segmentare pe histogramă [5] după atribu-
tele global, local şi dinamic. Aceste atribute se referă la modul de calcul al pragurilor de
segmentare Tk în funçtie de nivelul de gri din fiecare punct al imaginii f(m,n), coordo-
natele punctelor din imagine (m,n) şi o anumită proprietate locală p(m,n) a punctului
(m,n), conform (8.7):

Tk = Tk(f(m,n), p(m,n), (m,n)) (8.7)

Segmentarea se numeşte globală dacă pragurile depind doar de nivelele de gri ale punctelor
imaginii:

Tk = Tk(f(m,n)) (8.8)

Segmentarea multinivel descrisă de (8.6) este în mod evident o metodă de tip global.

Segmentarea se numeşte locală dacă pragurile depind de nivelul de gri şi de anumite
atribute locale calculate pentru vecinătă̧ti ale fiecărui punct:

Tk = Tk(f(m,n), p(m,n)) (8.9)

Segmentarea se numeşte dinamică dacă pragurile depind de pozi̧tionarea punctelor în
imagine (forma cea mai generală a modului de deducere pragurilor) (8.7).
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Determinarea automată a pragurilor: metoda Bhattacharya

Metoda Bhattacharyya se bazează pe descompunerea histogramei în moduri individuale
Gaussiene, adică se încearcă exprimarea histogramei imaginii ca o sumă ponderată de
funçtii de densitate de probabilitate de tip normal (Gaussian). Modelarea modurilor
histogramei imaginilor prin distribu̧tii normale este o presupunere ce se întâlneşte în
multe tehnici de prelucrare şi analiză şi pare a fi justificată de considerarea imaginii ca
provenind dintr-o imagine ideală, în care fiecare tip de obiect este reprezentat de un unic
nivel de gri, peste care s-a suprapus un zgomot alb, aditiv, gaussian. În acest mod, mediile
modurilor din histogramă corespund nivelelor de gri ce caracterizează obiectele scenei, iar
variaņtele acestor moduri sunt determinate de zgomotul suprapus imaginii (care nu este
obligatoriu să afecteze în acelaşi mod toate nivelele de gri).

Pentru segmentarea după metoda Bhattacharyya nu este necesară precizarea unui număr
de clase (praguri de segmentare), acesta urmând a fi determinat în mod automat. Ideea de
plecare a metodei este de a determina parametrii caracteristici ai unei distribu̧tii normale.
Pentru o distribu̧tie normală

N(µk,σk)(x) =
1

σk
√
2π
e
− (x−µk)2

2σ2
k

derivata logaritmului este:

δ lnN(µk,σk)(x)

δx
= − x

σ2k
+
µk
σ2k
= mkx+ nk (8.10)

Se observă prin examinarea expresiei (8.10) că derivata logaritmului distribu̧tiei normale
este o dreaptă de pantă negativă, din ai cărei parametri se pot deduce media şi variaņta
distribu̧tiei. Parametrii statistici ai distributiei sunt da̧ti de ecua̧tiile (8.11).

σk =
1

|mk| , şi µk =
nk
|mk| (8.11)

Această observa̧tie poate fi aplicată şi pentru o mixtură de distribu̧tii normale. Să con-
siderăm că histograma h a imaginii este compusă prin superpozi̧tia aditivă a C moduri
gaussiene N(µk, σk) , adică:

h(x) =
C

k=1

wkN(µk,σk)(x)

Din parametrii dreptei se pot determina deci conform (8.11) parametrii statistici ai dis-
tribu̧tiei locale.
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Fig. 8.3: Histogramă cu trei moduri normale
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Fig. 8.4: Aplicarea metodei Bhattacharyya pentru histograma trimodală prezentată ante-
rior; se pot observa intervalele pe care funçtia este liniară şi descrescătoare, ce corespund
modurilor.
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Aşadar, pentru aplicarea metodei la segmentarea pe histogramă a imaginilor, se va studia
comportamentul derivatei logaritmului histogramei, adică a funçtiei z(a):

z(a) = ln
h(a)

h(a− 1) , a = 1, L− 1 (8.12)

Pentru funçtia astfel construită, se determină intervalele pe care acesta este descrescătoare
(vezi figura 8.4); limitele superioare ale acestor intervale sunt pragurile Tk de segmentare
pe histogramă. Suplimentar, pe fiecare dintre aceste intervale se poate face o aproximare
liniară a punctelor şi pe baza parametrilor deduşi pentru dreapta de aproximare se pot
calcula, conform (8.11) parametrii statistici locali.

Principalele inconveniente ale metodei derivă din faptul că presupunerea alcătuirii his-
togramei imaginii numai din moduri gaussiene nu este întotdeauna adevărată. Ca rezul-
tat, metoda Bhattacharrya va identifica un număr mai mare de praguri decât este necesar,
producând fenomenul de suprasegmentare.

Segmentarea cu prag optim

Metoda de segmentare cu prag optim [5], [3], [19] face apel la teoria deciziilor (criteriul
de decizie Bayes) pentru stabilirea valorii pragurilor de segmentare ce optimizează un
anumit criteriu de eroare. Informa̧tiile apriori necesare pentru aplicarea unei asemenea
tehnici sunt numărul de tipuri de obiecte din imagine, C, procentele de ocupare a imaginii
de către fiecare tip de obiecte, Pi şi distribu̧tia nivelelor de gri ce caracterizează fiecare tip
de obiect, pi(x). Atunci histograma imaginii va fi determinată de mixtura distribu̧tiilor
tipurilor de obiecte:

h(x) =

C

i=1

Pipi(x),
C

i=1

Pi = 1 (8.13)

Cazul cel mai simplu şi mai des folosit este cel al binarizării (8.5), în care trebuie de-
terminat un unic prag T ce separă distribu̧tiile celor două tipuri de obiecte din imagine
(în mod tipic, obiecte “utile” şi fundal). Criteriul ce se urmăreşte optimizat este eroarea
de segmentare (clasificare) a punctelor din imagine, adică este dat de numărul de pixeli
ce apaŗtin primului tip de obiect, dar au nivelul de gri mai mare ca pragul T (fiind deci
aloca̧ti greşit celui de-al doilea tip de obiect) şi numărul de pixeli ce apaŗtin celui de-al
doilea tip de obiect, dar au nivelul de gri mai mic decât pragul de segmentare T (fiind
deci aloca̧ti greşit primului tip de obiect). Aşadar, eroarea de segmentare va fi dată de
(8.14):
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E(T ) = P1

+∞

T

p1(x)dx+ P2

T

−∞

p2(x)dx (8.14)

Pragul optim va minimiza eroarea de segmentare a pixelilor. Minimizarea erorii (8.14)
conduce la rezolvarea ecua̧tiei (8.15), în necunoscuta T .

∂E(T )

∂T
= 0 (8.15)

Derivând (8.14) se ob̧tine forma echivalentă a ecua̧tiei (8.15):

P1p1(T ) = P2p2(T ) (8.16)

După cum am meņtionat şi în seçtiunea dedicată tehnicilor de segmentare ce nu folosesc
informa̧tii apriori despre imagine (metoda Bhattacharyya), presupunerea că distribu̧tia
nivelelor de gri a diferitelor tipuri de obiecte este de tip normal (Gaussian) este relativ
des întâlnită. În aceste condi̧tii, distribu̧tiile p1(x) şi p2(x) sunt distribu̧tii normale,
N1(µ1,σ1)(x) şi N2(µ2, σ2)(x), iar ecua̧tia (8.16) devine:

P1
1

σ1
√
2π
e
− (T−µ1)2

2σ21 = P2
1

σ2
√
2π
e
− (T−µ2)2

2σ22

Prin logaritmare, se ob̧tine urmatoarea ecua̧tie de gradul 2 în necunoscuta T :

T 2
1

σ21
− 1

σ22
− 2T µ1

σ21
− µ2

σ22
+

µ21
σ21
− µ

2
2

σ22
− 2 ln P1

P2

σ2
σ1
= 0

Una dintre simplificările uzuale este presupunerea că σ1 = σ2 = σ; această presupunere
implică modelarea imaginii în nivele de gri ca o imagine cu doar două nivele de gri µ1 şi
µ2, afectată de un zgomot Gaussian aditiv, având variaņta σ

2. În aceste condi̧tii, ecua̧tia
de gradul 2 devine o ecua̧tie liniară, a carei solu̧tie este:

T =
µ1 + µ2
2

− σ2

µ1 − µ2
ln
P1
P2

Metoda se poate extinde şi pentru imagini ce coņtin mai mult de două tipuri de obiecte;
în acest caz este însă necesară presupunerea suplimentară de localizare a modurilor, astfel
încât să se poată considera, ca şi în cazul metodei Bhattacharyya, că influeņta fiecărui
mod este limitată la intervale nesuprapuse de nivele de gri.
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8.1.2 Creşterea şi fuziunea regiunilor

Pentru aplicarea cu succes a tehnicilor de segmentare pe histogramă prezentate anterior
trebuiesc îndeplinite neapărat câteva condi̧tii (deja enuņtate). Aplicarea tehnicilor de
segmentare pe histogramă este condi̧tionată în primul rând de reprezentarea diferitelor
clase de obiecte din imagine pe intervale de nivele de gri diferite care nu se suprapun (sau
se suprapun paŗtial pe poŗtiuni foarte mici); apoi este necesară cunoaşterea numărului
de tipuri de obiecte diferite. În fine, se presupune că valorile prag corespunzătoare se pot
determina cu o precizie corespunzătoare.

Chiar în cazurile în care toate aceste condi̧tii enuņtate sunt îndeplinite, nu se poate
garanta condi̧tia de conexitate a regiunilor ob̧tinute în urma segmentării (8.2). Acest lucru
este evident, atât timp cât două obiecte de acelaşi tip, neconexe, primesc prin segmentarea
pe histogramă o aceeaşi etichetă, şi formează în imaginea de etichete o regiune neconexă.
O metodă care respectă toate condi̧tiile impuse de defini̧tia metematică a segmentării, şi
anume (8.1), (8.2) şi (8.3), este creşterea regiunilor.

Creşterea regiunilor

Principiul pe care se bazează creşterea regiunilor este simplu: se aleg în imagine puncte
reprezentative pentru fiecare obiect individual şi categorie de obiecte, pe baza cărora
are loc un proces de aglomerare a pixelilor vecini acestora, ce au aceleaşi proprietă̧ti
(în particular acelaşi nivel de gri). În urma acestui proces de aglomerare (adăugare de
puncte) se ob̧tin zone (regiuni) de pixeli cu aceleaşi caracteristici, deci obiecte individuale.
Procesul se opreşte în momentul în care fiecare punct al imaginii a fost alocat unei regiuni.
Evident, metoda astfel descrisă pe scurt, are două etape eseņtiale: alegerea punctelor de
start (puncte ini̧tiale), numite germeni sau semiņte, şi creşterea propriu-zisă a regiunilor
[19], [2].

Numărul final de regiuni rezultate este egal cu numărul de germeni aleşi ini̧tial pentru
creştere. În principiu, este de dorit ca fiecare obiect individual aflat în imagine să fie
marcat de câte un germene. Dacă în interiorul unui aceluiaşi obiect se găsesc mai muļti
germeni, pentru fiecare dintre ei va fi crescută o regiune; acesta face ca obiectul ini̧tial
să fie împăŗtit artificial prin segmentare în mai multe regiuni. Paŗtial, acest neajuns se
poate corecta printr-o etapă ce urmează creşterii regiunilor, şi anume fuziunea regiunilor
adiacente ce au proprietă̧ti asemănătoare. Dacă în interiorul unui obiect nu este ales nici
un germene, obiectul respectiv va fi înglobat de regiunile ce cresc pornind de la germeni
din vecinătatea sa spa̧tială; astfel, respectivul obiect nu apare ca o regiune distinctă şi
este pierdut, rezultând o eroare gravă de segmentare.

Pentru a preveni efectul unor neuniformită̧ti de iluminare pe suprafa̧ta imaginii, acesta
este împăŗtită în ferestre nesuprapuse; în fiecare astfel de fereastră se alege un număr
de germeni, al căror plasament spa̧tial este aleator (germenii se distribuie uniform pe
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suprafa̧ta imaginii). Germenii se aleg astfel încât nivelul lor de gri să fie reprezentativ
pentru obiectele prezente local (deci nivelul de gri al germenilor trebuie să corespundă
unor maxime ale histogramei locale). În plus, trebuie verificat ca plasamentul spa̧tial
al germenilor să se facă în interiorul regiunilor şi nu pe frontiera acestora. Verificarea
se poate face simplu pe baza calculului unui operator derivativ local, ca de exemplu
laplacianul (37); dacă valoarea acestuia nu depăşeşte un anumit procent prestabilit (10%
- 20%) din difereņta maximă de nivele de gri a ferestrei, punctul ales este considerat ca
plasat corect.

O verificare suplimentară încearcă să prevină o eventuală suprasegmentare2 (împăŗtirea
artificială a unui acelaşi obiect în mai multe regiuni), eliminând germenii plasa̧ti în inte-
riorul aceluiaşi obiect. Verificarea se face pe baza calculului varia̧tiei nivelelor de gri de-a
lungul drumurilor3 arbitrare ce unesc perechi de germeni. Dacă există o cale ce uneşte
doi germeni de-a lungul căreia nivelul de gri nu variază cu mai mult de 20% - 30% din
difereņta maximă a nivelelor de gri din ferestră, cei doi germeni sunt plasa̧ti în interi-
orul unei zone de nivele de gri uniforme, deci în interiorul unui acelaşi obiect. În aceste
condi̧tii unul dintre cei doi germeni ai perechii este eliminat, deoarece este redundant.
Dacă de-a lungul tuturor căilor ce unesc perechea de germeni nivelul de gri variază mai
mult decât pragul ales, atunci se consideră că cei doi germeni sunt plasa̧ti în interiorul
unor obiecte diferite (deoarece căile ce unesc germenii traversează regiuni de frontieră).
În practică, examinarea tuturor drumurilor (căilor) ce unesc perechi de germeni este ex-
trem de costisitoare din punctul de vedere al timpului de calcul. De aceea se verifică doar
căile formate din segmente verticale şi orizontale, şi eventual, dreapta ce uneşte cele două
puncte (dacă această dreaptă poate fi reprezentată de o secveņtă de puncte conexe) (vezi
figura 8.5).

Valorile procentuale ale pragurilor de compara̧tie, precum şi numărul de germeni distinçti
ce rămân după procesul de reducere, nu trebuie considerate ca fixe; nu există valori stan-
dardizate şi alegerea acestora se face pe baza condi̧tiilor particulare (legate de coņtinutul
imaginii) şi a experieņtei utilizatorului.

Pornind de la germenii aleşi, regiunile sunt ob̧tinute printr-un proces de creştere aproape
simultană, început de la aceştia, până când to̧ti pixelii imaginii sunt repartiza̧ti unei
regiuni. Cvasi-simultaneitatea creşterii poate fi realizată cu un algoritm serial, prin alo-
carea pixelilor ce sunt adiaceņti (vecini) zonelor deja segmentate. Acestă alocare trebuie
să ţină seama de criteriul ca regiunile crescute să fie uniforme: nivelul de gri al pixelului
ce se adaugă nu trebuie să difere cu mai mult de un prag prestabilit fa̧tă de nivelul de gri
al germenului regiunii la care se alocă. În acelaşi timp, la o singură trecere, numărul de
puncte ce se adaugă unei regiuni nu poate depăşi un număr prestabilit (condi̧tia încearcă

2În general, prin suprasegmentare se înţelege parti̧tionarea imaginii într-un număr de regiuni mai
mare decât numărul de obiecte. Există şi no̧tiunea reciprocă de subsegmentare: împăŗtirea imaginii
într-un număr de regiuni mai mic ca numărul de obiecte.

3Un drum între două puncte ale imaginii este o secvenţă ordonată de puncte ale imaginii, vecine două
câte două (relativ la un anumit tip de conexitate, V4 sau V8 ), care are drept capete punctele considerate.
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Fig. 8.5: Reducerea numărului de germeni: germenii 1 şi 2 sunt uni̧ti de o cale cu segmente
paralele cu orizontala şi verticala de intensitate constantă, deci sunt redundaņti; germenii
3 şi 4 sunt uni̧ti de o cale dreaptă de aceeşi intensitate, deci sunt redundaņti; orice cale
ce uneşte germenii 1 şi 3 are o difereņtă mare de intensitate.

să asigure creşterea relativ uniformă şi izotropă a tuturor regiunilor).

Dacă adăugarea de noi pixeli se blochează (criteriul de uniformitate nu mai este respectat),
difereņta maxim admisă pentru nivelul de gri poate fi crescută în etape, până la epuizarea
pixelilor imaginii.

Avantajele pe care le are o asemenea tehnică de creştere a regiunilor sunt acelea că nu
mai este necesară nici o informa̧tie privind coņtinutul imaginii, regiunile crescute sunt
conexe şi nu există puncte neetichetate (nealocate vreunei regiuni) şi pozi̧tia frontierelor
dintre diferitele regiuni corespunde pozi̧tiei frontierelor percepute subiectiv în imagine.

Fuziunea regiunilor

O extindere a principiului utilizat în creşterea regiunilor, şi anume adăugarea la o regiune
a unor entită̧ti (pixeli în acest caz) a căror proprietă̧ti sunt similare cu cele ale unui obiec-
tului de bază (regiunea), se află la baza tehnicilor de fuziune a regiunilor [9]. Fuziunea
regiunilor constă în reunirea iterativă a regiunilor adiacente (începând de la nivelul unor
entită̧ti atomice ale imaginii - deci pixelii) până când regiunile adiacente devin suficient
de diferite. Procesul de fuziune a regiunilor poate fi aplicat şi în urma unei creşteri a
regiunilor, pentru a înlătura efectele unei eventuale suprasegmentări. Există mai multe
criterii de fuziune a regiunilor adiacente, a căror açtiune de verificare a deosebirii între
regiuni se face fie prin inspeçtia frontierei comune, fie prin caracterizarea interiorului
regiunii.

Pentru două regiuni adiacente Ri şi Rj, al căror perimetru este Perim(Ri) şi Perim(Rj),
putem determina Pm = min (Perim(Ri), P erim(Rj)) şi P lungimea frontierei comune4.

4Lungimea frontierei comune poate fi măsurată fie ca perimetru, fie ca număr de puncte ce o compun.
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Pe această frontieră comună se disting puncte slabe (în număr de ns) şi puncte tari (în
număr de nt). Un punct slab este acel punct pentru care difereņta nivelelor de gri între
vecinii din regiunile adiacente este foarte mică (mai mică decât un anumit prag fixat). Un
punct tare este acel punct pentru care difereņta de nivele de gri între vecinii din regiunile
adiacente este foarte mare (mai mare ca un anumit prag fixat). Cu aceste nota̧tii, criteriile
de fuziune a regiunilor Ri şi Rj sunt:

• dacă numărul de puncte slabe raportat la perimetrul minim este important, ns
Pm
> θ1

• dacă numărul de puncte slabe de pe frontiera comună este mare, ns
P
> θ2

• dacă numărul de puncte tari de pe frontiera comună este mic, nt
P
< θ3.

Parametrul θ1 controlează dimensiunea regiunilor ce se unesc şi se alege în general cu
valoarea 0.5 (de exemplu o valoare apropiată de 1 implică unirea a două regiuni numai
dacă una dintre ele este aproape înconjurată de cealaltă). Valori tipice pentru parametrii
θ2 şi θ3 sunt 0.75 şi 0.2.

Abordarea fuziunii pe baza caracterizării interiorului regiunilor necesită definirea a două
componente: o modalitate de caracterizare a proprietă̧tilor regiunilor şi o modalitate de
a defini “apropierea” sau similaritatea dintre trăsături în termeni numerici.

Vectorul de trăsături ce caracterizează o regiune se compune din momente statistice ale
variabilei aleatoare ale cărei realizări particulare sunt nivelele de gri din regiune repectivă;
nu pot lipsi din acest vector nivelul de gri mediu al regiunii şi variaņta acestuia.

În [9] se propun patru funçtii de măsură a asemănării între perechi de vectori; pentru doi
vectori xi şi xj, având aceeaşi dimensiune, acestea se definesc ca:

F1 (xi,xj) = xi,xj (produsul scalar dintre vectori)

F2 (xi,xj) =
xi,xj

xi,xi + xj ,xj − xi,xj
(similaritatea dintre vectori)

F3 (xi,xj) =
xi,xj

xi,xi xj,xj
(corela̧tia normalizată dintre vectori)

F4 (xi,xj) = (xi − xj) · A · (xi − xj)T
(distaņta generalizată dintre vectori, unde A este o matrice pozitiv definită)

Pentru primele trei funçtii, o valoare mai mare corespunde unei asemănări mai mari
între vectori (valorile maxime pentru F2 (xi,xj) şi F3 (xi,xj) sunt 1). Pentru funçtia de
similaritate bazată pe distaņta generalizată, o valoare mai mică corepunde unei asemănări
mai puternice între vectori. Prin particularizarea matriciiA se pot ob̧tine diferite distaņte,
ca distaņta Euclidiană obi̧snuită (A fiind matricea unitate, A = I), distaņte Euclidiene
ponderate (dacă A este o matrice diagonală), sau distaņta Mahalanobis (dacă A este o
matrice de covaria̧tie a componentelor).
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8.2 Segmentarea orientată pe contururi

Într-o imagine, varia̧tiile de valoare ale pixelilor reprezintă schimbări ale proprietă̧tilor
fizice sau geometrice ale scenei sau ale obiectului observat. Aceste schimbări pot co-
respunde fizic la varia̧tiile iluminării, schimbările de orientare sau de distaņtă fa̧tă de
observator, schimbări de reflectaņtă ale suprafȩtelor, varia̧tii de absorb̧tie a radia̧tiei.
Într-un număr mare de cazuri, aceste varia̧tii de intensitate sunt informa̧tii importante
pentru opera̧tiile ce urmează segmentării, informa̧tii ce corespund frontierelor regiunilor
determinate de obiectele scenei.

8.2.1 Metode derivative

Principiul acestei metode constă în definirea punctelor de contur ca fiind acei pixeli ai
imaginii în care apar schimbări importante (abrupte) ale nivelului de gri. Deci, măsurarea
acestei varia̧tii se va face prin operatori derivativi de tip gradient.

Pentru o imagine cu suport spa̧tial continuu, pe direçtia unei muchii, derivata va fi
maximă. Derivata imaginii pe direçtia r, ce face unghiul θ cu orizontala, este dată
de combina̧tia liniară a derivatelor paŗtiale pe direçtiile orizontală şi verticală (8.17):

∂f

∂r
=

∂f

∂x

∂x

∂r
+

∂f

∂y

∂y

∂r
=

∂f

∂x
cos θ +

∂f

∂y
sin θ

∂f

∂r
= fx cos θ + fy sin θ (8.17)

Valoarea maximă a acestei derivate, calculate după unghiul θ este determinată de ecua̧tia

∂

∂θ

∂f

∂r
= −fx sin θ + fy cos θ = 0

ce are solu̧tia evidentă:

θ0 = arctan
fy
fx

(8.18)

Pe această direçtie, modulul gradientului este:

∂f

∂r max

= f 2x + f
2
y (8.19)

Din punct de vedere practic, implementarea acestei metode implică atunci calcularea,
pentru fiecare punct al imaginii, a derivatelor paŗtiale fx şi fy, calcularea modulului
gradientului maxim (8.19) şi a direçtiei acestuia (8.18). Valoarea gradientului maxim din
fiecare punct al imaginii este apoi comparată cu un prag fixat: dacă pragul este depăşit
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(deci gradientul maxim în pixelul respectiv este suficient de important) atunci pixelul
testat este pixel de contur.

Realizarea derivatelor paŗtiale după direçtiile orizontală şi verticală implică transla̧tia în
discret a lui fx şi fy:

fx =
∂f

∂x
=

∆f(m,n)

∆m

fy =
∂f

∂y
=

∆f(m,n)

∆n

Aceste derivate paŗtiale discrete pot avea mai multe implementări:

fx = f(m,n)− f(m+ 1, n), fy = f(m,n)− f(m,n+ 1) (8.20)

fx = f(m− 1, n)− f(m,n), fy = f(m,n− 1)− f(m,n) (8.21)

fx = f(m− 1, n)− f(m+ 1, n), fy = f(m,n− 1)− f(m,n+ 1) (8.22)

Toate expresiile date de (8.20), (8.21), (8.22) sunt combina̧tii liniare ale valorilor unor
pixeli din imagine, situa̧ti în vecinătatea pixelului curent din pozi̧tia (m,n). Deci toate
aceste opera̧tii se pot realiza prin filtrări liniare cu măşti potrivite: (8.23) pentru (8.20),
(8.24) pentru (8.21), (8.25) pentru (8.22).

Wx = 1 −1 , Wy =
1
−1 (8.23)

Wx = 1 -1 , Wy =
1
-1

(8.24)

Wx = 1 0 −1 , Wy =

 1
0
−1

 (8.25)

Schema bloc a extragerii de contururi este reprezentată în figura 8.6.

Harta de orientări este o imagine care coņtine, pentru fiecare pixel, orientarea gradientului
de modul maxim în punctul respectiv, şi este în general folosită la prelucrarea suplimen-
tară a contururilor (conectare de contururi, extragere direçtională de contururi). Harta
de contururi este o imagine binară în care punctele marcate (puncte-obiect) corespund
pozi̧tiei punctelor de contur (puncte cu gradient de modul mare). O simplificare uzuală
practicată este înlocuirea normei L2 din calculul modulului maxim al gradientului (8.19)
cu norma L1, ceea ce conduce la aproximarea:

∂f

∂r max

≈ |fx|+ |fy|
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fy(m,n)

fx(m,n)

grad(f)max

      θ

Wx

Wy

θ(m,n)

Harta de
orientari

grad(f)max(m,n)

      Comparator
Harta de
contururi

Fig. 8.6: Schema bloc a extractorului de contururi bazat pe metoda de gradient.

Folosirea măştilor de derivare pe verticală şi orizontală prezentate are însă serioase nea-
junsuri: dimensiunea lor mică face ca rezultatele să fie extrem de sensibile în prezeņta
zgomotului. În aceste condi̧tii a apărut naturală ideea de a combina filtrarea de derivare
cu o filtrare de netezire, care să mai reducă efectele zgomotului. Considerând zgomotul
de tip gaussian, aditiv, filtrarea de netezire are ca efect secundar micşorarea contrastului
frontierelor obiectelor din imagine (efectul de încȩtoşare, sau blur). Pentru ca în aceste
condi̧tii deteçtia contururilor să nu fie afectată, trebuie ca opera̧tia de mediere prin care se
realizează netezirea să se facă pe o direçtie perpendiculară direçtiei contururilor căutate
[3]. Atunci derivarea pe verticală se combină cu o opera̧tie de netezire cu mască orizon-

tală 1/3 1/3 1/3 şi derivarea pe orizontală se combină cu o opera̧tie de netezire

cu mască verticală

 1/3
1/3

1/3

. Dacă folosim pentru derivare masca Wy din (8.23), masca

de filtrare rezultantă va fi 1/3 1/3 1/3
−1/3 −1/3 −1/3 . În cazul general se pot folosi însă

pentru netezire medieri ponderate (̧si nu neapărat medieri aritmetice), care să acorde
o mai mare importaņtă pixelului curent prelucrat, ca de exemplu 1

c+2
1 c 1 şi se

preferă folosirea operatorilor de derivare simetrici, de tipul (8.25). Ceea ce rezultă pentru
operatorii de derivare orizontală şi verticală sunt măştile:

Wx =

 1 0 −1
c 0 −c
1 0 −1

 , Wy =

 1 c 1
0 0 0
−1 −c −1

 (8.26)

Prin particularizarea valorilor constantei de ponderare c se pot ob̧tine diferite tipuri
de operatori de extragere de contur clasici: Prewitt (c = 1), Izotrop (c =

√
2), Sobel

(c = 2) [9]. Se remarcă faptul că constanta de ponderare globală a măştii de filtare este
neeseņtială, întrucât condi̧tia de normare ce trebuie îndeplinită este cea pentru filtre de
contrastare (derivare) (3.9): suma coeficieņtilor măştii să fie nulă. Figura 8.7 prezintă
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harta de intensitate a tranzi̧tiilor (modulul maxim al gradientului, ∂f
∂r max

) iar figura 8.8
prezintă harta binară de contururi extrasă prin compararea hăŗtii de intensită̧tii cu un
prag fixat (binarizarea hăŗtii de intensitate).

Fig. 8.7: Harta de intensitate a contururilor (modulul maxim al gradientului) calculat
cu măşti Prewitt pentru imaginea “lena”.

Fig. 8.8: Harta binară de contururi extrasă din harta de intensită̧ti precedentă.

Informa̧tia de orientare este în general folosită în etape următoare ale prelucrării; un-
ghiurile determinate după (8.18) oferă un unghi “exact” al direçtiei conturului în punctul
curent, calculat cu un efort semnificativ de calcul (împăŗtire şi calcul de arctangentă).
În practică, această informa̧tie este prea exactă: pe grila pătrată de eşantionare nu se
pot reprezenta cu uşuriņtă drepte continue după orice direçtie5; câteva direçtii sunt fa-

5Problema trasării figurilor geometrice oarecari (inclusiv a dreptelor) este rezolvată de grafica pe

126



vorizate şi uşor de utilizat (vertical, orizontal, cele două diagonale). În acest caz se poate
măsura în fiecare modulul gradientului după aceste câteva direçtii importante, şi apoi se
poate alege direçtia după care acest modul este maxim. Acesta este principul operatorilor
compas.

Un operator compas este definit de un număr de măşti de derivare (corespunzătoare
în continuare unor filtrări liniare) pe direçtiile principale (vertical, orizontal, cele două
diagonale), în cele două sensuri. Compasul clasic are D = 8 măşti de filtrare (identice
două câte două, mai pu̧tin semnul), fiecare dintre ele realizând o derivare după o direçtie
multiplu de 45◦. Schema bloc a unui operator compas este prezentată în figura 8.9; se
remarcă faptul că, odată determinată valoarea maximă a modulului gradientului în pixelul
curent (m,n), ob̧tinerea hăŗtii de contururi se face ca şi la un operator de gradient clasic.

max(gradk(f))

fD(m,n)

f(m,n)
f2(m,n)

f1(m,n)

max(gradk(f))

W1

W2

θk(m,n)

Harta de
orientari

      Comparator

Harta de
contururi

WD

Fig. 8.9: Schema bloc a unui operator compas de extragere a contururilor.

Un exemplu de măşti de derivare direçtională sunt măştile următoare (indexate după

direçtia geografică pe care calculează derivata): WN =

 −1 −1 −10 0 0
1 1 1

 , WNV = −1 −1 0
−1 0 1
0 1 1

,WV =

 −1 0 1
−1 0 1
−1 0 1

,WSV =

 0 1 1
−1 0 1
−1 −1 0

,WS =

 1 1 1
0 0 0
−1 −1 −1

,
WSE =

 1 1 0
1 0 −1
0 −1 −1

, WE =

 1 0 −1
1 0 −1
1 0 −1

, WNE =

 0 −1 −1
1 0 −1
1 1 0

. După cum
calculator, prin algoritmi de rendering.
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se remarcă, familia de măşti se poate genera pornind de la una dintre măştile Prewitt,
prin transla̧tii circulare cu o pozi̧tie a frontierei măştii în jurul centrului ei; în mod analog
se pot ob̧tine operatori compas baza̧ti pe masca Sobel sau pe gradientul izotrop sau pe

masca Kirsch

 5 5 5
−3 0 −3
−3 −3 −3

. Precizia unghiulară a operatorilor compas este deci
determinată de numărul de orientări diferite pe care se calculează derivatele, şi deci de
numărul de transla̧tii ale frontierei măştii; pentru o mască pătrată de bază de dimensiune
N , precizia unghiulară a operatorului compas este de 90◦/(N − 1).
Unul dintre principalele dezavantaje ale metodelor de gradient este precizia slabă de lo-
calizare a conturului (a centrului tranzi̧tiei) în condi̧tiile unei pante pu̧tin abrupte a aces-
tuia (tranzi̧tii slabe, graduale). Derivata a doua poate fi însă folosită pentru a determina
capetele tranzi̧tiei (cele două extreme), sau pentru a marca centrul tranzi̧tiei (trecerea sa
prin zero); figura 8.10 ilustrează această comportare pentru cazul unidimensional.

Operatorul bazat pe trecerea prin zero a derivatei secunde este operatorul “zero-crossing”
[9]. În cazul imaginilor (semnale cu suport bidimensional) trebuie luată în considerare
derivata secundă după ambele direçtii, combinate în laplacian:

∆f =
∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2

În cazul discret, măşti ce implementează laplacianul sunt măştile W5 −W7, prezentate
la capitolul de îmbunătă̧tire a contrastului imaginilor (pag. 37). Precizia sporită a
operatorilor laplacieni conduce însă la o sensibilitate crescută în prezeņta zgomotelor (mai
mare decât a operatorilor de gradient). Mai mult, laplacianul nu mai coņtine informa̧tie
relativă la direçtia tranzi̧tiei.

8.2.2 Alte metode

O clasă importantă de opera̧tii neliniare de extragere a contururilor sunt cele bazate
pe morfologia matematică. În seçtiunea 6.2.3 am prezentat operatori morfologici de
extragere a contururilor. Principiul acestora este de a măsura difereņtele dintre valorile
extreme (minim şi maxim) ale vecinătă̧tii punctului curent; dacă difereņta dintre aceste
valori este suficient de mare înseamnă că punctul curent este un punct de contur, aflându-
se într-o zonă de tranzi̧tie a valorilor pixelilor. Variante ale acestei tehnici de bază se
pot ob̧tine prin considerarea a mai multe elemente structurante, având diferite forme şi
dimensiuni.

128



Fig. 8.10: Profil de tranzitie graduală; maximul primei derivate nu poate marca cu
precizie centrul tranzi̧tiei; derivata secundă trece prin zero la mijlocul conturului.
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Capitolul 9

PARAMETRI DE FORMĂ

Prin parametri de formă îņtelegem în general orice scalar sau funçtie (cu suport unidi-
mensional sau bidimensional) asociate unei forme plane pe care o caracterizează; forme
asemănătoare sunt caracterizate de parametri de formă de valori apropiate; formele
diferite prezintă difereņte mari între parametrii de formă ce le sunt asocia̧ti. Parametrii
de formă compun un fel de fişă de identitate a formei respective, pe baza cărei această
formă poate fi recunoscută în mod unic. În mod ideal, aceşti parametri trebuie să fie
invariaņti la transla̧tie, rota̧tie şi scalare. Tehnicile de recunoaştere a formelor sau de
clasificare sunt precedate întotdeauna de o etapă de extragere a parametrilor de formă
(sau a caracteristicilor formei).

Pentru analiza imaginilor, o formă este o funçtie de două variabile, cu suport compact
f(x, y) : K → R; în general valorile acestei funçtii sunt binare (0 sau 1), descriind
deci o parte a unei imagini binare (zona din imagine în care se află obiectul de interes).
Atunci funçtia poate fi văzută ca o funçtie caracteristică a formei, asemănătoare funçtiei
caracteristice a unei muļtimi.

În cele ce urmează vom prezenta câ̧tiva parametri de formă clasici.

9.1 Parametri geometrici

Această categorie de parametri se bazează pe măsura unor atribute geometrice simple:
arie (S), perimetru (P ), număr de găuri, numărul lui Euler (numărul de regiuni conexe
— numărul de găuri). Cum nu toate aceste numere sunt invariante şi caracteristice unic
unei anume forme, au apărut combina̧tii de tip raport.

Raportul de compacitate (numit şi factor de formă [19]) este raportul dintre pătratul
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perimetrului şi suprafa̧ta formei:

κ =
P 2

4πS
(9.1)

Pentru o formă circulară raportul este unitar; cu cât numărul κ este mai apropiat de
această valoare, cu atât mai mult forma seamănă cu un disc (pătratul are un raport de
compacitate κ = 1.273). Există însă forme diferite caracterizate de aceeaşi valoarea a
parametrului dat de (9.1).

Excentricitatea sau circularitatea formei (măsura în care forma dată se deosebeşte de
disc) poate fi definită şi ca un raport al razelor cercurilor circumscrise (R) şi înscrise (r)
formei:

c =
R

r
(9.2)

Acest raport este evident unitar în cazul discului; pentru pătrat valoarea sa este de
c = 1.412.

9.2 Momente statistice şi invariaņti

Interpretând funçtia caracteristică a formei ca pe o funçtie de densitate de probabilitate
bidimensională, putem defini momentele statistice asociate celor două variabile aleatoare
(ce sunt coordonatele punctelor formei) [17]:

mpq =

K

f(x, y)xpyqdxdy, p, q = 0, 1, 2, ... (9.3)

Scalarul mpq (momentul de ordin p, q sau p + q) este proieçtia funçtiei f(x, y) pe poli-
noamele xp şi yq ale bazei complete de polinoame. Teorema reprezentării cu momente
afirmă că muļtimea infinită de momente mpq determină în mod unic f(x, y) şi reciproc.

În cazul imaginilor binare, coordonatele sunt discrete şi funçtia este o funçtie caracteris-
tică; formula momentelor (9.3) devine

mpq =
f(x,y)=0

xpyq (9.4)

Cum caracterizarea unei forme printr-o serie infinită de numere (aşa cum cere teorema
reprezentării cu momente) nu este posibilă, în practică se folosesc serii de momente
truncheate până la un ordin maxim fixat N (p + q N). Acestea însă caracterizează
o altă funçtie, g(x, y), o aproximare a lui f(x, y). Această aproximare este dată de o
combina̧tie liniară a polinoamelor bazei, ponderate cu scalarii necunoascu̧ti gpq:

g(x, y) =
p+q N

gpqx
pyq (9.5)
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Găsirea acestor scalari se face prin egalarea momentelor cunoscute ale lui f(x, y) cu
momentele lui g(x, y) dată de expresia (9.5). Rezolvând sistemul de ecua̧tii cuplate ce
se formează (a se vedea [9]), se pot ob̧tine rela̧tiile căutate; calculul trebuie însă refăcut,
din cauza cuplării ecua̧tiilor, ori de câte ori se doreşte trecerea la o aproximare mai bună
a formei f , mărind valoarea lui N . Această cuplare provine din cauza folosirii unei
baze neortogonale (aşa cum este familia de polinoame xpyq) pentru calculul momentelor;
problema a fost rezolvată prin folosirea proieçtiilor pe baza de polinoame Legendre [9].

Trebuie însă remarcat că folosirea momentelor statistice pentru caracterizarea unei forme
nu asigură îndeplinirea a nici unuia dintre principiile de invariaņtă căutate; de aceea au
fost introduse momente statistice invariante [19], [9].

Momentele statistice invariante la transla̧tie sunt momentele statistice centrate:

µpq =
f(x,y)=0

(x− x)p(y − y)q (9.6)

Momentele statistice invariante la transla̧tie şi scalare sunt definite de:

ηpq =
µpq
µγ00
, γ = 1 +

p + q

2
(9.7)

Invariaņtii la transla̧tie, scalare şi rota̧tie ai unei forme, ob̧tinu̧ti în condi̧tiile folosirii unor
momente statistice de ordin cel mult 3 (N = 3), sunt în număr de 7 şi sunt exprima̧ti de:

Φ1 = η20 + η02 (9.8)

Φ2 = (η20 − η02)
2 + 4η211 (9.9)

Φ3 = (η30 − 3η12)2 + (η03 − 3η21)2 (9.10)

Φ4 = (η30 + η12)
2 + (η03 + η21)

2 (9.11)

Φ5 = (η30 − 3η12)(η30 + η12) (η30 + η12)
2 − 3(η03 + η21)

2 + (9.12)

+(η03 − 3η21)(η03 + η21) (η03 + η21)
2 − 3(η30 + η12)

2

Φ6 = (η20 − η02) (η30 + η12)
2 − (η03 + η21)

2 + 4η11(η30 + η12)(η03 + η21) (9.13)

Φ7 = (η30 − 3η21)(η03 + η21) (η03 + η21)
2 − 3(η30 + η12)

2 − (9.14)

−(η03 − 3η21)(η30 + η12) (η30 + η12)
2 − 3(η03 + η21)

2

Ini̧tial (mijlocul anilor ’60) aceşti invariaņti au fost folosi̧ti pentru recunoaşterea carac-
terelor mari de tipar, cu rezultate modeste. Eficieņta lor constă însă în modul rapid de
calcul şi posibilitatea de a le utiliza cu succes pentru recunoaşterea formelor geometrice
convexe.
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Folosind momentele invariante, se mai pot deduce alte atribute: excentricitatea suprafȩtei
(9.15), care măsoară gradul de uniformitate al distribu̧tiei punctelor formei în jurul cen-
trului de greutate şi orientarea suprafȩtei, caracterizată de unghiul θ fa̧tă de orizontală
al axei fa̧tă de care momentul ineŗtie al formei este minim (9.16).

ε =
Φ2
µ00

(9.15)

θ =
1

2
arctan

2µ11
µ20 − µ02

(9.16)

9.3 Semnătura formei

Semnătura unei forme este o funçtie scalară de o variabilă, asociată unei forma plane.
Semnătura este definită de distaņta de la un punct de referiņtă fixat x (în general centrul
de greutate al formei) la fiecare punct de pe conturul (frontiera) formei. Această distaņtă
este exprimată (sau măsurată) în funçtie de unghiul la centru θ realizat de punctul curent
de pe contur cu axa orizontală de referiņtă, dx(θ) sau în funçtie de abscisa curbilinie ρ
(lungimea conturului cuprins între punctul curent şi punctul în care axa de referiņtă in-
tersectează conturul), dx(ρ). Semnătura formei este o reprezentare reversibilă (cunoscând
semnătura se poate reconstrui conturul obiectului). Figurile 9.1 şi 9.2 prezintă semnă-
turile unor forme poligonale.

Fig. 9.1: Semnătura unui pătrat ca funçtie de unghiul la centru; punctul de referiņtă este
centrul de greutate, axa de referiņtă este orizontala.

Este posibil ca, pentru formele concave, semnătura în funçtie de unghiul la centru să nu
poată fi calculată, deoarce, pentru anumite unghiuri θ, interseçtia dreptei de direçtie θ
cu conturul să fie formată din mai multe puncte. Această problemă nu apare în cazul
semnăturii în funçtie de abscisa curbilinie. Ca o restriçtie generală, în cazul folosirii
semnăturii bazate pe unghi, trebuie ca punctul de referiņtă x să apaŗtină nucleului formei.
Nucleul formei K, Ker(K) este definit prin:

Ker(K) = {x|∀y ∈ K, [xy] ⊆ K} (9.17)
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Fig. 9.2: Semnătura unei forme poligonale în funçtie de abscisa curbilinie; punctul de
referiņtă este centrul de greutate, axa de referiņtă este orizontala.

unde [xy] semnifică segmentul de dreaptă definit de punctele x şi y. În cazul formelor
concave, nucleul formei este o muļtime vidă.

Folosind semnătura formei, se pot defini parametri de tip geometric. Raportul de simetrie
este definit ca

Y (K) = sup
x∈K

inf
θ∈[0;π]

dx(θ)

dx(θ + π)
(9.18)

Se observă că nu s-a făcut nici o presupunere privind convexitatea formeiK, dar unicitatea
distaņtelor dx(θ) şi dx(θ + π) implică calcularea raportului de simetrie după punctele ce
apaŗtin nucleului formei.

Raportul de circularitate este definit ca:

C(K) =
supθ (dx(θ) + dx(θ + π))

infθ (dx(θ) + dx(θ + π))
(9.19)

Funçtia hK(θ) = dx(θ) + dx(θ + π) se numeşte suportul formei, şi este diametrul formei
pe direçtia θ.

În [5] s-a propus aproximarea formelor prin dezvoltarea în serie Fourier a semnăturii aces-
tora şi truncherea reprezentării (tehnică utilizată şi într-o aplica̧tie clasică de recunoaştere
a conturului unor tipuri de avioane). O altă posibilă aplica̧tie a semnăturii pleacă de la
observa̧tia că, pentru o formă poligonală, în semnătură, pozi̧tia vârfurilor este marcată
de puncte unghiulare (a se urmări figurile 9.1 şi 9.2). Atunci aceasta poate fi o metodă de
aproximare poligonală a unei forme oarecari (găsirea vârfurilor unui poligon ce o aprox-
imează cât mai bine).
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9.4 Skeletoane morfologice şi generalizate

Skeletonul este o reprezentare bidimensională simplificată, echivalentă, a unei forme. Pen-
tru o formă A oarecare se defineşte discul maximal în A, de centru x şi rază r, Bx(r) ca
fiind discul caracterizat de:

Bx(r) ⊆ A (9.20)

Bx(r) ⊆ Bx (r ) ⊆ A⇔ r = r
x = x

(9.21)

Deci discul maximal trebuie să fie inclus în formă (9.20) şi nici un alt disc inclus în formă
să nu îl includă, sau, dacă îl include, să fie identic cu acesta (9.21). O formă poate avea
mai multe discuri maximale.

Skeletonul unei forme este muļtimea centrelor discurilor maximale ale formei. Ca exem-
ple simple, skeletonul unui disc este centrul său, skeletonul unui pătrat este reuniunea
diagonalelor sale (figura 9.3).

Fig. 9.3: Exemple de skeletoane ale unor forme continue simple.

9.4.1 Skeletonul morfologic

Calculul skeletonului unei forme reprezentate în spa̧tiul discret se poate face prin formula
Lantuejoul [15]; skeletonul formei A, SK(A), este format din reuniunea unui număr finit
de seturi skeleton:

SK(A) =
Nmax

n=0

Sn(A) (9.22)

Sn(A) = (A nB)− (A nB) ◦B (9.23)

Ordinul Nmax corespunde momentului în care toate seturile skeleton succesive devin nule,
moment marcat de A NmaxB = ∅; elementul structurant nB este iterarea de n ori a
elementului structurant B, nB = B ⊕ ... ⊕ B (de n ori). Elementul structurant folosit
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este în general o expresie discretă a discului unitar (deci element structurant V4 sau V8).
Figura 9.4 prezintă skeletonul unei forme discrete oarecare.

Fig. 9.4: Skeleton al unei forme discrete, reprezentat prin reuniunea seturilor skeleton şi
informa̧tia de aparteneņtă a fiecărui punct la un anumit set skeleton.

Reconstruçtia formei din skeleton se face după formula

A =

Nmax

n=0

Sn(A)⊕ nB (9.24)

Se pot realiza şi reconstruçtii paŗtiale (aproximări ale muļtimii A) prin neglijarea seturilor
skeleton ce reprezintă detaliile (acestea sunt seturile skeleton de ordin mic); aproximarea
de ordin k a formei înseamnă deci ignorarea primelor k seturi skeleton din reconstruçtie:

Ak =
Nmax

n=k

Sn(A)⊕ nB (9.25)

Skeletonul este invariant la transla̧tie, nu este conex (chiar dacă forma A este conexă; a se
vedea figura 9.5), nu este comutativ cu opera̧tia de reuniune a formelor (a se vedea figura
9.6). Transformarea skeleton este idempotentă (SK(SK(A)) = SK(A)) şi antiextensivă
(SK(A) ⊆ A). Seturile skeleton sunt disjuncte două câte două (Si(A) ∩ Sj(A) = ∅, ∀i =
j).

Folosirea skeletonului morfologic pentru recunoaşterea fomelor este restriçtionată de pu-
ternica sa sensibilitate la zgomote (o mică schimbare a formei duce la o modificare semni-
ficativă a skeletonului1), şi de varia̧tia la rota̧tia şi scalarea obiectelor (pentru reprezentări
în spa̧tiul discret). În acelaşi timp, folosirea elementului structurant de tip disc unitar
aduce o puternică dependeņtă de metrica folosită în definirea sa (să nu uităm că într-un

1Exemplul clasic este de a considera un disc fără centru; în acest caz skeletonul este o coroană circulară
situată la jumătatea razei.
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Fig. 9.5: Skeletonul nu este conex.

Fig. 9.6: Transformata skeleton nu este comutativă cu reuniunea.

spa̧tiu discret, metrica Euclidiană nu este cea mai favorabilă) şi produce elemente struc-
turante pătrate (V8) sau în cruce (V4), ce pot fi cu greu interpretate ca discuri. Aceasta
a dus la folosirea unei clase de elemente structurante care să nu provină din no̧tiunea de
metrică - elementele structurante generalizate.

9.4.2 Skeletonul generalizat

Fie {Gi} un set de muļtimi, numit set generator. Elementele structurante generalizate
sunt definite recurent prin:

Bi = Bi−1 ⊕Gi, i = 1, 2, ... (9.26)

B0 = 0n

În general se folosesc seturi generatoare având o anumită periodicitate T (Gi+kT =
Gi, ∀i, k ∈ Z). De exemplu, figura 9.7 prezintă construçtia setului de elemente struc-
turante generalizate rezultat dintr-un set generator cu perioadă 1 (deci compus dintr-o
singură muļtime), E1 = {(−1,−1), (−1, 0), (0,−1), (0, 0)}.
Fiecărui punct al formei A i se va asocia ordinul (indicele) elementului structurant ge-
neralizat maximal centrat cu originea în punctul respectiv, construind astfel o “hartă de
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Fig. 9.7: Construçtia unui set de elemente structurante generalizate.

distaņte” (a se vedea şi figura 9.8):

D(x) =
0, dacă x /∈ A
n, dacă (Bn−1)x ⊆ A şi (Bn)x A

(9.27)

Fig. 9.8: Harta de distaņte a unui obiect construită pe baza setului de elemente struc-
turante generalizate prezentat anterior şi skeletonul generalizat corespunzător.

Skeletonul generalizat al unei forme este muļtimea originilor elementelor structurante
generalizate maximale în formă2:

GSK(A) = x ∈ A| BD(x)−1 x
BD(y)−1 y

, ∀x = y (9.28)

Folosind harta de distaņtă anterioară, skeletonul generalizat ob̧tinut este prezentat în
figura 9.8.

2Se poate remarca similitudinea cu defini̧tia skeletonului, în care s-au înlocuit no̧tiunile: centru al
discului cu origine a elementului structurant, disc cu element structurant generalizat, rază a discului cu
indice (ordin) al elementului structurant generalizat.
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Capitolul 10

PRINCIPII DE IMPLEMENTARE
SOFTWARE ŞI HARDWARE

Principiile eseņtiale legate de implementările practice ale sistemelor de prelucrarea şi anal-
iza imaginilor urmăresc două direçtii, cu dezvoltare corelată: implementările software şi
dispozitivele hardware (de accelerare). După cum am arătat în capitolul introductiv,
la descrierea structurii tipice a unui sistem de prelucrarea şi analiza imaginilor, marea
majoritate a implementărilor folosesc ca suport fizic pentru unitatea centrală de prelu-
crare un calculator obi̧snuit (compatibil PC); ceea ce îl particularizează este pachetul
de programe rulate. Putem distinge două categorii fundamentale de astfel de programe:
programe strict dependente de aplica̧tie şi programe de uz general.

Un program dependent de aplica̧tie realizează doar algoritmii specifici opera̧tiei pe care o
execută sau supraveghează. Interaçtiunea cu operatorul uman este minimă şi calificarea
acestuia nu este necesar să o depăşească pe cea a unui tehnician [11]. Adeseori programul
trebuie să fie de timp real. Aceste variante de implementare sunt potrivite pentru procese
caracterizate de parametri stabili şi care se desfăşoară în condi̧tii ambiante (iluminare,
poluare vizibilă — particule, fum) relativ constante şi nu sunt portabile (fiind în general
optimizate pentru o anumită structură hardware).

Programele de uz general permit efectuarea unui mare număr de opera̧tii de prelucrarea
şi analiza imaginilor, cu numeroşi parametri reglabili. Interaçtiunea cu operatorul uman
este mare şi acesta trebuie să aibă o calificare superioară. Programele de acest tip nu
sunt de timp real şi în general sunt cuplate off-line cu instala̧tiile tehnologice propriu-
zise, făcând parte mai ales din dotarea laboratoarelor de cercetare şi de analiza calită̧tii
şi conformită̧tii. Interfa̧ta utilizator este cea care crează difereņta între două categorii
de programe, în ceea ce priveşte modalitatea în care operatorul specifică succesiunea de
opera̧tii de executat. Din acest punct de vedere vom face distinçtia între menu-driven şi
flow-chart driven (deci programe controlate prin meniu sau prin graf de flux).
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Implementările de tip menu-driven aplică câte un unic pas de prelucrare asupra imaginii
din fereastra activă; rezultatul va fi prezentat într-o nouă fereastră de afişare. Tipurile
de opera̧tii se aleg din meniuri sau bara de butoane. Asemenea solu̧tii corespund ma-
jorită̧tii sistemelor software comerciale de grafică şi imaging (de tipul Adobe Photoshop,
Corel Draw, Paint Shop Pro). Opera̧tiile realizate sunt orientate mai ales către aspectul
grafic (publicistic) al imaginilor, referindu-se în special la opera̧tii de filtrare, modificare a
contrastului, pseudocolorare, decupare de regiuni. Programele cu comandă menu-driven,
cu rezultatele intermediare parcurgând etapele opera̧tiilor din fereastră în fereastră, sunt
direct derivate din proiectarea obiectelor de interfa̧tă în sistemele de tip Windows.

Implementările de tip flow-chart permit construirea grafică interactivă a unui laņt de
opera̧tii aplicate unei imagini ini̧tiale. Fiecare opera̧tie este un bloc funçtional caracte-
rizat de intrări, ieşiri şi parametri de control; blocurile funçtionale sunt interconectate,
implementând fluxul de opera̧tii pe care îl va parcurge imaginea. Procesul de comandă
înseamnă selectarea imaginii ini̧tiale şi açtionarea unui buton de start. Asemenea pro-
grame sunt tipice sistemelor de calcul mari (sta̧tii de lucru), pentru care produsul Khoros
este un standard de fapt; un produs similar pentru PC este programul AdOculos (figura
10.1).

Fig. 10.1: Specificarea fluxului de opera̧tii în fereastra de comandă a programului AdOcu-
los.

Ca o categorie intermediară între comenzile meniu şi diagrama de flux, putem considera
programele cu comandă de tip macro (sau batch); programul (sau limbajul) Matlab poate
fi încadrat într-o asemenea categorie.

Multe dintre opeŗtiile ini̧tial realizate prin software-ul de aplica̧tie au migrat către nivelul
hardware. Exemplul cel mai tipic de asemenea comportament este dat de rezolvare
problemei de dithering (aproximarea culorilor reale dintr-o imagine. folosind un număr
mic de culori disponibile la dispozitivul de afişaj). După ce, ini̧tial, problema era rezolvată
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de programele aplica̧tie, gestiunea culorilor a trecut în grija sistemului de operare, pentru
ca, recent, să apară plăcile grafice inteligente. Aceasta este de altfel una dintre tendiņtele
actuale: evolu̧tia accesoriilor (plăci specializate, dispozitive de achizi̧tie) inteligente, deci
cu facilită̧ti de prelucrare integrate. Senzorii de imagine CCD sunt una dintre ţintele
predilecte ale acestei dezvoltări, înglobând cipuri de compresie şi transmisie a imaginilor,
comandă de urmărire automată a ţintei, opera̧tii de recunoaştere.

Deşi programarea orientată pe obiecte este un concept destul de nou, evolu̧tia sa a fost
deosebit de spectaculoasă. Probabil că principalul atu al acestei evolu̧tii a fost apari̧tia
sistemului de operare Windows (cu toate derivatele sale 3.1, 3.11, ’95, ’98, etc.) a cărui
structură este în întregime bazată pe conceptul de obiecte. Programarea unei aplica̧tii
Windows va face în mod clar apel la structuri predefinite - clasele de bază aplica̧tie,
fereastră, buton, ş.a.m.d. Atunci devine destul de normal să fie proiectate şi datele
specifice ale aplica̧tiei particulare tot ca structuri de tip obiecte.

Alegerea unui limbaj specific de programare nu mai este totuşi o problemă eseņtială;
majoritatea limbajelor de uz general ingineresc (tehnic) provin din trunchiul comun C /
Pascal. Desigur că există nenumărate variante ale acestor limbaje de bază (C++ Builder,
Visual C++, Delphi, Borland C++ şi Borland Pascal cu obiecte) şi chiar apar limbaje noi
(Java, care, deşi se revendică ca o aplica̧tie pur distribuită pentru folosirea rȩtelelor şi în
special a Internetului, nu este cu mult diferită ca structură de un C cu clase). Principala
evolu̧tie a mediilor de programare nu a fost însă legată de modificarea limbajului în sine
(̧si deci a caracteristicilor de compilare a codului) ci modificarea stilului în care se crează
aplica̧tia specifică, şi mai precis, aspectul de interfa̧tă.

Proiectarea unei interfȩte pentruWindows înseamnă definirea unor açtiuni asociate eveni-
mentelor produse în sistem (clicuri de mouse, apăsări de taste) şi construirea elementelor
grafice specifice (ferestre de afişare şi de dialog, meniuri, introducere date, etc.). Acestă
activitate a fost simplificată la maximum prin apari̧tia constructoarelor vizuale de apli-
ca̧tii, în care interfa̧ta grafică este construită prin alipirea unor elemente de bază (butoane,
ferestre, zone de text) pe cadre fixe (fereastră), numai cu mouse-ul (prin tehnică drag and
drop). Compilatorul generează automat codul sursă aferent construçtiei; tot ceea ce tre-
buie să facă programatorul este să lege sursa ce descrie aplica̧tia şi açtiunea specifică la
codul care interpretează evenimentul de apel.

Ceea ce trebuie subliniat (spre a evita anumite interpretări uzuale, dar eronate) este că
aceste medii de programare avansate (gen Builder, Visual, etc..) nu preiau şi atribu̧tia de
a scrie algoritmii specifici; uşuriņta construçtiei vizuale este legată strict de construçtia
interfȩtei aplica̧tiei, deci aspect grafic şi eventual partea de preluare a datelor. Progra-
matorul va dezvolta restul aplica̧tiei ca pentru un compilator clasic.

Concluzia ce rezultă din această scurtă discu̧tie este aceea că, pentru orice aplica̧tie,
trebuie separat̆a partea de interfaţ̆a de partea de calcul specific. În cazul unui program de
prelucrarea şi analiza imaginilor acesta însemnă că trebuie făcută o proiectare la nivelul
structurii de date (matricea ce coņtine valorile pixelilor din imagine şi prelucrările specifice
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asupra acestora) şi o proiectare la nivelul interfȩtei (care să specifice cum se va face afişarea
imaginilor pe ecran, cum vor fi scrise pe disc, cum se va face un eventual transfer dinamic
al datelor de la sau către alte aplica̧tii). Majoritatea covâŗsitoare a sarcinilor legate
de interfa̧tă pot fi rezolvate fără a cunoaşte nimic despre opera̧tiile specifice prelucrării
imaginilor şi despre modul în care o imagine este reprezentată în memoria de lucru a
calculatorului. Să considerăm de exemplu problema afişării unei imagini într-o fereastră.
Fără îndoială că cel mai simplu mod de afişare este folosirea imaginii ca un canvas,
înglobat în obiectul de tip fereastră, şi de a cărui afişare se ocupă sistemul Windows.
Această abordare exclude însă accesul la coņtinutul imaginii; aceasta trebuie deci separată
de fereastra de afişare. Este poate deci preferabilă memorarea imaginii ca o matrice
şi transformarea acesteia într-o structură bitmap ataşată ferestrei, la fiecare cerere de
reafişare a acesteia.

Cuvântul de ordine actual în implementările software este orientarea-obiect (limbajele
C++, Delphi, Java), insistând mai ales pe aspectele de polimorfism şi moştenire pe care le
aduce acest stil de programare. Moştenirea corespunde cazului unor imagini cu structură
din ce în ce mai elaborată, pentru care se pot face tot mai multe opera̧tii (de tip analiză
de formă şi clasificare, de exemplu). Polimorfismul corespunde realizării unor opera̧tii cu
nume (sau metode de implementare) identice care să aibă comportări diferite, în funçtie
de tipul datelor cărora li se aplică (funçtia de histogramă poate produce, de exemplu,
funçtia de densitate de probabilitate a câmpului aleator imagine, în cazul imaginilor cu
nivele de gri, aria obiectelor, în cazul imaginilor binare şi numărul de componente conexe,
în cazul imaginilor binare etichetate). De asemenea, aspectul legat de refolosirea codului
nu este neglijabil (să nu uităm, că, de exemplu, pentru filtrarea în domeniul spa̧tial, un
numitor comun al diverselor tipuri de filtre este tehnica de tip fereastră glisantă).

Tehnologia Java, aduce, pa lângă orientarea obiect, ideea de folosire a resurselor dis-
tribuite (fie pe Internet, fie ca resurse de multiprocesare). Astfel a devenit posibilă crearea
de depozite de software specializat, universal executabil (prin mecanismul de applet) pe
orice maşină pe care este disponibil un browser Internet. Marile avantaje anuņtate pen-
tru Java (cod portabil, execu̧tie paralelă, proteçtie la manipularea defectuoasă a zonelor
de memorie, proteçtia datelor) sunt contrabalansate de codul executabil relativ lent şi de
dimensiunile mari ale codului sursă.

Java este însă interesantă pentru prelucrarea şi analiza imaginilor prin perspectiva de-
schisă de multi-threding — existeņta şi gestionarea de către o aplica̧tie oarecare a mai
multe fire de execu̧tie ce rulează concomitent din punct de vedere logic (sau aproape
concomitent din punctul de vedere fizic al calculatorului cu unic procesor); astfel devine
posibilă rularea paralelă de aplica̧tii pe sisteme cu unic procesor, fără sisteme de operare
multi-tasking. De altfel, pu̧tine sisteme fizice multiprocesor au fost realizate pentru pre-
lucrarea de imagini; sistemele de prelucrarea şi analiza imaginilor au utilizat în general
maşini cu paralelism masiv (SIMD/ SPMD, transputer farm) sau grupuri de calculatoare
(cluster processing).
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Exploatarea paralelismului este un merit pe care prelucrarea imaginilor şi l-a arogat încă
de la începuturi; opera̧tiile tipice de prelucrarea imaginilor sunt opera̧tii relativ simple,
cu un număr mare de instaņte (pentru fiecare pixel al imaginii se face ceva), folosind
date pu̧tin redundante (suprapunerea între pozi̧tiile alăturate ale ferestrelor de filtrare
este în general mică) şi, uneori, informa̧tie globală (cazul histogramei sau a filtrărilor în
domeniul de frecveņtă). Se pot distinge astfel două nivele de paralelism: un paralelism
masiv, intrinsec structurii imaginii, legat de nivelul pixel, şi un paralelism ascuns, specific
opera̧tiilor de prelucrare (ca de exemplu realizarea opera̧tiilor morfologice prin (6.3) şi
(6.6) sau implementarea paralelă a FFT).

În concluzie, putem afirma că prelucrarea şi analiza imaginilor a reuşit să câştige teren ca
urmare a realizărilor spectaculoase ale tehnologiei electronice şi informaticii. Creşterea
continuă a puterii de calcul disponibile în unită̧tile de prelucrare ale calculatoarelor va
transforma probabil în viiitorul apropiat prelucrarea şi analiza imaginilor dintr-o anexă
nebuloasă şi exotică a aplica̧tiilor speciale într-o solu̧tie fiabilă de larg consum industrial.
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